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Apresentacao

Querido(a) aluno(a),

Preparamos este livro com dedicacdo a fim de proporcionar
a vocé condicdes de ampliar o que aprendeu a respeito da
Matematica, além de auxilid-lo(a) em seu ingresso aos cursos
de Educacdo Superior e a outros que vocé almejar.

Sem um leitor, este livro nada mais é que um apanhado de
letras, nUmeros e simbolos. No entanto, em suas maos, ele
se torna uma poderosa ferramenta, capaz de expandir seu
entendimento acerca do mundo em que estamos inseridos.

Neste material, vocé vai encontrar textos e atividades
que relacionam a Matematica com as outras areas, além de
situacdes em que seu conhecimento matematico sera posto
a prova. Esta obra também apresenta assuntos matematicos
direcionados a sua formacao cidada, fornecendo oportuni-
dades de reflexdo sobre atitudes que podemos, e devemos,
desenvolver paraviver melhor em uma sociedade dinamica e
em plena transformacao.

Bons estudos!

Os autores.

Atleta amador usando o GPS para conferir
sua localizacao durante uma escalada.

Varios conceitos geométricos, como 0s que
envolvem pontos e esferas, ddo suporte
aos modernos sistemas de navegagdo por
satélite, em especial do GPS (sistema de
posicionamento global).



Conheca seu livro

Abertura de unidade\

Nessa secao vocé, seus colegas e
o professor terdo a oportunidade
de dialogar a respeito de temas
relacionados com um dos
capitulos que serdo estudados
naquela unidade.
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| Atividades

Atividades resolvidas\

Nessa secdo vocé serd
convidado a colocar em prética
o0s conhecimentos que ja possui
e desafiado a perceber aspectos

Essas atividades complementam
os contelidos apresentados no
capitulo e auxiliam no trabalho
com as atividades que vocé

deverd resolver.
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Icones

Atividades que exploram as diversas maneiras de Indica que as cores apresentadas nas
usar a calculadora cientifica e o uso de software. imagens nao correspondem as reais.

Atividades para serem E Indica que as imagens nao siao

desenvolvidas com os colegas. proporcionais entre si.

Atividades com maior grau de dificuldade e que
estimulam diferentes estratégias de resolucao.




Qualidade do ar

A poluigio do ar & um problema que

Verficanda rota )

Valores em acio |

poluentes ¢ causada pea 3530 do homem, mesmo sendo cle o
garantir condicses minimas de qualicade do ar, o Conselh N

s e Nessa se¢do vocé sera convidado a

e refletir a respeito de diversos temas,
como o cuidado com o seu préprio
corpo, com o ambiente e o respeito
a0 préximo.
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/ Verificando rota

0 Atém do exemplo citado na legenda, quais
atitudes podem ser adotads para que s
polua menos 0 an

B s st Nessa secao vocé tera a oportunidade de
ey rever os conceitos gerais desenvolvidos

ao longo dos capitulos, verificando sua
rota de aprendizagem.

m o de
qualidade, em um determinado Instante.

Ampliando
fronteiras

Ampliando fronteiras \

A internet vai
dominar o mundo

A leitura dos textos apresentados
nessa secdo permite que vocé amplie
as fronteiras do seu conhecimento em
temas sobre a histdria e as diversas
aplicacdes da Matemadtica.

2 resp
poderosa erramenta

me

Nas alturas

Matemadtica
em acao

/ Matemética em acao

Nessa secao vocé terd a oportunidade de
colocar a Matemética em acao, dentro e fora
da escola, e de perceber a sua relagdo com
outras areas do conhecimento.

o5 4o grupo devem

Expressdes numéricas

modelo

jsor divdido em duas partes: na
a igitada &, parte feror, seu

 Glcuadora centfca 244

954-152x5 i

# Calculadora cientifica

Observe um mocelo decal

Ferramentas\

Nessa se¢do vocé vai aprender a utilizar

a calculadora cientifica e a planilha
eletronica BrOffice Calc, ambas exploradas
como ferramentas que aprofundam seus
conhecimentos matematicos.

(35:5-2)+3
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a capitulo 1
Geometria
espacial de
posicao

a capitulo 2
Poliedros

a capitulo 3
Corpos redondos

A Biosfera de Montreal, localizada na ilha de Santa Helena, no Canada, é uma
das Cupulas de Fuller, projetada pelo engenheiro e arquiteto estadunidense Richard
Buckminster Fuller, para o pavilhao norte-americano da Exposi¢ao Universal de 1967,
em Montreal. Medindo aproximadamente 61 m de altura e 76 m de diametro, contendo

cercade 1900 painéis de acrilico delimitados por tubos de a¢o, hoje acomoda um museu.
Sua estrutura lembra o formato de um poliedro composto por faces triangulares, assunto
que sera abordado nesta unidade.

N&o escreva no livro.




Nesta unidade, vocé vai estudar os conceitos que envol-
vem o ponto, a reta e o plano na Geometria espacial de
posicao, e também conhecera os poliedros, aprofundando-se
em alguns casos particulares, e ainda estudara os sélidos

denominados corpos redondos.

N&o escreva no livro.




1 Geometria espacial de posicao

o
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MAConceitos basicos

Em anos anteriores, provavelmente vocé estudou alguns conceitos basicos de
Geometria plana, como paralelismo e perpendicularismo. Neste capitulo, estenderemos
essas e outras ideias do plano para o espaco tridimensional.

Na Geometria espacial, consideramos entes geométricos “imersos” no espaco. E espaco,
na Geometria, é o conjunto de pontos no qual residem as figuras geométricas espaciais.

Os conceitos que estudaremos neste capitulo partem fundamentalmente dos conceitos
de ponto, reta e plano no espaco tridimensional.

representacdo representagao representacao
de um ponto de umareta de um plano

Esses sao conceitos primitivos da Geometria espacial, pois, para definir algo, recorremos a
definicdes anteriores. O processo de dar defini¢des precisa ter um inicio, assim, escolhemos
determinados conceitos julgados mais essenciais, dos quais se tenha uma ideia intuitiva,
que sao adotados como primitivos.

O ponto, a reta e 0 espago se relacionam com a ideia de dimensao.

* Um ponto & um espago de dimensao O.

. ) _ > Os pontos serao indicados com
* Uma reta é um espago de dimensao 1 letras maitsculas (A B,C, ...)

(unidimensional). as retas por letras mindsculas
(r,s t,...) e os planos por letras

*Um plano é um espaco de dimensao 2 gregas mindsculas (@ B,7, ...).

(bidimensional).

Ao utilizar a palavra espaco, estaremos sempre nos referindo ao espago de dimensao 3, ou
seja, a0 espaco tridimensional.

A reta, o plano e o espaco sao conjuntos cujos elementos sao pontos. Dessa maneira,
dizemos, por exemplo:

=0 ponto A pertence a retar.

>

* A reta r esta contida no plano «.

Ronaldo Lucena/

llustragGes:
ID/BR

=0 ponto A pertence ao plano a. @

Utilizando os conceitos primitivos de ponto, reta e plano, podemos enunciar algumas
propriedades essenciais, ou postulados, que sao fatos iniciais aceitos como verdadeiros
sem necessidade de demonstracdao. A demonstracao de uma propriedade deve sempre se
basear em propriedades anteriormente demonstradas, e, de maneira analoga, para a escolha
de conceitos primitivos, é preciso escolher determinadas propriedades, de preferéncia intuiti-
vamente validas, para serem aceitas sem demonstracao.

10 capitulo 7 Geometria espacial de posicao Nao escreva no livro



Observe aseguir alguns desses postulados.

Postulado 1

W~

Dois pontos distintos do espaco determinam uma Unica reta.

’ : - T

r

> Uma reta r, determinada
pelos pontos A e B, sera /
—> A
denotada por AB. retarou g

Nesse postulado, ao dizer que “dois pontos distintos do espago determinam uma Unica reta”
estamos afirmando que ha uma, e somente uma, reta que contém esses pontos. Quando uma
reta contém determinado ponto, também podemos dizer que a reta passa por esse ponto.

Quando uma reta contém determinado conjunto de pontos, dizemos que 0s pontos desse
conjunto sao colineares. Pelo postulado 1, dois pontos do espago sempre sao colineares.

Postulado 2
O

Trés pontos ndo colineares do espaco determinam um Gnico plano.

—

Um conjunto com trés pontos ndo colineares é obtido sempre que escolhemos dois
pontos quaisquer de uma reta e um ponto que ndo pertence a essa reta.

Ao dizer que trés pontos determinam um Unico plano, estamos dizendo que ha um, e
somente um, plano que contém esses pontos. Quando um plano contém determinado ponto,
podemos dizer que o plano passa por esse ponto.

Quando hd um plano que contém determinado conjunto de pontos, dizemos que 0s pontos
desse conjunto sao coplanares. Pelo postulado 2, trés pontos do espaco sempre sao coplanares.

Postulado 3

W~

Se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, entao essa reta esta inteiramente
contida nesse plano.

|

llustragoes:
Ronaldo Lucena/

ID/BR

Esse postulado traduz o fato de que uma reta que nao esta contida em um plano pode
intersectar esse plano em, no maximo, um ponto.

Os postulados anteriores sdo propriedades dos conceitos primitivos aceitos como
verdadeiros. Baseando-se neles, é possivel deduzir outras propriedades, enunciadas
como teoremas. Esses teoremas, sim, precisam ser demonstrados com conhecimentos
anteriores ja estabelecidos.

N&o escreva no livro.

n
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capitulo 7 Geometria espacial de posicdo

Observe o exemplo de um teorema acompanhado de sua demonstracao.

Teorema 1

S

Uma reta e um ponto ndo pertencente a ela determinam um dnico plano.

Demonstracao

Seja r uma reta e A um ponto nao pertencente a essa reta. Considere B e C dois pontos

distintos de r.
/
B

Os pontos A, B e C sdo ndo colineares, logo, pelo postulado 2, ha um Gnico plano a que
contém esses trés pontos.

Pelo postulado 3,a reta r estd inteiramente contida no plano a, pois « contém dois pontos
distintos de r.

Portanto, a é o Unico plano que contém a reta r e o ponto A.

Por um ponto, passam uma infinidade de retas e por uma reta passam uma infinidade de
planos. Nas figuras abaixo, representamos apenas algumas retas passando por um ponto A
e apenas alguns planos passando por uma reta r.

e Infinitas retas passam por um ponto A. ¢ Infinitos planos passam por uma retar.

4

>
llustracdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

R1.Considere os pontos P, O, R e S, uma reta r e um plano « tais que:
a reta r esta contida no plano «;
0 ponto P pertence a reta r;
0s pontos Q e S pertencem ao plano a e ndo pertencem a retar;
os pontos P, @ e S ndo sao colineares;
0 ponto R ndo pertence ao plano a.
Classifique cada afirmativa a seguir como verdadeira ou falsa, justificando a resposta.
a) Os pontos P, Q e S sdo coplanares.
b) Existe apenas uma reta que passa pelo ponto P.

c) Aretare o ponto R ndo determinam um plano.

N&o escreva no livro



a) Verdadeiro, pois os pontos P, Q e S pertencem ao mesmo plano a.

b) Falso, pois por um ponto passam infinitas retas. Ou ainda, pelo postulado 1, dois pontos
distintos do espago determinam uma dnica reta, podemos determinar uma reta passando
por P e Q e outra passando por P e S, por exemplo.

¢ ) Falso. De acordo com o teorema 1, uma reta e um ponto :
ndo pertencente a ela determinam um Unico plano.
Como R ndo pertence a reta r, ambos determinam um

Gnico plano. « r

Ronaldo
Lucena/

ID/BR

R2.Sejam os pontos P, §, R pertencentes ao plano a, e 0s pontos S e T ndo pertencentes ao plano a.
Sabendo que esses pontos sdo nao colineares quando tomados trés a trés, responda cada
questdo justificando a resposta dada.

Lucena/ID/BR
)

O
wv

Ronaldo

[ o T

a) Os pontos @, R e S determinam um Gnico plano?
b) Os pontos P e S determinam uma Gnica reta?

¢) Qual é a quantidade maxima de retas distintas que podem ser determinadas por dois
desses pontos?

d) Qual é a quantidade méaxima de planos distintos que podem ser determinados com os
pontos P, Q,Re T?

e) A reta definida pelos pontos P e R esta contida no plano a?

a) Sim, pois como S ndo pertence ao plano « ndo pode estar na reta determinada por Q e R,
uma vez que essa reta estd contida no plano a. Portanto, Q, R e S sdo ndo colineares e,
assim, pelo postulado 2, determinam um Gnico plano.

b) Sim, pois pelo postulado 1, dois pontos distintos do espaco determinam uma Unica reta.

¢) Os pontos sdo nao colineares quando tomados trés a trés. Como cada par de pontos
determina uma reta, a quantidade maxima de retas é igual a quantidade de modos de

escolher 2 entre os 5 pontos e, portanto, & dada por C. ,, isto é uma combinagao simples

5,2/
Cnsz, naqualn=5ep=2.

' p!(n - p)!

3!
3!

51 5-4-
2-1-

¢, = =10
¥ 25— 2)

Portanto, podem ser determinadas no maximo 10 retas distintas por dois desses pontos.

d) Os pontos P, Q, R e T sdo ndo colineares quando tomados trés a trés. Como trés pontos
nao colineares determinam um Gnico plano, a quantidade maxima de planos é igual
a quantidade de modos de escolher 3 entre os 4 pontos e, portanto, é dada por C, ..

| - 3l
4 _4an

3(4 -3y 31

6:4,3

Portanto, podem ser determinados no maximo 4 planos distintos por esses pontos.

e) Sim, pois pelo postulado 3, se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, entao,
essa reta esta inteiramente contida nesse plano.

N&o escreva no livro. 13
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1. Que conceito primitivo da Geometria espacial pode ser lembrado ao se observar:
a) um fio bem esticado? b) um grao de areia? ¢ ) asuperficie de uma mesa?
2. Classifique cada uma das afirmagdes a seguir em verdadeira ou falsa. Em seguida, reescreva as
afirmacdes que vocé julgou falsas, corrigindo-as no caderno.

a) Na Geometria espacial de posicao, o espaco é limitado e é nele que residem as figuras
geométricas espaciais.

b) Dois pontos do espaco sempre sdo colineares.

¢ ) Trés pontos do espaco nem sempre sao coplanares.

d) Dois pontos distintos determinam uma Gnica reta.

e) Uma reta que ndo esta contida em um plano intersecta esse plano em varios pontos.

3. No méaximo, quantos triangulos podemos determinar com 7 pontos distintos ndo colineares
tomados trés a trés, tendo sempre 3 deles como vértices?

A

« F c

Ronaldo
Lucena/

I0/BR

4. (Uece) Sejam r e s duas retas distintas e paralelas. Se fixarmos 10 pontos em r e 6 pontos em s,
todos distintos, ao unirmos, com segmentos de reta, trés quaisquer destes pontos nao colineares,
formame-se tridngulos. Assinale a op¢ao correspondente ao nimero de triangulos que podem ser
formados.

a) 360 b) 380 ) 400 d) 420

5. Sejam os pontos A, B e C pertencentes ao plano « e nao colineares, e os pontos D e E ndo
pertencentes ao plano « e nao colineares com os pontos A, B ou C.

o

Ronaldo
Lucena/

ID/BR

a) No maximo, quantos triangulos nao contidos no plano o podem ser determinados pelos pontos
A, B C, De Ecomo vértices?

b) Podemos afirmar que os pontos D e Etambém sao nio colineares? Justifique.
¢ ) No maximo, quantos planos podem ser determinados pelos pontos A, B, C e E?

6. Quantos planos no maximo podem ser determinados por 6 pontos nao colineares tomados trés
a trés no espago?

7. Observe a imagem de um cubo em que 3 é um plano que contém uma de suas faces.

De acordo com a figura, podemos afirmar que: M L
a) os pontos F e G pertencem ao plano 3?
J
~ . e K
b) as faces do cubo estdo contidas no plano B? Justifique.
I JH

> No préximo capitulo, veremos que o cubo é um prisma -

reto e que suas seis faces sdo quadrados congruentes. B e e = g =

g30o
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MAPosicao relativa entre duas retas

Vimos que dois pontos distintos do espago determinam uma Unica reta. Isso significa
que duas retas distintas podem ter, no maximo, um ponto em comum. Se as retas r e s
tém mais de um ponto em comum, entao elas sao coincidentes, ou seja, correspondem a
mesma reta.

Vamos, a seguir, classificar as posi¢des que uma reta pode ocupar em relagdo a outra reta.

@ Retas concorrentes

Retas concorrentes sao aquelas cuja interseccao é apenas um ponto.

Quando duas retas possuem um Unico ponto em comum,
elas sao ditas concorrentes.

Duas retas concorrentes determinam um dnico plano. Para provar isso, considere as retas
concorrentes r e s com ponto de interseccao A. Seja B um ponto em re C um ponto em s,
ambos distintos de A. Como trés pontos nao colineares determinam um Unico plano, seja
a o plano que contém A, B e C. Esse plano contém as retas r e s, pois contém dois pontos
pertencentes a cada uma delas.

@ Retas paralelas

Na Geometria plana, definimos retas paralelas como aquelas que nao se intersectam.
Porém, para definir retas paralelas no espago, é necessario também exigir que elas sejam
coplanares.

Duas retas no espago sao paralelas quando sao coplanares
e ndo possuem ponto em comum.

 ——
—

Ronaldo Lucena/

llustragoes:
ID/BR

[{Utilizamos anotacdo r//s paraindicar que as retas r e s sdo paralelas.

Quando duas retas sao paralelas, hd um (nico plano que as contém. Para provar isso, basta
observar que ha um Unico plano o que contém uma das retas e um ponto da outra reta.
Assim, qualquer plano que contenha as duas retas coincidira com esse plano a.

N&o escreva no livro.
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No espaco, assim como ocorre no plano, dada uma reta e um ponto nao pertencente a
ela, ha uma dnica reta que passa por esse ponto e é paralela a reta dada. Essa afirmacao é
conhecida como o quinto postulado de Euclides ou postulado das paralelas.

T AT

@ Retas reversas

As posicoes relativas entre duas retas vistas até agora foram aquelas em que as retas

determinam um plano. E, de fato, duas retas distintas pertencentes a um mesmo plano s6
podem ser concorrentes ou paralelas.

Todos os pares de retas que ndo sao coplanares, ou seja, que nao estao contidas em um
mesmo plano, sao chamados de reversas.

Duas retas no espago sao reversas quando nao sao coplanares.

Para que duas retas nao sejam coplanares, todo plano que contém uma das retas nao
contém a outra reta. Porém, o teorema a seguir mostra uma condicao mais simples que
determina quando duas retas sao reversas.

Teorema 2
R

Sejam r e s duas retas no espaco. Se existir um plano a que contém r e que intersecta s em
um Unico ponto P ndo pertencente ar, entao r e s sao retas reversas.

Ronaldo Lucena/

Q

/
llustragdes:
ID/BR

Demonstracao

Seja B um plano que contém r. Se a reta s estivesse inteiramente contida em 3, entao, em
particular, P seria um ponto de (. Mas como uma reta e um ponto nao pertencente a ela
determinam um Unico plano, entdo B coincide com o plano «, 0 que é um absurdo, pois «
intersecta s em um Unico ponto, por hip6tese. Isso mostra que nao é possivel que um mes-
mo plano contenhar e s, ou seja, essas retas ndo sao coplanares e sao, portanto, reversas.

E importante observar que duas retas reversas ndo possuem ponto algum em comum, caso
contrario, essas duas retas seriam concorrentes ou coincidentes e, portanto, coplanares.

capitulo 7 Geometria espacial de posicao N&o escreva no livro



O esquema seguinte mostra as possiveis posicdes relativas entre duas retas distintas no

espacgo.
/[ Coplanares >

Duas retas distintas >\
[ Nao Coplanares > —

R3.0bserve a representacao de um prisma de base b) Os pontos CDIJ, GHIKL e AFIj determinam trés
hexagonal regular. planos diferentes. E JI esta contida nesses
>
trés planos. Como o hexagono é regular, LG é
P — ©
paralelaa /. Por outro lado, (D é paralelaa/l,
7 por serem arestas correspondentes das duas
N d
‘ bases, do mesmo modo que LG é paralela
— R
a AF. Portanto, as retas paralelas a JI sao LG,
I .
E i (D e AF.

Considere as retas que contém as arestas do
prisma e resolva as questoes.

. A «—>
a) Quais retas sdo reversas a DC?

. - <

b) Quais sdo as retas paralelas a JI? ‘
. - g

¢ ) Quais retas sio coplanares a BC? ‘

, L. \ «— <>
d) Qual é a posicao relativa entre GH e HI?

«—>
a) Para ser reversa a DC, a reta ndo deve estar

«—> ”
contida no mesmo plano que DC, isto €, elas A ’
\ ¢) Para duas retas serem coplanares, é necessa-

rio que exista um plano que contém as duas
«—>
retas. Neste caso, as retas coplanares a BC

ndo devem ser concorrentes e nem paralelas

«—> SO S > > —
a DC. Essas retas sao K, HI, HG, LK, BK,

—> > D - > ) o > D > O >
AL, FG e EH. sao: CD, DE, EF, FA, AB, BK, (J, GH e JK.
H )/
AT B
= AN J ]
e 4T
BN LN
F - £
C 5
: EZ/} c:
g :
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«—> <>

d) Note que, GH e HI sao concorrentes,

pois sdo coplanares e possuem apenas E’r ) .

um ponto em comum. CS [P e .
apresentados com mais
detalhes no préximo
capitulo. Sobre eles,
podemos adiantar que
possuem duas bases,
paralelas entre si e
congruentes e as arestas
laterais sao paralelas

w
[}
=
=2
o
w
<))
—
(%]
(<)
©
[}
A=
2
)
<t
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entre si.
Atividades
8. Determine a posicdo relativa entre duas retas, T1. Observe a representacao do cubo.
caso: H c
a) sejam coplanares e possuam apenas um ponto '
em comum; E s
b) sejam coplanares e ndo possuam ponto em g
comum; | g
~ . C x
¢) nao sejam coplanares; \
d) sejam coplanares e possuam dois pontos em A B
comum. ‘ Determine a posicao relativa das retas que contém
9. Considere duas retas r e s concorrentes. as arestas do cubo, indicadas em cada item.
— < — >
] g a) EF e AB e) BC e EH
E — > «—
g b) EF e EH f)DC e FG
A = i — —
s g ¢)AB eBC g) HD e EF
> >
d) DC e AB h) FG e BF
Podemos determinar um plano a partir de r e s?
Justifique. 12. Responda cada item baseando-se na figura abaixo.

10. Considere os pontos A, B e C pertencentes ao plano
a, e 0 ponto D ndo pertencente ao plano. R

@
-
“\
Ronaldo Lucena/ID/BR
<
o
—
2 <
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Determine se as retas indicadas sdo coincidentes, a) Quais sdo as retas apresentadas na figura?

paralelas, concorrentes ou reversas. b) Quais das retas apresentadas sdo concorrentes

a)res b)ﬁe(B_C) asST?
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M Posicao relativa entre uma reta e um plano

Vimos que, se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, entdo, essa reta esta inteira-
mente contida nesse plano. Assim, dada uma reta e um plano, ha trés possibilidades: a reta esta
contida no plano; a reta intersecta o plano em apenas um ponto; a reta nao intersecta o plano.

@ Reta contida em um plano

Uma reta esta contida em um plano quando todos os seus pontos pertencem ao plano. De
acordo com o postulado 3, basta que dois pontos distintos da reta pertencam a um plano
para que essa reta esteja contida nesse plano.

A > Se A e B pertencem ao

\\Q\ plano o, entdo AB esta

contidaem a.

(o3

@ Reta secante a um plano

Uma reta é secante a um plano quando ela o intersecta em um (nico ponto.

Quando uma reta e um plano possuem apenas um ponto
em comum, dizemos que a reta é secante a esse plano.

Para que uma reta seja secante a um plano, é necessario e suficiente que ela passe por um
ponto pertencente ao plano e por um ponto nao pertencente a esse plano.

/ > Se P pertence ao plano
P a e (J ndo pertence a o,

/ entdo Wé secante a a.

[e3 /

@ Reta paralela a um plano

Uma reta é paralela a um plano quando ela nao o intersecta.

Quando uma reta e um plano nao possuem ponto em
comum, dizemos que a reta é paralela ao plano.

> Utilizamos a notacao
r//a paraindicar que
aretaré paralelaao
plano a

Ronaldo Lucena/

llustragdes:
ID/BR
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O teorema seguinte assegura que, se uma reta passa por um ponto ndo pertencente a um
plano e é paralela a uma reta contida nesse plano, entdo essa reta é paralela a esse plano.

Teorema 3

W~
Sejaa um plano e seja Q um ponto ndo pertencente a «. Suponha que uma reta r passa por
Q e é paralelaa umareta s contida em «. Entao, r é paralela ao plano a.

Q r

n
Ronaldo Lucena/ID/BR

Demonstracao

Suponha que r ndo seja paralela a a. Entdo, a reta r intersecta o plano « em um ponto P
nao pertencente a s, pois r e s sao paralelas. Seja 3 o plano determinado por r e s. Entao,
o e B sao dois planos distintos e ambos contémaretas e o ponto P, 0 que é impossivel, pois
uma reta e um ponto fora dela determinam um Unico plano. Portanto, a suposicao de que r
ndo é paralela a a conduz a um absurdo, logo, r é paralelaa a.

O esquema abaixo mostra as possiveis posicdes relativas entre uma reta e um plano no

espaco.
/

Uma reta em

relacao a um plano
osums e
Nao Contida

Paralela

R4.Baseando-se na figura da casa, determine a posicao relativa entre a reta e o plano informados
em cada item. Em seguida, represente em um mesmo esquema o plano e a reta indicados.

a) Reta r: passa pelos pontos Ce E.
Plano a: passa pelos pontos A, D e G.

b) Reta s: passa pelos pontos H e .
Plano : passa pelos pontos B, C e E.

¢) Reta t: passa pelos pontos E e F.

Sergio Lima/ASC Imagens

Plano v (I8-se “gama”): passa pelos
pontos H, [ e /.
d) Reta u: passa pelos pontos F e G.

Plano A (1&-se “lambda”): passa pelos
pontos C, D e E.

capitulo 7 Geometria espacial de posicdo N&o escreva no livro.



c) A reta t é secante ao plano ¥y, pois ao pro-
a) A reta r é secante ao plano «, pois ao prolon- longarmos o plano y e a reta t, essa reta o
garmos o plano « e a reta r, essa reta o inter- intersecta em um Gnico ponto.
secta em um Unico ponto P.

«—> «—>
d) Note que, GF e DE sdo paralelas, pois a parede
DEGF é um retangulo. Assim, pelo teorema 3,
a reta u é paralela ao plano A.

C
A
b) O plano B é o plano da parede frontal da y
casa. Os pontos H e I pertencem a essa parede,
portanto a esse plano. Logo, a reta s esta
contida no plano B.
G
P |
B.
H 9 o
D F s
c’ B i
e £ :

13. Considere as retas reversas re s. A reta r passa pelos =~ 14. Em cada item, classifique a sentenca como verdadei-
pontos A e B pertencentes ao plano « e a reta s passa ra ou falsa. Em seguida, reescreva cada sentenca que

pelos pontos H e |, sendo H pertencente ao plano a vocé julgou falsa corrigindo-a para torna-la verdadeira.

e I ndo pertencente ao plano a. .
a) Se a reta r possui um ponto em comum com o

plano «, entao, r esta contida em a.

b) Se areta r possui dois ou mais pontos em comum
com o plano a, entdo, r esta contido em a.

¢) Se a reta rintersecta o plano a em apenas um
ponto, entdo, r é secante a a.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Determine a posicao relativa entre o plano a e a reta: d) Searetaré paralelaao plano o, ento, rintersecta

a)r, b)s. o em apenas um ponto.
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16.

22

Determine a posicao relativa entre uma reta re um 17. Observe a representacado do bloco retangular.

plano «a se: F H

a) os pontos distintos P e Q de r pertencem a ; E

b) r possui apenas um ponto em comum com «;

¢) rndo possui ponto algum em comum com a.

Considere a representacdo do prisma reto de base
triangular.

Ronaldo Lucena/ID/BR

) — ---AC

A B

Das retas que contém suas arestas, determine
aquelas:

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) paralelas ao plano que contém a face ABCD;

. - . b) contidas no plano que contém a face EFGH;
Determine a posi¢ao relativa entre a reta que con-

tém a aresta: ¢) contidas no plano que contém a face EFAD;
a)AD e o plano que contém a face ABE: d) secantes ao plano que contém a face ABGE.

b) BE e 0 plano que contém a face ADEF; 18. Se duas retas t e u sdo concorrentes e a reta t é

secante a um plano & (|&-se “delta”), qual pode ser
d)AD e o plano que contém a face ABCD. a posicao relativa entre a reta u e o plano 8?

¢ ) EF e o plano que contém a face ABCD;

MAPosicao relativa entre dois planos

Neste capitulo, ja estudamos as posicoes que uma reta pode ocupar em relacdo a outra
reta e as posicoes que uma reta pode ocupar em relacao a um plano. E quais posi¢cdes um
plano pode ocupar em relacdo a outro plano?

Sobre a posicao relativa entre dois planos distintos, ha basicamente dois casos: os planos
podem ou ndo se intersectar.

Inicialmente, observamos que dois planos nao podem se intersectar em apenas um ponto.
Se dois planos possuirem um ponto em comum, eles devem possuir uma reta em comum.
Esse fato deve ser enunciado como um postulado.

Postulado 4
IO —

Se dois planos possuem um ponto em comum, entao,
possuem ao menos uma reta em comum.

Ronaldo Lucena/ID/BR

O fato de dois planos que se intersectam possuirem ao menos uma reta em comum nao
é consequéncia dos outros postulados que vimos anteriormente.

Esse postulado nos diz que a interseccao de dois planos distintos é, no minimo, uma reta.
Mas, como demonstraremos a seguir, essa interseccdo, quando nao é vazia, é de fato uma
reta, confirmando o que diz a nossa intuicdo.

Teorema 4
G
A interseccdo de dois planos distintos ou é vazia ou é uma reta.

capitulo 7 Geometria espacial de posicao N&o escreva no livro



Demonstracao

Sejam « e 3 planos distintos. Se a intersec¢ao entre a e B (a N B) é vazia, nao ha nada a
fazer. Caso contrario, pelo postulado 4, a interseccao de « e B contém uma reta r. Queremos
provar que r € ainterseccao dos planos « e 3. De fato, se houvesse algum ponto ndo perten-
cente a r na interseccao de « e 3, entdo, esses dois planos conteriam uma reta e um ponto
fora dela e seriam, portanto, coincidentes, o que contraria a suposicao de que os planos sao
distintos. Portanto, « N B é vazia ou é uma reta.

O teorema 4 nos indica as duas possiveis posi¢des relativas entre dois planos distintos.

@ Planos paralelos

Quando dois planos nao possuem ponto em comum,
eles sao ditos paralelos.

Dois planos paralelos podem ser obtidos com a seguinte construcao:

* Seja o um plano e P um ponto nao per- *Sejam r" e s’ as retas que passam pelo
tencente a esse plano. Tome em « duas ponto P e sdo paralelas, respectivamen-
retas concorrentesre s. te,ares, eseja B oplano determinado

por essas retas r' e s'.

(T G

o [e3

Pode-se demonstrar que os planos a e 3 sao paralelos, ou seja, ndo se intersectam. Além
disso, B é o Unico plano paralelo a o e que passa por P. Portanto, vale o seguinte teorema:

Teorema 5

O

Sejaa um plano e P um ponto ndo pertencente a esse plano. Entao, existe um Unico plano
paralelo a a e que passa por P.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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@ Planos secantes

Podemos dizer que dois planos distintos sao secantes quando nao sao paralelos.

Quando dois planos distintos se intersectam, eles sdo ditos secantes.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Pelo teorema 4, a interseccao de dois planos secantes é sempre uma reta, pois, de acordo
com esse teorema, nao sendo vazia, a interseccao entre os planos é uma reta.

R5.Classifique as afirmativas a seguir em verdadeiras ou falsas, justificando-as.

a) Se os planos a e B sdo paralelos e o plano v intersecta-os, entdo, as interseccdes entre y e
os planos a e B sdo retas reversas.

b) Se os planos « e B sdo paralelos, entdo, toda reta r contida em « é paralela a .
) Se a e B sdo planos secantes, entdo, toda reta r contida em « intersecta B.

d) Se a reta re o plano a sdo paralelos, todo plano y que contém r é paralelo a a.

a) Falsa. Neste caso, as intersecgOes r e r, dos planos a e 3, respectivamente com o plano v,
sdo retas paralelas e ndo reversas. Observe as figuras de dois exemplos para este caso.

4/
Obncncidl ¢

Ty r,

b) Verdadeira. Suponha que r esteja contida em « e ndo seja paralela a B. Dessa maneira,
terfamos « e B ndo paralelos, pois, como r e B se intersectam, temos também que « e B se
intersectam, pois todo ponto P da reta r também pertence ao plano a. Logo, para que « e
B sejam paralelos, devemos ter r paralela a 3. Observe ambos os casos nas figuras I e Il.
1) rnao paralelaap 1) rparalelaa .

-

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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c) Falsa. A interseccdo dos planos o e B é uma
reta que chamaremos de s. Tomando uma re-
ta r paralela a s e contida em «, teremos r pa-
ralela 2 B. Logo, existe r contida em « que
nao intersecta .

Atividades

d) Falsa. Observe abaixo um contraexemplo pa-
ra essa afirmacado.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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19. Observe a representacdo do prisma reto de base

20

21

quadrangular.

B B | N\

Ronaldo Lucena/ID/BR

Considerando os planos que contém as faces des-
se prisma, determine:

a) o(s) plano(s) paralelo(s) ao plano que contém a
face ABFE;

b) o(s) plano(s) secante(s) ao plano que contém a
face ABCD;

) a posicao relativa entre os planos que contém as
faces ABFE e BCGF;

d) a posicao relativa entre os planos que contém as
faces ADHE e DCGH.

Sejam « e A dois planos paralelos. Determine a
posicdo relativa entre um plano B e o plano 2,
sabendo que o plano B é:

a) paralelo a a. b) secantea a.

Sejam « e B dois planos secantes e r a reta de
interseccdo desses dois planos. Qual é a posicao
relativa de uma reta s de « em relacdo a reta r?

Nao escreva no livro.

22. Classifique as afirmagdes a seguir em verdadeiras

ou falsas. Depois, reescreva as que vocé julgou
falsas corrigindo-as de modo a torna-las verda-
deiras.

a) Se dois planos distintos tém apenas uma reta
comum, eles sdo secantes.

b) Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo,
todas as retas de um deles sao paralelas ao
outro plano.

¢) Todos os planos que passam pela reta s contida
no plano a s3o planos secantes ao plano a.

d) Seja P.um ponto ndo pertencente a um plano a,
entdo, existem infinitos planos que passam por
P e sdo paralelos ao plano a.

23. Considere os planos e as retas que contém, respec-

tivamente, as faces e as arestas da representacao
do cubo.

Ronaldo Lucena/ID/BR

E F
a) Quais sdo os planos paralelos ao plano que con-
tém aface ABFE?

b) O ponto A pertence a quais planos?

«—> . - .
c) DH corresponde a interseccao de quais planos?

25
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24. Considere as afirmacgdes. 25. Observe a figura abaixo.

I') Dois planos secantes possuem um (nico ponto P
em comum.

I1') Se dois planos a e B sdao paralelos, entdo,

aNB=U. S
) Se dois planos « e B sdao paralelos. Entao, g
aNB#d. a £
Iv) Se dois planos sao secantes, entao, a inter- Q
seccdo deles é uma reta. Pelo t 5 ’ b inico ol
. ~ . < elo teorema 5, passa por P um Unico plano B pa-
As afirmacdes verdadeiras sao: P P . p Bp
ralelo ao plano « e passa por Q um Unico plano &
a)lell c)llell e)ll, lllelv ) - )
paralelo ao plano a. Qual é a posicdo relativa
b) lelll d)llelv

entre os planos 3 e &?

APerpendicularidade

A perpendicularidade € uma nog¢ao fundamental na Geometria. Provavelmente, vocé ja esta
familiarizado com a nocado de retas perpendiculares na Geometria plana. Neste tépico, estu-
daremos, no espaco, as nogoes de retas perpendiculares, de reta perpendiculara um plano e
de planos perpendiculares. Ao longo deste tpico, enunciaremos alguns teoremas referentes
a esses conceitos. As demonstragoes referentes a eles, porém, nao serao trabalhadas aqui.

@ Retas perpendiculares e retas ortogonais

O conceito de retas perpendiculares no espaco é definido de modo analogo ao que é feito
na Geometria plana. No espago, duas retas devem ser concorrentes para ser perpendiculares.

Dizemos que duas retas concorrentes sdo perpen-
diculares se formarem quatro angulos congruentes
com vértice no ponto de intersec¢ao. Cada um
desses angulos é chamado angulo reto.

Quando duas retas concorrentes ndo sdo perpendiculares, dizemos que sdo obliquas.
Utilizamos a notagao r L s para indicar que as retas r e s sao perpendiculares.

Observe como podemos estender o conceito de perpendicularidade para duas retas
quaisquer no espago.

Sejam r e s retas quaisquer no espaco e A um ponto qualquer. Considere a reta r’ paralela
ou coincidente a r, que passa por A, e a reta s’ paralela ou coincidente a s, que passa por A.

Ronaldo Lucena/ID/BR
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Se as retas r’ e s’ forem perpendiculares, dizemos que r e s sdo retas ortogonais.Se r' e s’
forem retas concorrentes obliquas, dizemos que r e s sao retas obliquas.

De acordo com essa definicdo, retas perpendiculares sdo também classificadas como ortogo-
nais. Porém, retas ortogonais nem sempre sao perpendiculares, pois elas podem ser reversas.

Teorema 6

v

Seréumaretae Péum ponto ndo pertencente ar,entao, existe uma Unica reta s que passa
por P e é perpendicularar.

> Geralmente,
esse teorema
é apresentado
no estudo de

/' Geometria plana.

@ Reta perpendicular a um plano

Uma reta perpendicular 2 um plano é um caso especial de reta secante a um plano. A

fotografia abaixo da a ideia de uma reta (cabo do guarda-sol) perpendicular a um plano
(tampo da mesa).

Dizemos que uma reta é perpendicular a um plano
quando essa reta é ortogonal a todas as retas con-
tidas nesse plano. De modo equivalente, uma reta é
perpendicular 2 um plano se, e somente se, ela for
perpendicular a todas as retas do plano que passam
pelo seu ponto de interseccao com esse plano.

Valentyna Chukhlyebova/
Shutterstock.com/ID/BR

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

> Utilizamos a notagdo r L o para indicar guarda-sol e mesa com bancos
que areta r é perpendicular ao plano «

Quando uma reta secante a um plano ndo é perpendicular a esse plano, dizemos que essa
reta é obliqua ao plano.
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Dada uma reta r contida em um plano «, é possivel que uma reta s, secante a «, seja per-
pendicular a reta r, mas nao seja perpendicular ao plano a. llustra bem esse caso a situacdo
de uma pessoa utilizando um rodo em uma superficie plana.

S

Mike Cassese/Reuters/Latinstock

Pessoa utilizando um rodo.

0 cabo do rodo é perpendicular a parte do rodo apoiada a
superficie, mas ndo é perpendicular ao plano do solo.

Logo, o fato de uma reta ser perpendicular a outra reta contida em um plano ndo garante
que a primeira reta seja perpendicular ao plano. Porém, o teorema seguinte, cuja demons-
tracao omitiremos, diz que se essa reta for perpendicular a duas retas concorrentes contidas
no plano, ela sera perpendicular a esse plano.

Teorema 7
v

Sejam r uma reta e a um plano. Se existirem duas retas concorrentes, s, e s, perpendicu-
lares a r e contidas em «, entao r é perpendicular ao plano a.

r

(3 1

Outros fatos relacionados com perpendicularidade entre reta e plano sao dados pelos
teoremas enunciados a seguir.

Teorema 8
v

Seja r uma reta perpendicular a um plano a. Uma reta s, distinta de r, é perpendicular a «
se, e somente se, for paralelaar.

Dados:rloer#s.

Tem-se:sLa<s//r.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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Teorema 9

e

Sejam o um plano e P um ponto qualquer do espago. Entao, existe uma Unica reta que passa
por P e é perpendicular a a.

No teorema 9, faz diferenca se o ponto P pertence ou ndo ao plano o?

Teorema 10

O

Seja o um plano perpendiculara umareta r. Um plano B, distinto de «, € perpendicularar
se, e somente se, for paralelo a .

Dados:a L rea # B.

Tem-se:B L re B//a.

Teorema 11

S

Sejam r uma reta e P um ponto qualquer do espago. Entao, existe um Unico plano que
passa por P e é perpendicularar.

r

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

|
No teorema 11, faz diferenca se o ponto P pertence ou ndo a reta r?
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@Planos perpendiculares

A ideia de planos perpendiculares pode ser identificada em edificagcdes. As paredes de
uma casa, por exemplo, sao construidas para serem perpendiculares ao solo e ao teto. Além
disso, muitas vezes, duas paredes que se encontram sao também perpendiculares entre si.

zentilia/Shutterstock.com/ID/BR

canto de
um cémodo

Dois planos sao perpendiculares quando um deles
contém uma reta perpendicular ao outro plano.

Na figura abaixo, a reta r estd contida em 3 e é perpendicular a o, ou seja, os planos a e
sao perpendiculares.

Quando dois planos secantes ndo sdo perpendiculares, dizemos que eles sdo obliquos.
Utilizamos a notagao a L B para indicar que os planos « e 3 s3o perpendiculares.

E importante notar que se um plano contém uma reta perpendicular a outro plano, entao,
este Gltimo plano também contém uma reta perpendicular ao primeiro plano. Para verificar
isso, considere que o plano B contém uma reta r perpendicular ao plano «. Nesse caso, 0s
planos a e B certamente sao secantes e r é perpendicular a reta comum dos dois planos.

Chamemos de s essa reta comum e consideremos a reta t contida em «, perpendicularas

e que passa pelainterseccdao de re s Essareta t é areta procurada, pois esta contidaem ac e
é perpendicular as retas concorrentes r e s de 3, sendo, portanto, perpendicular a 3.

llustragées: Ronaldo Lucena/ID/BR
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R6.Considere as seguintes afirmacdes:
Duas retas r e s sdo ortogonais.
O plano « contém r.
Classifique cada item a seguir como verdadeiro ou falso e justifique a resposta.
a) As retas r e s podem ser perpendiculares.

b) A reta s é perpendicular ao plano «.

a) Verdadeiro, pois nada impede que r e s sejam perpendiculares. Vale lembrar que se duas
retas sdo perpendiculares, entdo, elas sdo ortogonais. Porém, se duas retas sao ortogo-
nais, ndo se pode afirmar que elas sao perpendiculares, mas existe essa possibilidade.

b) Falso. Como as retas r e s sdo ortogonais, a reta s pode ser perpendicular a r de modo que
s seja obliqua ao plano «.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Atividades

26. Classifique as afirmacdes a seguir como verdadeiras ou falsas. Em seguida, reescreva as que vocé
julgou falsas, corrigindo-as no caderno.

a) Sejam r e s duas retas paralelas, de modo que r é perpendicular a um plano o, entéo, s também
é perpendicular a a.

b) Seja uma reta s perpendicular a uma reta r contida no plano a, entao, s é perpendicular a a.
) Por uma reta r perpendicular a um plano A passam infinitos planos perpendiculares a A.
d) Seja o um plano que contém uma reta r que é perpendicular ao plano B, entdo, existe uma reta s
contida em B que é perpendicular a «.
27. Considere os planos e as retas que contém, respectivamente, as faces e arestas da representagao
do prisma reto de base quadrangular.

G

e a8

F

> No préximo capitulo, veremos que um
prisma reto é um prisma em que as
arestas laterais sao perpendiculares
aos planos das bases.

Ronaldo Lucena/ID/BR

A D

a) Quais sdo os planos perpendiculares ajﬁ?
b) Quais sio os planos perpendiculares ao plano que contém a face HGFE?
c) CFeé perpendicular a (EE)?Justifique.
28. Considere as afirmacdes.
I ) Todos os pares de retas ortogonais sao perpendiculares.
Il') Todos os pares de retas perpendiculares sao ortogonais.

) Se dois planos distintos sao paralelos e existe uma reta perpendicular a um deles, essa
reta é perpendicular ao outro plano também.

Iv) Se dois planos sdao perpendiculares, eles sdo planos secantes.
As afirmagdes verdadeiras sao:

a)lell b) lell c)liell d) L llelv e)ll,lllelv
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#Projecao ortogonal i siares

Suponha uma situacdo em que os raios solares incidem perpen- l l l
dicularmente em uma superficie plana. Um objeto que, em algum
momento, esteja posicionado acima dessa superficie produzird
uma sombra nela. Essa sombra nos da a ideia de proje¢ao ortogonal
de um elemento do espago sobre um plano.

Para definir projecao ortogonal no espaco, lembre-se de que, dados -
um ponto P qualquer do espago e um plano «, existe uma dnica reta Projecio ortogonal de
perpendicular a a tracada por P. uma bola sobre um plano.

Sejam P um ponto qualquer do espago e a um plano. A projecao ortogonal
de P sobre a é 0 ponto P’, em que a reta perpendicular a « tragada por P
intersecta o plano a. Para obter a projecao ortogonal de uma figura espacial
qualquer, projetamos cada um de seus pontos.

d

4

J

As projecdes ortogonais possuem, por exemplo, aplicacées no desenho técnico, quando é
necessario criar representacdes de objetos para servir de comunicagdao entre quem o pro-
jeta e quem o fabrica. Para isso, € comum considerar trés vistas ortograficas: frontal, topo e
perfil de um mesmo objeto. Essas vistas sao o resultado de projetar um sélido geométrico
sobre trés planos perpendiculares dois a dois.

Observe o exemplo de um sélido e suas vistas ortograficas.

¥

vista de topo
P frontal

perfil

topo

vista de perfil

Ronaldo Lucena/

llustragoes:
ID/BR

-
vista frontal

As vistas ortograficas representam como um observador infinitamente distante do objeto
o0 veria de acordo com sua posicao em relagao ao objeto. Nessas representacdes também
sdo indicadas as projecdes ortogonais das arestas do sélido.

capitulo 7 Geometria espacial de posicao N&o escreva no livro
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R7.Cada objeto do quadro A possui uma ou mais projecdes ortogonais correspondentes entre as figuras do
quadro B. Associe os objetos S1, S2 e S3 as suas possiveis projecdes ortogonais P1, P2, P3 ou P4.

Objeto S1 Objeto S2 Objeto S3

P1 P2 P3 P4

3) Resolucao

Observe algumas possiveis projecdes ortogonais de cada objeto:

| |
-
-
r”
-

-

~
~
~
~
~
~ S
~ ~
~
~
~
~
~

Com isso, temos as seguintes associagoes:
*S1com P1e P3

Atividades

©S2 com P1e P4

IllustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

©S3 com P2, P3 e P4

(%]
(5]
AS)
=
o
(%]
()
—
(%]
(<)
©
[}
S
=
)
<

29. Considere um quadrilatero ABDC contido no plano 3,
que serd projetado ortogonalmente nos planos ndo
coincidentes «, A e 3.

B

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) Que imagem corresponde & projecao do quadri-
latero sobre «, sabendo que a//B?

b) Se A LB, qual serd a projecdo do quadrilatero
sobre A?

¢) Qual serd a projecdo do segmento de reta AC
sobre 3, sabendo que & L 3?

Nao escreva no livro.

30. Dado o objeto abaixo, represente por meio de figuras
as vistas ortograficas: frontal, topo e perfil do objeto.

$

vista de topo

Ronaldo Lucena/ID/BR

L

vista frontal
®

vista de perfil
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31. Cada objeto do quadro O possui uma ou mais vistas ortograficas correspondentes entre as
figuras do quadro P. Associe os objetos ST e S2 com suas possiveis vistas ortograficas P1, P2,

P3 ou P4.
Objeto S1 Objeto S2 P1 P2 P3 P4
—
[ |
MADistancias

Neste tdpico, estudaremos como definir a distancia entre alguns elementos do espaco.
Para isso, vamos utilizar ideias ja vistas neste capitulo, como a proje¢ao ortogonal.

@ Distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos distintos A e B é definida como a
medida do segmento de reta AB.

A/é

« A distancia de A a B é denotada por d(A, B) ou AB.

* A distancia de um ponto A a ele mesmo &, por definicao, igual a zero, ou seja, d(A,A) =0.

@ Distancia entre um ponto e uma reta

De modo analogo a defini¢ao de projecdo ortogonal de um ponto
sobre um plano, temos também a projecao ortogonal de um ponto
Asobre umaretar, definida como o ponto A’, em que a reta perpen-
dicular a r tracada por A intersecta a reta r. Essa projecao ortogonal
é utilizada para definir a distancia de um ponto a uma reta.

s

A distancia de um ponto A a uma reta r é definida como a medida
do segmento de reta AA’, sendo A’ a projecao ortogonal de A sobre .
A

ﬂ
llustragées: Ronaldo Lucena/ID/BR

« A distancia de A a r é denotada por d(A, r).
*Se A é um ponto de r, a distancia de A a r é igual a zero, ou seja, AE r=d(A,r) =0.
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@ Distancia entre duas retas paralelas r

Se duas retas, r e s,sao paralelas, entdo, todos os pontos de r estdo a uma mesma distancia

A
de s. Para verificar isso, considere A e B pontos quaisquer de r e suas respectivas projecdes ¢
ortogonais sobre s, A" e B'. Entdo o quadrilatero ABB’A" é um retangulo. Logo, AA’ = BB’, ou

seja, d(A,s)=d(B,s). Essa observagao permite chegar a seguinte defini¢do: 48

A distancia entre duas retas paralelas r e s é dada pela distancia de
um ponto de uma das retas a outra reta.

i

« A distancia entre duas retas paralelas r e s é denotada por d(r,s).

« A distancia de uma reta r a ela mesma é, por definigdo, igual a zero, ou seja, d(r,r) = 0.

@ Distancia entre um ponto e um plano

A distancia de um ponto A a um plano « é definida como a medida
do segmento de reta AA’,sendo A" a projecao ortogonal de A sobre a.

i
L,

« A distancia de A a « é denotada por d(A, a).

*Se A é um ponto de «, a distancia de A a « é igual a zero, ou seja, A € oc:>d(A,0L) =0.

@ Distancia entre uma reta e um plano paralelos

De modo semelhante ao que ocorre com duas retas paralelas, pode-se mostrar que, se
uma reta é paralela a um plano, todos os pontos da reta estdao a uma mesma distancia do
plano. Assim, definimos:

A distancia entre uma reta r e um plano « paralelos é dada pela
distancia de um ponto qualquer de r ao plano a.
A r

llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

« A distancia entre uma reta r e um plano « paralelos é denotada por d(r, ).
* Se r estd contida em «, a distancia de r a o é igual a zero, ou seja, rC a = d(r,a) =0.
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@ Distancia entre dois planos paralelos

Se a e B sao planos paralelos, pode-se mostrar que todo ponto de « esta a uma mesma

distancia de B. Assim, definimos:

A distancia entre dois planos paralelos o e B é dada pela distancia
de um ponto de um dos planos ao outro plano.

o 5

Ronaldo Lucena/ID/BR

* A distancia entre dois planos paralelos « e 3 é denotada por d(a, B).

* A distancia de um plano « a ele mesmo &, por definicdo, igual a zero, ou seja, d(a, a) = 0.

R8.A figura abaixo representa um objeto em formato

de cubo com aresta de medida 6 cm que foi
seccionado a partir do ponto médio de trés de
suas arestas.
Baseando-se nessa figura,
calcule a distancia dentre:
a) os pontos Be F;
b) os pontos A e J;
«—>
c) (D e o ponto G;
<« L
d) DF e o plano que con- A
tém a face GHJI;

R g
e) EFe o ponto B.

> No préximo capitulo, veremos que o cubo é um prisma
reto e que suas seis faces sao quadrados congruentes.

a) Como F é o ponto médio da aresta que contém
0 segmento BF, temos:
d = BE=t=g
2

Portanto, a distancia entre Be Fé 3 cm.

b) Observe que os triangulos ABH e AHJ sao
retangulos, pois cada aresta do cubo é
perpendicular as faces em que incide. Assim:

(AH) = (AB) + (BH) = (AH) =6’ + 6'=
= (AH) =722 AH= V72 =6V2

(4= (aH) + (H) = (4) =72+ 6 =
= (A/)2 =108=A/= V108 = A/ =63

Portanto, a distancia entre Ae J é 6V/3 cm.

capitulo 7 Geometria espacial de posicdo

¢ ) Note que essa distancia equivale a medida do
segmento (G, pois e perpendicular ao pla-
no que contém a face ACIG e, logo, e
perpendicular a 5

d=(C=AH=6V2
L
Portanto, a distancia entre CDe G é 6V2cm.

d) Note que essa distancia equivale & medida da
aresta do cubo, pois DF esta contida no plano
que contém a face ABFDC, que é paralelo ao
plano que contém a face GHJI.

d=AC=BH=0=6
g
Portanto, a distancia entre DF e GHJI é 6 cm.

e) Note que essa distancia equivale 3 metade da
medida da diagonal do quadrado KBFL indica-
do na figura abaixo, pois a distancia do ponto
Ba (E_F>por definicao é a medida do segmento
de reta BB’, sendo B’ a projecao ortogonal de
B sobre EF.

Ronaldo Lucena/

’
llustragdes:
ID/BR

@
ac

d:

2 2

K VKB + BF _ V3 + 3 _3V2
2

3V2

«—>
Portanto, a distancia entre EFe B é - cm.
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R9.(Fatec) O ponto A pertence a reta r, contida no Para determinarmos a medida do segmento AC,
plano o. A reta s, perpendicular a a, o intersecta precisamos calcular a medida do cateto AB desse
no ponto B. O ponto C pertence a s e dista 2vV5m mesmo triangulo retangulo.
de B. Se a projecao ortogonal de AB em r mede
5 cm e o ponto Bdista 6 cm de r, entdo, a distan-
cia de A a C, em centimetros, é igual a:

a)9vs  b)9 )7  d)4  e)3Vs (AB) = 5° + 6" = (AB) = 61

Note que o segmento AB € a hipotenusa de outro
triangulo retangulo ADB retangulo em D.

Com isso, podemos determinar AC:

Observando a representacao s p p 2 2
seguinte, notamos que o tridngulo < (Ac) = (B) + (BC) =61+ (2\/5_> —81=AC=3
ABC é retangul B, poi

C é retangulo em B, pois / 2ySem

A X Portanto, o segmento AC mede 9 cm e a alterna-
s é perpendicular

N . . tiva correta é b.
aa. L] B E
5 % o | 5
[ D\ S
Atividades
32. De acordo com a imagem abaixo, determine a dis-  34. A figura representa o plano o, as retasr,se te os
tancia entre: pontos A, B, Ce P.
H 3cm r
5cm/" 7° A
E¢ o}: |4 cm 7 cm S g
1 ‘J § B E
6cm| 1 b N2V2cm ¢ { e g
/levlk . C E £ ¢ 10 cm P 3
e \J5cm ¢ i g
A  5cm B i

Qual é a distancia entre o ponto:

a) 0 ponto B e 0 ponto D; a)Aeoplano a? c)Aeoponto (?
b) C e o ponto B?

> >
b) AB e GH; . i
¢) o plano que contém a face ABCD e o plano que 35. Considere  a~ representagao ! .
contém a face EFGH: do bloco retangular ao lado. B s
) Determine o(s) segmento(s : g
d) o ponto / e o0 plano que contém a face ABCD. (5) seg A (.) ,-'31 ----- G =
que representa(m) a distancia s
33. Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das entre: D/ C )
afirmacdes. Em seguida, reescreva as afirmacdes que a) o ponto A e o ponto B;
vocé julgou falsas de maneira a torna-las verdadeiras. b) o plano que contém a face ADHE e o plano que
a) Se uma reta r esta contida num plano o, entao, a contém a face BCGF,
A . 2 —> >
distancia entre eles é nula. ¢) HG e DC:

b) Seja um plano a e um ponto P fora do plano, de-
finimos a distancia entre eles como a distancia
entre o ponto P e qualquer outro ponto perten- =~ 36. Observe as medidas indi-

«—>
d) o ponto Ee AB.

cente ao plano a. cadas na representacdo A
¢) A distancia entre duas retas paralelas é a dis- geometrica. Determine a

tancia de um ponto qualquer de uma das retas a distancia entre:

outra reta. 6cm

a) o ponto De o ponto E;
d) Sejam A e A’ pontos pertencentes aos planos

paralelos o e 3, respectivamente, em que A’ é —
projecdo ortogonal de A sobre B. A distancia ¢) DE ee o ponto F
entre os planos « e B corresponde a medida do

segmento de reta AA".

b) o ponto A e o ponto E;

Ronaldo Lucena/ID/BR
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que as imagens
nao estao em
proporcao de
tamanho entressi._|

capitulo 2 Poliedros

verbaska/

Shutterstock.

Mintroducao

Entre as principais fun¢des das embalagens, estdo a de proteger o produto, apresentar seu
prazo de validade e informar ao consumidor suas caracteristicas mais relevantes. Porém, com a
competitividade do mercado, as embalagens também tém a responsabilidade de atrair o consu-
midor, promovendo o produto. Com isso, sao considerados aspectos, como sua praticidade, suas
cores e formatos e a facilidade na leitura das informag6es do produto.

com/ID/BR
Photo/Latinstock

Wim Lanclus/Alamy Stock
skodonnell/iStack/Getty Images

caixa de creme dental lata de tinta caixa de sabao em pé

kyoshino/iStock/Getty Images
Kotema/Shutterstock.com/ID/BR

dem10/iStock/Cetty Images

embalagem de

embalagem de lenco de papel )
g ¢ pap amaciante de roupas

tubo de cola em bastao

De acordo com o formato das embalagens apresentadas, podemos organiza-las em dois
grupos: um com as embalagens que lembram figuras geométricas espaciais com superficies
planas, como é o caso da embalagem de creme dental, dos lencos de papel e do sabao em
po; e outro com as embalagens que lembram figuras geométricas espaciais com superficies
ndo planas, caso da embalagem de tinta, do amaciante de roupas e da cola em bastdo.

Neste capitulo, estudaremos algumas figuras geométricas espaciais com superficies
planas, chamadas poliedros, assunto estudado desde os primeiros anos de escolaridade.
Observe alguns exemplos de poliedros.

/ W
Koz
-y

¢

\

& B

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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Considere uma quantidade finita de poligonos planos tais que a interseccdo de dois
quaisquer deles seja um lado comum, um vértice comum ou vazia e, além disso, cada
lado seja comum a exatamente dois dos poligonos. Nessas condicoes, os poligonos
delimitam uma regido do espaco. A reunido dos poligonos com essa regiao é chamada
poliedro. Cada um dos poligonos é uma face do poliedro, cada lado comum a dois po-
ligonos é uma aresta e cada vértice de um desses poligonos é um vértice do poliedro.

aresta

vértice

face

A reunido das faces corresponde a superficie do poliedro.

MPoliedro convexo e poliedro nao convexo

Antes de definirmos poliedros convexos e poliedros nao convexos, vamos lembrar o que
sao poligonos convexos e poligonos ndo convexos.

Um poligono é convexo se qualquer reta Um poligono é nao convexo se existir ao
que passe pelo seu interior intersectar a menos uma reta que passa pelo seu interior
linha poligonal em apenas dois pontos. e intersecta a linha poligonal em mais de

dois pontos.

Estendendo a nocao de poligono convexo e poligono nao convexo para os poliedros,
temos:

Um poliedro é convexo se qualquer reta Um poliedro é nao convexo se existir ao
que passe pelo seu interior intersectar sua menos uma reta que passe pelo seu inte-
superficie em apenas dois pontos. rior e intersecte sua superficie em mais de

dois pontos.
~H i1

Uma caracteristica das figuras geométricas convexas é que um segmento definido por
dois de seus pontos sempre esta contido na propria figura.
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R1.A figura geométrica espacial apresentada a seguir R2.0 poliedro apresentado abaixo é convexo ou
é um poliedro? Justifique. ndo convexo? Justifique.

3 Resolucdo
Ndo, pois nem todas as faces sdo compostas por ) Resolucdo

poligonos. Observe que a face representada ao Ndo convexo, pois existe ao menos uma reta

lado ndo & um poligono, porque ndo corresponde que passa pelo seu interior e intersecta sua su-
a uma linha poligonal plana, simples e fechada. perficie em mais de dois pontos.
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llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Atividades
1. Quais dos objetos lembram poliedros?
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2. Observe as figuras geométricas espaciais.

o 11
-1

a) Quais delas podem ser classificadas como poliedros?

b) Entre as figuras geométricas espaciais que vocé classificou como poliedros, quais sdo:
° convexos? ° ndo convexos?

3. Dado o poliedro convexo ao lado, responda.
a) Quantas faces, arestas e vértices tem esse poliedro?

b) Cada vértice desse poliedro é comum a quantas arestas?
¢) Que poligono corresponde ao formato de cada face desse poliedro? ‘

Ronaldo Lucena/ID/BR
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MARelacao de Euler

Existem algumas rela¢des envolvendo os elementos dos poliedros convexos, entre as quais
podemos destacar a relagao de Euler, que relaciona a quantidade de vértices, arestas e faces.

O nome dessa relacdo é uma homenagem a Leonhard Euler,
que, com seus trabalhos, influenciou diferentes ramos da Mate-
matica. Considerado um verdadeiro erudito, Euler se interessava
também por outras ciéncias, como Fisica, Quimica, Astronomia,
Botanica e Teologia. Uma curiosidade a seu respeito é que, apesar
de ter ficado cego aos 59 anos, ele continuou a produzir ativa-
mente seus materiais com o auxilio de um assistente.

Colecdo particular. Fotografia: Georgios
Kollidas/Shutterstock.com/ID/BR

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introdugdo a histéria da matematica. Matematico sufco
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. Leonhard Euler (1707-1783).

Ndo apresentaremos a demonstracao desta propriedade, apenas vamos verifica-la em
alguns exemplos. Observe a quantidade de vértices (V), arestas (A) e faces (F) de alguns
poliedros convexos.

V=6 V=10
A=9 A=15
F=5 v F=7

Li—

..L; V=7 V=12
A=12 A=18
F=7 F=8

Ao adicionar a quantidade de vértices (V) a quantidade de faces (F) de cada um desses
poliedros convexos, verificamos que essa soma corresponde exatamente a 2 unidades a
mais que a quantidade de arestas (A).

Em todo poliedro convexo com A arestas, V vértices e F faces, vale a relacdo:
V+F=A+2=>V—-A+F=2

3) Exemplos .
V=8 A=12,F=6 V=5A=8 F=5
8—E+§=2:>2=2 §—8+§=2=>2=2
vV A F vV A F

Nao escreva no livro. 41




Todo poliedro convexo satisfaz a relagao de Euler, mas nem todos os poliedros nao conve-
x0s satisfazem essa relagao. Por exemplo:

i Poliedro nao Poliedro ndo
i convexo que convexo que
- satisfaz a relagao nao satisfaz a

i de Euler.

relacdo de Euler.

V=12A=18,F=8

2-18+8=2=2=2
v A F

Nao podemos afirmar que se trés nimeros V, A, F € N" satisfazem a relagdo de Euler, entao,
existira um poliedro com V vértices, A arestas e F faces.

Por exemplo,se V=1A=2e F=3,temos V— A+ F= 2, mas nao existe um poliedro com
essa quantidade de vértices, faces e arestas.

MAPoliedros regulares

Platdo nasceu em Atenas (ou nas proximidades) e estu-
dou Filosofia e Matematica. Por volta de 387 a.C,, fundou e =
dirigiu a Academia, uma instituicdo voltada para investi-
gacdes cientificas e filoséficas. Grande parte dos trabalhos
matematicos importantes do século 1V a.C.foi realizada por
amigos ou discipulos de Platdo, que também apresentou
uma descricao dos poliedros regulares e mostrou como
construi-los juntando triangulos, quadrados ou pentago-
nos para formar suas faces.

Fotografia.
kcom/ID/BR

Academia de Atenas (Gré
Nick Pavlakis/Shutt

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introdugdo @ histéria da matematica.

Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. Filbsofo e matematico grego

Platdo (427 a.C.- 347 a.C).
Mas, afinal, o que é um poliedro regular?
Um poliedro convexo é regular quando todas as suas faces sdo poligonos
regulares iguais e em todos os vértices concorrem a mesma quantidade de arestas.

Assim como os teoremas apresentados no capitulo anterior, também temos um teorema
para os poliedros regulares.
Teorema 1

v

Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.
Demonstracao

Considere n a quantidade de lados de cada face e m a quantidade de arestas que concor-
rem em cada vértice.

« Toda face F possui a mesma quantidade de lados (1), com n €N e n=3. Como cada
lado é comum a duas faces, temos:

n-F=2a=F=2A

capitulo 2 Poliedros Nao escreva no livro



« Em todo vértice V concorre a mesma quantidade de aresta (m), com mE&N e m=3.
Como cada aresta contém dois vértices, temos:

_ _ 2A

» Como estamos tratando de poliedros convexos, a relagcao de Euler é valida. Substituindo F

por % e V por % na relagcdo de Euler, segue que:

o 2A . 2A _
V'_'A +‘F:—'2::$‘7§7— A +'—7;—'—'2

Dividindo ambos os membros da igualdade por 2A, obtemos:

A AL 2K 2 11 11
2-m 2K 2A-n  ZA m 2 n A
Como 17 é positivo, pois A representa a quantidade de arestas, entao 1? — 17 + 17

também é positivo.

* Supondo que as faces do poliedro regular sejam triangulares, temos n = 3 e, nesse caso:

1 1 1 1 1
———+—>0=—>—=m<6b
m 2 3 m 6

Assim, m pode ser 3, 4 ou 5, poism=3e m<6.

A N |3
Poliedro v

tetraedro regular octaedro regular icosaedro regular

* Supondo que as faces do poliedro regular sejam quadrangulares, temos n = 4. Assim:

1 1 1 1 2
———+—>0=—>"=m<4
m 2 4 m- 8

Desse modo, m deve ser 3, poism=3em<4.

n 4
m 3
1
1
1
1
1
i &
' 3
; i 3
Poliedro ! g
Moo med S 3
/ 3
. =
hexaedro regular ou cubo &
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* Supondo que as faces sejam pentagonais, temos n = 5. Entao:
1 1 1 1 3 10 3
———+—>0—>— <—=33
m 2 5 -~ m 1 "3 7

Assim, m deve ser 3, poism=3em< 3,§.

n 5

m 3

Poliedro

<

dodecaedro regular

e Para n =6, obteremos m <3, o que nao é possivel, pois devemos ter m = 3.

Portanto, existem apenas cinco poliedros regulares que sao o tetraedro regular, octaedro
regular, icosaedro regular, hexaedro regular ou cubo e o dodecaedro regular.

Utilizando as relagdes apresentadas anteriormente, podemaos organizar o seguinte quadro.

Poliedro n m v F A
Tetraedro regular 3 3 4 4 6
Octaedro regular 3 4 6 8 12
Icosaedro regular 3 5 12 20 30
Hexaedro regular ou cubo 4 3 8 6 12
Dodecaedro regular 5 3 20 12 30

@ Poliedros de Platao

Apesar de Platdao apresentar uma descricao dos poliedros regulares, outros poliedros nao
regulares também sdo conhecidos como Poliedros de Platdo. Para ser caracterizado como
um poliedro de Platao, ele precisa satisfazer simultaneamente as seguintes condigdes:

I') todas as faces devem possuir a mesma quantidade de lados;
Il') de todos os vértices deve concorrer a mesma quantidade de arestas;
) a relagdo de Euler deve ser valida (V — A + F = 2).

Como vimos anteriormente, ha apenas cinco classes de poliedros satisfazendo as condi¢des
acima, ou seja, existe apenas cinco classes de poliedros de Platao: tetraedros, hexaedros, oc-
taedros, dodecaedros e icosaedros.

Veja trés poliedros de Platdo da classe dos tetraedros:

llustragées: Ronaldo Lucena/ID/BR

Todos os poliedros regulares convexos sao poliedros de Platao e todos os poliedros
de Platao sao poliedros regulares? Justifique.
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R3.Em cada item sao apresentados elementos de poliedros convexos. Determine a quantidade
desconhecida de faces, vértices ou arestas e depois faca um esboco de um poliedro que
corresponda a descricdo dada.

a) 5 faces e 6 vértices.

b) 6 faces octogonais e 8 faces triangulares.

a) Podemos determinar a quantidade de arestas desse poliedro utilizando a relacao de Euler.
V-A+F=2=6—-A+5=2=A=9

Portanto, esse poliedro possui 9 arestas.
Observe abaixo um poliedro convexo que satisfaz essas condigdes.

| =
N

Para determinar outros poliedros convexos que satisfazem essas condi¢cdes, podemos
deformar este poliedro de maneira que ele continue convexo e com a mesma quantidade
de faces, vértices e arestas. Observe algumas possiveis deformagdes.

b) Como o poliedro possui 6 faces octogonais (8 lados) e 8 faces triangulares (3 lados), possui
14 faces no total, pois 6 + 8 =14 . Podemos determinar a quantidade de arestas fazendo:

A =6-8=48 A,=8-3=24
Como cada lado é comum a duas faces, temos:
A+ A
A= ——===36
2

Logo, esse poliedro possui 36 arestas.
Para determinar a quantidade de vértices, podemos utilizar a relacdo de Euler.

V-A+F=2=V-36+14=2=V=24
Portanto, esse poliedro possui 24 vértices.

Observe um poliedro convexo que satisfaz essas condicdes.

"

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

O poliedro acima é conhecido como cubo truncado.
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R4.0 octaedro regular possui quatro triangulos em torno de cada um de seus vértices. Determine
a soma das medidas dos angulos das faces em torno de cada vértice.

Como as faces de um poliedro regular qualquer sdo poligonos regulares e as faces do
octaedro sao triangulos, esses triangulos sao equilateros, isto é, triangulos que possuem
os trés angulos internos medindo 60°.

Observe na figura que, em um vértice qualquer do octaedro
regular, a soma das medidas dos angulos das faces em torno
desse vértice equivale ao produto de 60° por 4.

60-4 =240

Portanto, a soma das medidas dos angulos das faces em
torno de um vértice qualquer do octaedro regular é 240°.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Atividades
4. Observe o poliedro convexo e depois responda no 6. Dado um poliedro convexo, determine a quanti-
caderno. dade de:

a) faces, caso ele possua 26 vértices e 48 arestas;
b) arestas, caso ele possua 14 faces e 24 vértices;

c) vértices, caso ele possua 24 faces e 36 arestas.

7. Um poliedro convexo tem 24 arestas, 12 vértices e
| possui apenas faces triangulares e quadrangulares.
Determine a quantidade de faces triangulares.

Ronaldo Lucena/ID/BR

-~

a) Qual é a quantidade de vértices, faces e arestas 8 Quai~s dos \ Poliedros abaixo sao poliedros de
desse poliedro? Platao? Justlﬂque

b) A relacdo de Euler é valida para esse poliedro? ﬂ
Justifique. ,
5. (Insper-SP) De cada vértice de um prisma hexa- |
gonal regular foi retirado um tetraedro, como
exemplificado para um dos vértices do prisma
desenhado a seguir.

O plano que definiu cada seccao para retirar os
tetraedros passa pelos pontos médios das trés
arestas que concorrem a um mesmo vértice do
prisma. A quantidade de faces do poliedro obtido
depois de terem sido retirados todos os tetrae-

4

Insper/Ronaldo

Lucena/ID/BR/Fac-
simile: ID/BR

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

9. O dodecaedro regular possui trés pentdgonos
em torno de cada um de seus vértices. Determi-
ne a soma das medidas dos angulos das faces
em torno de cada vértice.

.. > Lembre-se de que a soma dos angulos internos
dros é: ]
de um poligono convexo de n lados, com n > 2,
a)24 b) 20 )18 d) 16 e)12 ¢5=n(n—2)-180"
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MPrisma

Vimos que existem os poliedros convexos e 0s ndo convexos, e entre os poliedros conve-
x0s, existem os poliedros regulares. Agora, veremos que entre 0s convexos também existem
0s prismas, os quais estao entre os poliedros mais conhecidos. Observe alguns objetos que
lembram prismas.

&7l

Shawn Hempel/Shutterstock.com/ID/BR

HomeStudio/Shutterstock.com/ID/BR

Fedorov Oleksiy/Shutterstock com/ID/BR

[l prisma 6ptico Il caixa de presente |l caixa de som B —
Prisma 6ptico:

objeto transparente

Observe 0 modelo matematico desses objetos. geraimente

utilizado para
ey

refratar e dispersar
aluzbrancaem
outras cores.

) Que caracteristicas comuns ha entre os modelos matematicos desses objetos?

Veja como podemos construir um prisma.

Considere um poligono contido em um plano, por exemplo, um hexagono de vértices
ABCDEF. Vamos escolher um ponto qualquer A, ndo pertencente a a e por ele tragar o
plano B paralelo a a. Pelos demais vértices B, C, D, E e F, tragcamos retas paralelas aAA, que
intersecta 3 nos pontos B, C, D, E, e F . Assim, todas essas retas serao paralelas entre si.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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Ao tomar dois segmentos consecutivos assim determinados, AA, e BB, por exemplo, o
quadrilatero obtido AA B B sera plano, porque os lados A_A1 e BB, sao paralelos. Os outros
dois lados do quadrilatero também serdo paralelos, pois estao contidos em retas coplanares
que nao se intersectam por estarem contidas em planos paralelos (« e B). Logo, o quadri-
latero AA BB é um paralelogramo. Os paralelogramos obtidos dessa maneira, juntamente
com os poligonos de vértices ABCDEF e A B.C.D E.F,, determinam um poliedro chamado de
prisma de bases ABCDEFe AB.CDEF.

A regiao do espaco delimitada por um prisma é composta pelos pontos dos segmentos
que possuem extremidades nos poligonos bases.

0 mesmo comprimento. Arestas laterais consecutivas formam paralelogramos, chamados
faces laterais do prisma.

As bases ABCDEF e A B,C,D.EF, sdo congruentes e a altura do prisma corresponde a
distancia entre as bases.

Quando a base de um prisma é um paralelogramo, temos um paralelepipedo, que é um caso
particular de prisma. Qualquer uma das faces de um paralelepipedo pode ser tomada como
base do prisma, pois nesse caso duas faces opostas quaisquer estdo situadas em planos para-
lelos e sao ligadas por arestas paralelas entre si.

Os prismas podem ser classificados em retos ou obliquos.

Um prisma é reto quando suas arestas laterais sao perpendiculares aos planos que contém
as bases e é obliquo quando suas arestas laterais sao obliquas aos planos que contém as
bases.

1
|
|
T+ L]
! o
| he}
! IS
i S
1 aB
: 85
! £g
SP| SISt E 23
prisma reto prisma obliquo

A que tipo de paralelogramo corresponde a face lateral de um prisma reto?
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Os prismas podem ser nomeados de acordo com o poligono que compdem suas bases.
Observe alguns deles.

AN </ 7

B _ _ ..

prisma obliquo de base prisma reto de base prisma obliquo de base prisma reto de base
triangular ou prisma quadrangular ou prisma pentagonal ou prisma hexagonal ou prisma
obliquo triangular reto quadrangular obliquo pentagonal reto hexagonal

Um prisma reto de base retangular é denominado paralelepipedo retangulo ou bloco
retangular.

Um caso particular de paralelepipedo retangulo ocorre quando as faces laterais e as bases
sdo quadrados. Neste caso, 0 prisma é denominado cubo ou hexaedro regular.

o

p=y

g

g )

g8 triangular prisma

ER regular heptagonal
regular

®Area da superficie de um prisma

Agora que sabemos o que é um prisma, veremos como determinar a area de sua superficie.
Em todo prisma a:

* area da base corresponde a area do poligono que compde sua base (Ab);

« superficie lateral é a reunido das faces laterais (paralelogramos) e a 4rea dessa superficie
é chamada area lateral (Az);

e superficie total é a reunidao da superficie lateral com a superficie das bases e a area
dessa superficie é chamada area total (At).

Logo, a area total da superficie de um prisma pode ser obtida pela adi¢ao da area lateral
com duas vezes a area da base, isto é:
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R5.Calcule o custo de material necessario para a
confeccdo de 300 caixas com formato de bloco
retangular regular com tampa, conforme mo-
delo abaixo, desconsiderando desperdicios.
Considere que o valor do material é R$ 3,60 o
metro quadrado.

|
i 30 cm
1
A

Ronaldo Lucena/ID/BR

40 cm

Para determinar a quantidade de material ne-
cessaria para a confeccdo dessas caixas,
calcularemos a area de superficie de cada caixa.

Como essa caixa possui o formato de um bloco
retangular regular, calculamos sua area total
adicionando as areas dos quatro retangulos que
formam as laterais da caixa com as areas dos
dois quadrados de suas bases.

Area lateral, em cm” A, = 4(40 - 30) = 4800
Area da base, em cm” A, = 40° =1600
Area total,em cm’ A = A + 24, =
= 4800+ 2-1600=_8000
Como o valor de um metro quadrado de
material é R$3,60, convertemos os 8 000 cm’
para metros quadrados:
8000-0,0001=0,8
Para o custo das 300 caixas, calculamos:
300-0,8-3,60 =864
Logo, o custo de material necessario para a
confeccdo das 300 caixas é R$864,00.

10. Considerando o paralelepipedo retangulo abaixo,

1.

Ronaldo Lucena/ID/BR
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determine:
3 cle L o
I i H
| d 4cm ¢
Floooe— S \.LH D g
G
E, ' H
12cm

a) a medida d da sua diagonal

b) a drea da sua superficie.

Uma empresa deseja produzir uma caixa com for-
mato de prisma regular de base hexagonal com
tampa, que deve ser colorida da seguinte maneira:

I') 12% da superficie na cor verde;
Il') 40% da superficie na cor vermelha;
) 48% da superficie na cor azul.

Observe as dimensdes da caixa.

150 mm

110 mm

Calcule a area aproximada da superficie destinada
a cada cor. Utilize V3 = 17.

capitulo 2 Poliedros

12. (Enem/Inep) Conforme regulamento da Agéncia

Nacional de Aviacao Civil (Anac), o passageiro que
embarcar em voo doméstico podera transportar
bagagem de mao, contudo a soma das dimensdes
da bagagem (altura + comprimento + largura) nio
pode ser superior a 115 cm.

A figura mostra a planificagdo de uma caixa que
tem a forma de um paralelepipedo retangulo.

24 cm

28

Eg
€ 4
5} b
o =
9} g

~

£

5

&

>
X

O maior valor possivel para x, em centimetros,
para que a caixa permaneca dentro dos padroes
permitidos pela Anac é

a) 25 b) 33 c) 42 d) 45 e) 49

. Sabendo que a altura de um prisma quadrangular

regular corresponde a quarta parte da medida da
aresta de sua base e que a area de sua superfi-
cie lateral é 196 cm?, determine a altura desse
prisma.
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@Volume de um prisma

Vimos anteriormente como obter a area da superficie de um prisma, agora veremos como
obter o volume de um prisma.

Intuitivamente o volume de um prisma corresponde a quantidade de espaco ocupado por
ele.Mas para determinar essa “quantidade de espa¢o” por meio de um nlimero, é necessario
compara-la a uma unidade, e o resultado dessa comparagao corresponderd ao volume.

As unidades de medida de volume mais utilizadas sao o centimetro cbico (cm?), que cor-
responde a um cubo com 1 cm de aresta, o decimetro cibico (dm?), que corresponde a um
cubo com 1dm de aresta e 0 metro ciibico (m?) que corresponde a um cubo com 1m de aresta.

Volume de um paralelepipedo retangulo

Considere o paralelepipedo abaixo, formado por cubos com 1 ¢cm de aresta. Contando a
quantidade de cubos ao longo das trés dimensdes, verificamos que as medidas das arestas
do paralelepipedo sao 5 cm de comprimento, 4 cm de largura e 3 cm de altura, formando
assim trés camadas com 20 cubos cada.

O volume desse paralelepipedo corresponde a quantidade de cubos que o compde. Para
determinar essa quantidade, basta multiplicar a quantidade de cubos de cada camada pela
quantidade de camadas. Considerando V o volume do paralelepipedo, temos:

i

[l L L

quantidade de cubos quantidade
de cada camada de camadas

B O 7
V=5-4-3=60

Portanto, o volume desse cubo é 60 cm?.

O volume de um paralelepipedo retangulo de compri-
mento g, largura b e altura h é dado por:
V=a-b-h
Também podemos dizer que o volume de um parale-
lepipedo retangulo é dado pela multiplicacdo da area da
base (Ab) pela altura (h).

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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Como o cubo é um caso particular de paralelepipedo retangulo que possui todas as arestas
com medidas iguais, seu volume é dado por:

V=ag-a-aouV=g’

[@)
Ronaldo Lucena/ID/BR

T booo

E possivel demonstrar que o volume de um paralelepipedo retangulo de comprimento a,
largura b e altura h é dado por V=a-b-h para quaisquer valores reais positivos de a,b e h.

Principio de Cavalieri

Considere duas pilhas com a mesma quantidade de um mesmo tipo de carta, organizadas
de maneiras distintas.

llustragGes: Rafael Luis
Gaion/ASC Imagens

[ pilha1l 1 pilha2

A maneira como a pilha 1 estd organizada lembra um paralelepipedo retangulo. Logo, po-
demos determinar seu volume por meio do produto entre a medida do comprimento, da
largura e da altura. Essas medidas podem ser obtidas com o auxilio de uma régua. Intuitiva-
mente, sabemos que as duas pilhas tém volumes iguais, por isso, basta determinar o volume
de uma delas para conhecer o volume da outra.

Considere dois s¢lidos S, e S, apoiados em um mesmo plano horizontal « e tais que qualquer
outro plano 3, também horizontal, seccione ambos os s6lidos determinando regides planas de
areas iguais. De acordo com o Principio de Cavalieri o volume de S, é igual ao volume de S,

superficies equivalentes

Ronaldo Lucena/ID/BR
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Bonaventura Cavalieri nasceu em Mildo, na Itdlia,
foi aluno de Galileu e lecionou Matemdtica na
Universidade de Bolonha.

LIBRARY/Getty Images

Seus trabalhos foram de grande importancia
para a Optica e Astronomia, mas sua grande
contribuicao foi para a Matematica com o tratado
Geometria indivisibilibus, que envolve o calculo
de areas e volumes.

Colegao particular. Fotografia: DEA PICTURE

Matematico italiano Bonaventura
Francesco Cavalieri (1598-1647).
Técnica: CGravacao. Século XVII.

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introdugdo a histéria da matemadtica.
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

Dados dois sélidos e um plano, se todo plano
paralelo ao plano dado secciona os dois sélidos,
produzindo figuras de mesma area, entdo, esses
sélidos tém o mesmo volume.

> O principio de Cavalieri pode ser demonstrado,
mas neste momento tomaremos essa afirmagao
COmo um axioma.

Volume de um prisma qualquer

Com o principio de Cavalieri, podemos determinar o volume de um prisma qualquer.

Considere um paralelepipedo retangulo P, e um prisma qualquer P,, por exemplo, um
prisma pentagonal,apoiados em um mesmo plano horizontal o, ambos com altura h e bases
com areas iguais. Nessas condicdes, as regioes planas dos dois solidos, determinadas pela
seccao do plano B paralelo a o, possuem areas iguais.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Pelo principio de Cavalieri, o volume dos dois sélidos é igual, ou seja, V, = V,. Como o

volume do paralelepipedo retangulo é obtido por V, —A -h,ovolume do prlsma pentagonal
tambémseraV, =A, -h.

Portanto, o volume de um prisma qualquer é dado pelo produto entre a drea da base e a
altura.
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R6.

&l

R7.

(ESPM-RJ) No sélido representado abaixo, sabe-se
que as faces ABCD e BCFE sao retangulos de areas
6 cm? e 10 cm’, respectivamente.

F

ESPM-R]/Fac-silime: ID/BR

O volume desse sélido é de:
c)12em’
d) 16 cm?

a)8cm’ e)24 cm’

b) 10 cm?

O soélido da figura corresponde a um prisma de
base ABE e altura EF.

~ao

& 2cm

Ronaldo Lucena/ID/BR

Como a drea A, da face ABCD é iguala 6 cm’ e BC
mede 2 cm, temos:

A=6=BC-AB=6=2-AB=6=AB=3
Analogamente, para a area A, da face BCFE, temos:
A, =10=BE-2=10=BE=5
Como ABE é um triangulo retangulo em A, temos:

BE’=AB + AE' =5 =3+ AF'= AE= 4
Calculando o volume desse prisma, temos:

AE - AB

V=Ab~h=< :

4-3
CEF=——-272=12
)=
Logo o volume desse prisma é 12 cm’.
Portanto, a alternativa correta é c.

Calcule o volume de um prisma de altura 5 cm,
cuja base é um quadrado de diagonal medindo
2V2 cm. Em seguida, esboce alguns exemplos
de poliedros para este caso.

capitulo 2 Poliedros

5cm

Seja £ a medida do lado do quadrado. Como a
sua diagonal mede 2V2 cm, temos:

2
(2v2) =¢+F=1=2
Calculando o volume desse prisma, obtemos:
V=A,-h=2"-5=20

Logo, o volume do prisma é 20 cm’.
Observe dois exemplos de prismas para esse caso.

5cm

llustragGes: Ronaldo
Lucena/ID/BR

Provavelmente, em anos anteriores, vocé estu-

dou que a area de um hexagono regular de lado ¢
2

é dada por A=

. Nesse caso, a area da

base A, do prisma, em cm?, é;

3Vv3-5
A=_"- -

_ /5
b 2 _2\@

Para calcular a altura h desse prisma, fazemos:

h V3

h
60°=1L = > ="T—h=3V3
sen 6: > 6=>

Calculando o volume desse prisma, temos:

V:Ab'h:%ﬁ'3\/_:67T5

Logo, o volume desse prisma é 6;—5 cm’,

N&o escreva no livro



Atividades

14. Calcule o volume de cada prisma reto representado | 16. Calcule o volume aproximado dos prismas obliquos

abaixo. abaixo que possuem bases regulares.
a) . 9cm . a)
5 CV =
)
1
== 4cm
i
> 3cm
—
4cm
b) 7cm
7cm T 7
1
: b) .
- d 5cm ]
) B
\/3\ cm ! g
2cm g
10u 16u a
c) 8cm 6em 17. Uma inddstria deseja fabricar um recipiente no for-
1 -~
| = mato de um cubo com 1,2 dm de aresta interna.
! g . - o
: = 3 Quantos litros caberdo nesse recipiente, sabendo
= 3 .
. A W T ! g que 1dm’ corresponde a1 litro?
4cm - A <

‘ 18. Desafio \ (EsPCEx-SP) Considere um prisma regu-
10cm €% lar reto de base hexagonal tal que a razao entre a

'
-

: . aresta da base e a aresta lateral é ﬁ Aumentan-
15. Sabendo que uma caixa-d'agua tem o formato de ‘ 3

um paralelepipedo e suas dimensdes sdo 1,22 m
por T m por 0,7 m, quantos litros de agua sao
necessarios para encher essa caixa?

do-se a aresta da base em 2 cm e mantendo-se a
aresta lateral, o volume do prisma ficara aumenta-
do de 108 cm’. O volume do prisma original é

C{1 3 e a1000L ] a)18cm’ ¢)18V3cm? e) 40 cm?
m corresponade a . |
P b) 36 cm? d) 36vV3cm?

19. Desafio \ (Enem/Inep) Alguns objetos, durante a sua fabricacdo, necessitam passar por um processo de res-
% friamento. Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de resfriamento, como mostrado na figura.
O que aconteceria com o nivel da 4gua se colocassemos no tanque um objeto cujo volume fosse de 2400 cm??

«
e

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua —_
ficar com 20,2 cm de altura.

b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua

. 5 ch 25cm
ficar com 21 c¢m de altura.

Am

¢) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua
ficar com 22 cm de altura.

EsPCEx/Fac-simile: ID/BR

d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a agua
transbordar.

. o , 40 cm
e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a dgua

transbordar.
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Qualidade do ar

A poluicao do ar é um problema que enfrentamos todos os dias. As principais causas,
segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), sdo a fumaca, produzida por
exemplo por um veiculo automotor, e a fuligem de queimadas. Grande parte da emissao de
poluentes é causada pela agdo do homem, mesmo sendo ele o principal prejudicado. Para
garantir condi¢des minimas de qualidade do ar, o Conselho Nacional do Meio Ambiente
(Conama) estabeleceu padrdes de concentracdo de poluentes que, se ultrapassados, podem
afetar a seguranca, o bem-estar e a salide das pessoas.

Padr6es de qualidade do ar no Brasil, a partir de 1990

(@)
g
()
(g]
=
Q
wn
()]
| -
o
(4]
>

Poluentes Padrées de qualidade por m® de ar

particulas totais 80 microgramas®

fumaca 60 microgramas(’

particulas inalaveis 50 microgramas(”

di6xido de enxofre 80 microgramas”

mondxido de carbono | 10 000 microgramas®

(I) Média geométrica anual.
() Médias aritmeticaanual.  0ZON|0 160 microgramas"
(Ill) Média de 8 h.
(IV) Média de 1h.

dioxido de nitrogénio | 100 microgramas

Fonte de pesquisa: CONAMA. Disponivel em: <www.mma.gov.br/port/
conama/legiabre.cfm?codlegi=100>. Acesso em: 6 abr. 2016.

'V B De modo geral, h4 uma preocupacio de gover-
melhorar a qualidade do . LT
T - nantes em propor medidas para a diminuicao da
dabicicleta. Alkm deser ~ emissao de poluentes na atmosfera. Em algumas
DRADAR cidades do Brasil, ha exemplos interessantes de
opgao por esse meio de o b Ih eEdle ¢
wransporte proporciona Medidas que buscam melhorar a qualidade do ar.
uma menor utilizacdo

de veiculos automotores . . .
oara o deslocamento da L.} VOC& considera que a cidade onde mora oferece

populagao, diminuindo, boa qualidade de ar? Se ndo, indique quais sao,
dessa maneira, 0s . . . d

congestionamentos e€m sSua opiniao, O0S principals emissores de
e a emissdo de gases poluentes.

poluentes. ) ) )
[:J Além do exemplo citado na legenda, quais

atitudes podem ser adotadas para que se
polua menos o ar?

[4 Imagine uma sala com formato de paralelepi-
pedo cujas medidas internas sao 4 m de com-
primento, 3 m de largura e 3 m de altura. Calcule
a quantidade maxima de microgramas de fumaca
e de mondxido de carbono que podera estar
presente no ar dessa sala, se ela estiver total-
mente fechada, para que esteja no padrao de
qualidade, em um determinado instante.

Ljupco Smokovski/
Shutterstock.com/ID/BR
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APiramide
Ja vimos que os prismas sao poliedros convexos. Agora, veremos que entre os poliedros

convexos também existem as piramides. O brinquedo e a construcao abaixo lembram
piramides. Observe-os.

7]

Elena Dijour/Shutterstock.com/ID/BR

José Vitor Elorza/ASC Imagens

brinquedo em forma ! Museu do Louvre, em Paris, na Franca. Imagem obtida em
de piramide julho de 2013.

Veja o modelo matematico desse brinquedo e dessa construcao.

\
O\

O que ha em comum nesses modelos matematicos? E o que ha de diferente neles?

Veja como podemos construir uma piramide.

Considere um poligono contido em um plano «, como um pentagono de vértices ABCDE,
por exemplo, e um ponto qualquer V ndo pertencente a a. Tragamos os segmentos de retas
VA, VB, VC, VD e VE. Cada dois vértices consecutivos do poligono da base determinam com V
um triangulo. Os triangulos obtidos dessa maneira, juntamente com o poligono de vértice
ABCDE, determinam um poliedro chamado piramide de base ABCDE.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Aregiao do espago delimitada por uma piramide é composta pelos pontos dos segmentos
que ligam o vértice V aos pontos do poligono base.
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As arestasm@,w,weﬁsao Cha— C)r Quando a base de uma

madas arestas laterais e os triangulos piramide é triangular,
VAB, VBC, V(D, VDE e VEA sao chamados temos um caso particular
faces laterais da piramide. A altura da de piramide. Isso porque

qualquer uma de suas faces
pode ser tomada como base
da piramide.

piramide corresponde a distancia entre
o vértice V e o plano da base.

.

Assim como os prismas, as piramides podem ser classificadas como retas ou obliquas. Uma
piramide é reta quando suas arestas laterais sao congruentes, caso contrario, ela é obliqua.

I piramide reta ‘ [ piramide obliqua

As piramides podem ser nomeadas de acordo com 0 poligono que compde sua base.
Observe algumas delas.

[ piramide de base
quadrangular ou
piramide quadrangular

I piramide de base
\

triangular ou

piramide triangular
Chamamos piramide regular a piramide reta cuja base é um poligono regular e a projecao

/)
I piramide de base d‘ I piramide de base
pentagonal ou hexagonal ou
piramide pentagonal piramide hexagonal
ortogonal do vértice coincide com o centro do poligono que compde sua base. Além disso,

as arestas laterais sdo congruentes e as faces laterais sdo triangulos isésceles congruentes.

2

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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O apétema de uma piramide regular corresponde a altura, relativa ao lado da base, de
uma face lateral. Ja o apétema da base corresponde ao ap6tema do poligono que compde
a base da piramide.

altura
da piramide
apotema > Na piramide regular, o ap6tema
da piramide .
tem a mesma medida em todas
as faces laterais, pois os triangulos
sao isésceles e congruentes.

____________

apétema da base

A partir de uma piramide regular qualquer, podemos calcular algumas de suas medidas,
utilizando o teorema de Pitagoras.

Considere o AVOP Considere o AVPQ

Se <

~
—_—
//

S0\ Q
YL
\ y2
2
a?=m + h’ n2=az+<%)
Considere o0 AVOQ Considere o AOPQ
Y
A M
r < ;E
0 8
\ 5 g
0577 &
Y :
n’=h+r r2=<7>+m2
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capitulo 2 Poliedros

® Area da superficie de uma piramide

Ja sabemos o que é uma piramide, por isso, vamos ver como podemos determinar a area
de sua superficie. Em toda piramide, a:

* area da base corresponde a area do poligono que compde sua base (Ab);

« superficie lateral é a reunido das faces laterais (triangulares), e a area dessa superficie é
chamada area lateral (Ae>;

* superficie total é a reunido da superficie lateral com a superficie da base, e a area dessa
superficie é chamada area total (At>.

Logo, a area total da superficie de uma piramide pode ser obtida pela adi¢ao da area lateral
com aarea dabase,isto 6, A=A +A,.

@Volume de uma piramide

Considere uma piramide de vértice V, altura H e cuja base de vértices ABCD esta apoiada

no plano a. Um plano B, paralelo a o, distando h unidades do vértice V, determina uma secao
A B, C D,como mostraaimagem.

Ronaldo Lucena/ID/BR

E possivel demonstrar que A B,C.D, e ABCD sao figuras semelhantes e a razao de semelhanca
2

. h . ~ . , ([ h ,
é o Assim, a razao de semelhanca entre as areas dessas figuras é ) Podemos dizer

que:

1171 b

Area de ABCD A—B

Areade ABCD, A <>

Com essas informagdes, demonstraremos o teorema a seguir.
Teorema
G

Duas piramides de mesma base e mesma altura tém o mesmo volume.
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Considere as piramides de vértices V e V ,ambas de altura H e de mesma base apoiada em
um plano . Um plano (3, paralelo a o, passa pelas piramides produzindo as se¢des EFGH e IJKL.
A distancia de cada se¢ao ao vértice € a mesma.

De acordo com os argumentos apresentados anteriormente, temos:

_Areadeﬂ:@);m

Area de ABCD H Area de ABCD

e, consequentemente,
Areade EFGH _ Areade /KL

Areade ABCD ~ Area de ABCD

ou, simplesmente,
Area de EFGH = Area de IjKL

Logo, pelo Principio de Cavalieri, os volumes dessas piramides sdo iguais, pois as duas
piramides estao apoiadas no plano « e todo plano 3, paralelo a «, secciona as duas piramides,
produzindo figuras de mesma area, entao, as piramides tém mesmo volume.

Volume de uma piramide triangular

Mostraremos como calcular o volume de uma piramide triangular decompondo um pris-
ma triangular em trés piramides de mesmo volume, isto &, trés tetraedros, cuja base pode

ser qualquer uma das faces.
[

D . D . F
E
I
A

A c A E c

B A C N

[

B 383

61
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* Analisando as piramides | e Il, de acordo com o teorema anterior, ambas possuem o
mesmo volume, pois as bases sdo congruentes e a altura é a mesma.

* As pirdmides | e lll ttm o mesmo volume, pois as bases sdo congruentes (ADF e ACF
correspondem a metade do paralelogramo ADFC) e a altura de ambas corresponde a
distancia de E ao plano que contém a face ADFC.

Dessa maneira, V.=V, eV =V

seja,V =V =V,

Sendo V=V =V =V,  temos:

n

,» 1080, 0 volume é o mesmo para as piramides I, Il e lll, ou

prisma

V . =V+V+V, =3V=V=
3

prisma

Ja vimos que o volume de um prisma é obtido multiplicando-se a area da base (Ab) pela
altura (h). Assim:

V: prisma _ Ab ' h
3 3

N . ] .
Portanto, o volume de uma piramide triangular é E do volume de um prisma de mesma
base e altura.

Volume de uma piramide qualquer

Para determinar o volume de uma piramide qualquer, vamos decompor sua base em
triangulos justapostos, sendo cada triangulo a base de uma nova piramide que possui
vértice comum. Por exemplo:

> A base da piramide hexagonal pode ser
decomposta em seis triangulos de areas
A, B, C D, EeF sendo cada um desses
triangulos a base de uma nova piramide
de altura h.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Assim, o volume dessa piramide de base hexagonal vai ser a soma do volume das seis
piramides triangulares.

Seja uma piramide de altura h e cujo poligono da base esteja dividido por n triangulos de
areas iguaisas, s, S, .., S, O volume dessa piramide vai ser a soma do volume dessas pi-
~h
A . . PN . . . b ~
ramides triangulares. Como o volume de uma piramide triangular é V:T’ entdo, uma

piramide qualquer tem o volume igual a:

A, h
=V=(5+5,+..+ sn)%:w:"T

S+h S -h S -h
= + o+

% ot —
3 3 3

Outra maneira de verificar esse resultado é utilizando o volume de uma piramide triangu-
lar e o Principio de Cavalieri, observando que as sec¢des determinadas em duas piramides
de mesma base e mesma altura por planos situados a mesma altura das bases sao iguais.
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R9.Determine a area total da superficie de uma
piramide reta de altura 8 m, cuja base é um
quadrado de lado 4 m.

Como a base dessa piramide é um quadrado de
lado 4 m, temos:
A =4-4=16

b

Observe na figura que a altura g, em metros, dos
triangulos das laterais da piramide é:

?=8+20=68=>a=2V17

Ronaldo Lucena/ID/BR

A area lateral da piramide, em metros quadrados,
corresponde ao produto da drea de cada triangulo
da lateral por 4. Com isso, segue que:

A[=<""//ZZJ)~4=16\/1_7

Utilizando a expressao A, = A, + A, para calcu-
lar a area total da piramide, temos:

A, =16VA7 +16 = 16(1 + V17

Portanto, a area total da superficie dessa pira-
mide ¢ 16(1+ VA7) m?

R10.(UEPG-PR) Uma pirdmide quadrangular regular

tem 36 cm? de &rea da base. Sabendo que a altu-

ra da piramide tem 3V/3 cm, assinale o que for

correto.

01. A &rea lateral da piramide é o dobro da area
da base.

02. A 4rea total da piramide é o triplo da area
da base.

N&o escreva no livro.

04.A area de uma face lateral da pirdmide é a
sexta parte de sua area total.

08.A razdo das areas total e lateral dessa
piramide é um ndmero fracionario.

16. O volume dessa piramide é 108V/3 cm?’.

Como a base dessa piramide é quadrangular e
tem &rea de 36 cm? essa base é um quadrado de
lado 6 cm, pois 6’ = 36.

Observe abaixo uma representagao para essa
piramide, em que

=3+ (3\/§)Z=>a=6

3J/3cm

\] N
I —
3cm

01. Verdadeiro. Sendo A, a area lateral e A, a
area da base, temos:

6
6-0 2
A2=4-< - >=2-6 =2-A

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

b
02. Verdadeiro, pois:

A+A,=72+36=108=3-6"=3-A,

04. Verdadeiro, pois:

16. Falso, pois:
_ Ab - h _ 62 * 2)’\/5

5 . =36V3

%
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R1l.Calcule o volume de uma piramide que possui

4 cm de altura, cuja base é um triangulo equi-
latero de lado 3 cm.

Utilizando a férmula V =

para calcular o

volume dessa piramide, em cm’, temos:

Como a area de um triangulo equilatero de lado 9v3 Ny

2

v- AT _58V3_3p
LéA= , a area da base desta piramide, 3 3
em cm? é:
a V3 93 Portanto, o volume dessa piramide é 3V/3 cm’.
T T a
Atividades

20. Que poligono corresponde a base de uma pirdmide

com:
a) 8 vértices? b) 8 faces? c) 6 arestas? d) 12 faces? |

21. Observe a piramide hexagonal regular e determine |

a medida correspondente ao apétema da piramide
e ao ap6tema de sua base.

Ronaldo Lucena/

ID/BR

22. Calcule a &rea total de cada uma das piramides |

5cm

regulares a seguir.

a) [T

b)

L — — — —

l /.p
| )
3
llustrag6es: Ronaldo Lucena/ID/BR

23. Considere o plano « paralelo ao plano que contém

64

a base da piramide quadrangular regular.

Ronaldo Lucena/ID/BR

14 cm

Determine o volume da piramide apoiada no plano
«a, sabendo que sua aresta da base tem a metade
do comprimento da aresta da base da piramide
que foi seccionada.

capitulo 2 Poliedros

24. Dada uma piramide pentagonal regular com 12 dm de

altura, 6 dm de aresta da base e area da base igual a

2 . . .
60 dm’, determine a medida correspondente ao ap6-
tema da piramide e as arestas laterais.

25. Qual é o volume de uma piramide obliqua de altura

74 dm e base retangular com lados medindo 5 dm
e 9 dm?

26. A imagem abaixo representa um octaedro regular.

Determine a area da superficie e o volume desse
octaedro.

6

Ronaldo Lucena/ID/BR

27. (Fuvest-SP) O sdélido da figura é formado pela pira-

mide SABCD sobre o paralelepipedo reto ABCDEFGH.
Sabe-se que S pertence a reta determinada por A e
Eeque AE=2cm,AD=4cmeAB=5cm. A medida

do segmento SA que faz com que o volume do sélido
seja igual a% do volume da piramide SEFGH é:
a)2cm S)
b) 4cm
c)6cm
d)8cm
e)10cm

|
|
|
|
H
|
H
(@]
Fuvest/Fac-simile: ID/BR
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ATronco de piramide de bases paralelas

Para definirmos um tronco de piramide de bases paralelas, considere uma piramide de
vértice V, altura H e cuja base esta contida no plano a. Um plano 3 paralelo ao plano «,
que secciona a piramide, determina uma piramide menor e outro poliedro que chamamos

tronco da piramide de bases paralelas. v

5

[>r Assim como
aalturado
B prisma, a

base menor altura de um
tronco de
piramide de
bases paralelas
corresponde a
base maior distancia entre
suas bases.

. J

altura
& do tronco

Dizemos que o tronco de piramide é regular quando for obtido de uma piramide regular.
Neste caso, temos:

* as faces laterais sdo trapézios is6sceles congruentes;
* as bases sdo poligonos regulares semelhantes;

« em toda face lateral existe o apétema do tronco, que corresponde a altura da face.

bl
4 A —
S Face lateral b, aresta da base menor
E a b,: aresta da base maior
£ a: apétema do tronco
g ) : de piramide
2 b

2

@ Area da superficie de um tronco de piramide de bases paralelas

A drea total da superficie de um tronco de piramide de bases paralelas pode ser obtida
pela adicao da area lateral com a area das bases, isto , A, =A +A_ +A,.

@Volume de um tronco de piramide de bases paralelas

O volume de um tronco de piramide de bases paralelas pode ser obtido por meio da dife-
renca entre o volume da piramide original (\/0> e o volume da piramide menor, obtida apés
asecgao <Vm ) istoé, V=V =V

A razao entre o volume da piramide obtida ap6s a seccdo paralela a base e o volume da
piramide original é igual ao cubo da razao entre as alturas.

De fato, pois a razao de semelhanca entre as figuras que compdem as bases dessas pira-

2
A
mides é % Além disso, (%) =A—b, logo, a razao entre esses volumes é:
A, -h
3

B
Vo _ "3 _Ah :i.L:<L>Z.L: <L>:s Vn _ (L)
V. A,H A;H A, H \H) H \H v H
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R12.Calcule a area total da superficie do tronco de

piramide hexagonal regular de bases paralelas.

Inicialmente, para calcular a area de cada tra-
pézio formado na lateral do tronco de piramide,
observe na figura abaixo que:

4m

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

6=c+h=h=6-2=
Sh=3R=oh=4V2

(B + b)h

Utilizando a féormula A = para calcu-

lar a area de cada trapézio, temos:

8+ 4)4V2 :
ae ( 2) _n 24\f2 Ny =

Com isso, a area total da superficie lateral, em
m? é:
A,=6-A =6-24V2=144V2

Para calcular as areas das bases hexagonais, uti-

, ) 3V3
lizamos a formula A = >

Sendo A, a area da base maior, temos:

_3v3.¢
Ay

=96V3
Sendo A, a area da base menor, temos:

2
Ab=3\/§—4
2

Para calcular a area total, fazemos:

=243

capitulo 2 Poliedros

A=A +A+A =144V2+96V3+24V3=
= 144V2 +120V3 = 24(6V2 + 5V3)

Portanto, a area total da superficie desse

tronco de piramide é 24(6\/5 + 5\/§> m-.

R13.Determine o volume do tronco de piramide qua-

drangular de bases paralelas.

10m

3 Resoluc

O volume desse tronco de piramide pode ser
obtido pela diferenca entre o volume da pirami-
de original e o volume da piramide menor, apés
a seccao de um plano paralelo a sua base. Mas,
nesse caso, ndo temos a piramide original e
nem a piramide menor, por isso, vamos supor
uma piramide original que, ao ser seccionada
por um plano paralelo a sua base, determina
esse tronco de piramide e uma piramide menor.
Observe.

IlustracGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Como os triangulos retangulos ABC e NOC sao
semelhantes, pois os angulos correspondentes
sdo congruentes, temos:

=+4>a=36-16=20=>a=2V5

h _ 5 _,_10v5 _5V5
25 4 4 2
h=a+b=>52£=2\/§+b=>
=>b=5\/g Zf—g
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Note que o volume do tronco dessa piramide equivale a diferenca entre o volume da piramide

maior, de altura ﬂ m, e o volume da piramide menor, de altura % m. Assim:
107 - 5v5 2. V5
Ve 2 2 _250v5 2V 2485
3 3 3 3 3

Portanto, o volume desse tronco de piramide é 2483—\/5 m’.

28. Calcule a &rea da superficie dos troncos das pirami-  32. (UFTM-MG) O perimetro da base ABCD de uma pira-
des regulares de bases paralelas. mide quadrangular é 36 cm. Seccionando-se essa
a) | piramide por um plano paralelo a base, obtém-se
‘ outra pirdmide quadrangular de base A’B’C'D’, cuja

altura é igual a % da altura da piramide inicial,

determinando assim um tronco de piramide de
bases quadradas e paralelas.

Ronaldo Lucena/

llustragGes:
ID/BR

Determine:

29. Considere a planificacdo da superficie de um tronco a)aéreadasecciao A'B'C'D'.
de uma piramide regular de bases paralelas com o
apétema do tronco medindo 4 cm.

b) aaltura e o volume do
tronco de piramide,
(Use tg36° = 0,727) sabendo que o volume
‘ da piramide inicial é
/\z,cm igual a 324 cm’.

UFTM/Fac-simile: ID/BR

‘ 33. Uma peca metdlica com formato de tronco de
piramide quadrangular regular de bases paralelas,

Ronaldo Lucena/ID/BR

/3 cm com altura 6 cm e arestas das bases medindo
8 cm e 3 ¢m, foi inserida em um recipiente com agua.
Determine a area da superficie desse tronco de 1° momento 22 momento

piramide. ‘

30. Determine a area total da superficie de um tronco

de piramide triangular regular de bases paralelas, gem e iﬁ
que possui arestas das bases medindo 20 dm e A\Jcm
4 dm e aresta lateral medindo 17 dm.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Sabendo que o recipiente tem formato de um bloco

15cm 15cm

31. Observe o tronco de pirdmide quadrangular reta retangular, determine a altura que a agua atingiu
de bases paralelas. apo6s a insercao da peca.
Calcule:

34. Desafio \ Na figura ao lado !

a) aaltura do tronco, &% esta representado um cubo
b)a érea da superficie ““ de volume igual a 125 cm?’, e |
lateral do tronco; uma piramide, de base BEF H: K ¢
c)a area da superficie com 9 cm de altura. — 7T g
total do tronco; Determine o volume comum Fi/’l z
d) o volume do tronco. entre a piramide de base BEF Y vt ;5
15 cm e o cubo. A B &
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3 Corpos redondos

MEstudando corpos redondos

No capitulo anterior, estudamos os poliedros, figuras geométricas espaciais com super-
ficies planas, com destaque para os prismas e as piramides. Neste capitulo, estudaremos
alguns tipos de figuras geométricas espaciais, comumente denominadas “corpos redondos”,
cuja superficie nao é toda plana.

o
=

E
Q.
(4]
()

Veja alguns objetos que lembram corpos redondos. ozl

Yurii Vydyborets/Shutterstock com/ID/BR

heromen30/Shutterstock.com/ID/BR
Pincarel/Shutterstock com/ID/BR

lixeira cone de sinalizacao bola de ténis

Nomearemos “corpo redondo” apenas os sélidos abaixo.
e Cilindro * Cone s Esfera

@&

Apesar de corpos redondos constituirem conceitos matematicos abstratos, é possivel
enumerar diversos objetos cujas formas lembram o cilindro, o cone e a esfera.

ACilindro
A figura da lixeira, apresentada acima, nos da uma ideia intuitiva do que é um cilindro.

Sejam « e B planos paralelos, ¢ um circulo contido em « e r uma reta

. secante a a. A reuniao de todos os segmentos de reta paralelos a r que

[>{ No decorrer possuem um extremo em c e outro em 3 € denominado cilindro circular.

deste livro, a

a palavra 5

“cilindro” / B

sempre [ iyl s

designara A

designa i

circular. £
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Um cilindro possui os seguintes elementos:

eixo

|

I bases

* bases: os dois circulos congruentes e paralelos que fazem parte da superficie do
cilindro;

geratriz

* eixo: a reta que passa pelos centros das bases;

* geratriz: qualquer segmento de reta paralelo ao eixo e com os extremos nas circunferéncias
das bases.

Quando o eixo do cilindro é perpendicular aos planos das bases, o cilindro é reto. Nesse
caso, cada geratriz é também perpendicular aos planos das bases. Um cilindro que nao é
reto é denominado obliquo.

A reunido de todas as geratrizes de um cilindro forma a sua superficie lateral. As duas
bases, juntamente com a area lateral, forma a superficie total do cilindro. A figura abaixo
ilustra um cilindro reto e a planificagao de sua superficie.

base
R
E{ Nao é possivel planificar
7 um sélido. Em alguns casos,
como no caso do cilindro,
superficie podemos planificar sua

— lateral T superficie. Existem sélidos

cuja superficie ndo pode ser
planificada.

base

cilindro reto (2 esquerda) e a planificacao
de sua superficie (a direita)

Os objetos do nosso dia a dia que lembram um cilindro tém, quase sempre, o formato de
cilindro reto. O cilindro reto também é denominado cilindro de revolugdo, pois pode ser
descrito pela rotacdo de um retangulo em torno de um eixo que contém um de seus lados.

C
| | -

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

N&o escreva no livro.
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Em um dos mais antigos processos de fabricacao de objetos de superficie ndo plana, tem-se
como principio basico a rotacao de uma peca em torno de seu préprio eixo.

CREATISTA/Shutterstock.com/ID/BR

Artesd moldando um vaso de
argila em uma roda de oleiro.
O objeto resultante lembra

uma superficie de revolugao.

@ Seccoes de um cilindro
Em geral, a seccdo de um sélido é a interseccao do sélido com um plano secante. Em um
cilindro, destacam-se as secgoes transversais e as sec¢does meridianas.

* Uma seccao transversal de um cilindro é determinada pela interseccao do cilindro com
um plano paralelo as suas bases.

As sec¢0es transversais de um cilindro reto sdo circulos congruentes as bases.

C 2

* Uma seccao meridiana de um cilindro é determinada pela interseccdo do cilindro com
um plano que contém o seu eixo.

As sec¢des meridianas de um cilindro reto sao retangulos de lados h e 2r, sendo h a al-
tura do cilindro e 2r o diametro de sua base. Quando a sec¢ao meridiana de um cilindro
reto é um quadrado, dizemos que o cilindro é equilatero.

2r

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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®Area da superficie de um cilindro reto

Podemos considerar como medidas fundamentais em um cilindro a medida de sua
altura (h) e a medida do raio de sua base (r). Em um cilindro reto, a altura é igual & medida de

uma geratriz.

1
—

r

A altura (h) de um cilindro é definida como a distancia entre os planos das bases.

——————

A superficie lateral de um cilindro reto de altura h e raio da base r, ao ser planificada, toma
a forma de um retangulo de lados h e 27r, que correspondem, respectivamente, a altura do
cilindro e ao comprimento da circunferéncia da base.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

2mr
* A area da superficie lateral de um cilindro é denominada area lateral <A2>. Assim:
A, = 2mrh

* As bases do cilindro também fazem parte de sua superficie. A area das bases (2Ab) é
igual a duas vezes a area do circulo de raio r, ou seja:

2Ab = 2r?

* A soma da area lateral com a area das bases resulta na area total (At) da superficie do
cilindro. Assim, a area total da sua superficie é dada por:
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®@Volume de um cilindro

O volume de um cilindro pode ser obtido com a utilizacdo do Principio de Cavalieri e a

férmula do volume de um prisma, estudados no capitulo anterior.

Considere um cilindro qualquer. Denotemos por h a altura desse cilindro e por A, a area
de uma de suas bases. Para aplicar o Principio de Cavalieri, consideramos um prisma de
altura h e cuja base também tenha area A,. Suponha que os dois s6lidos estejam apoiados
no mesmo plano e considere um plano qualquer paralelo as suas bases que secciona esses

sélidos em figuras de areas A, e A,, como indicado na imagem abaixo.

area A,

Tanto o cilindro como o prisma possuem a propriedade de que uma seccao paralela a base
é congruente a essa base. Assim, A, =A,eA =A, logo, A =A, Pelo Principio de Cavalieri, 0

cilindro e o prisma possuem volumes iguais. Como o volume do prisma é V=A, - h, temos:

O volume de um cilindro de altura h e area da base A,
é dado por:

Se o raio da base for igual a r, entdo:

V=Erjh
A

b

R1.Seja um cilindro reto cujas medidas do raio da base e da altura sao, respectivamente, iguais a

r e h. Considerando m = 3,14, calcule:

a) a area total da superficie, sendo r =10 cm e h = 20 cm;

b) a altura, sendo r =12 cm e a area total da superficie 768w cm?
c) ovolume, sendor=7cmeh=10 cm;

d) a area total da superficie, sendo h = 6 cm e o volume 4861 cm?,

capitulo 3 Corpos redondos

-1-e

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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a) Como A, = 2mr(h + r), fazemos:
A, =2-m-10(20 + 10) = 6007 = 1884
Portanto, a area total da superficie mede aproximadamente 1884 cm?.

b) Para calcular a altura, fazemos:

A =2mr(h + 1) = 7684 = 2 - 12(h + 12) = h = ~°5- — 2= h =20

Portanto, a altura é 20 cm.
c) Como V = mr?h, entio:
V= -7°-10 = 490w =1538,6
Portanto, o volume é aproximadamente 1538,6 cm’.
d) Utilizando as informacées dadas na férmula V = mrr?h, temos:

4864 = 4 -r’-6=>r'=81=r=9
Como A = 2mr(h + r), segue que:

A =2m-9(6 + 9) = 270w = 8478
Portanto, a area total da superficie mede aproximadamente 847,8 cm?

R2.Sejam um cilindro com raio r e altura h e um prisma cuja base & um poligono regular de lado
£=1cm. Considerando que o cilindro e o prisma possuem o mesmo volume e a mesma altura, e
queT=314e V3 =173, calcule r nos casos em que o poligono regular da base do prisma possui:

a) 3 lados; b) 4 lados; c) 6 lados.

Como o prisma e o cilindro possuem o mesmo volume e a mesma altura, pelo Principio de
Cavalieri, eles possuem a mesma area da base.

a) O poligono da base do prisma é um triangulo equilatero. Como j& vimos, a area A de um

. e Va3l
triangulo equilatero é dada por A= —
V3.7 173
triéngulo:Au’rculoi 2 :Tr'r2=>’T:"T'r2=>r220,28ﬁl’ZO,SB

Portanto, r é aproximadamente 0,53 cm.

b) O poligono da base do prisma é um quadrado de area A = 3

A =A  =T=a-rP=r2=032=r=0,57

quadrado circulo
Portanto, r é aproximadamente 0,57 cm.
¢) O poligono da base do prisma é um hexagono regular. Como vimos anteriormente, a area

3V3r
de um hexagono regular é dada por A = >
EVERRE 3-173
veszons = A = ——=—— =T r’'=>r'=—""—=r"=083=r=091
exagono circulo 2 2 c T

Portanto, r é aproximadamente 0,91 cm.

N&o escreva no livro.
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R3.(UEL-PR) No Paran4, a situacdo do saneamento publico é preocupante, j& que o indice de tra-
tamento de esgoto é de apenas 53%, ou seja, quase metade das residéncias no Estado ainda
joga esgoto em fossas. José possui, em sua residéncia, uma fossa sanitaria de forma cilindrica,
com raio de 1 metro e profundidade de 3 metros. Supondo que José queira aumentar em 40%
o volume de sua fossa, assinale a alternativa que apresenta, corretamente, de quanto o raio
deve ser aumentado percentualmente.

Dado: v/1,4 = 1,183
a) 11,8% b) 14,0% c)18,3% d) 60,0% e)712%

Observe a figura abaixo que ilustra essa situacao.

UEL/Fac-simile: ID/BR

Sejam V, o volume inicial da fossa e V, o volume da fossa ap6s o aumento de 40%.
Para calcular V, e V,, em metros cubicos, fazemos:

V,=mrth=m-17-3=3x
V,=V,+40%V, =V, +04-V,=14-V =14-3m=42m
Para determinar a medida do raio da fossa, em metros, apés o aumento de tamanho,
efetuamos:

V,=mrth =425 = 5 1732 2 = 14 = r = 1183

Como o raio inicial media T m, entdo o aumento foi de 0,183 m, ou seja, 18,3%. Portanto, a al-
ternativa correta é c.

Atividades

1. Calcule a area total da superficie de cada cilindro reto.

a) 35m b) c) d) I ——
o 10m Th——

9m

2. Se a area total da superficie de um cilindro reto for:
a) 113,04 cm? e sua altura for 7 cm, qual deve ser a medida do raio da base desse cilindro?
b) 96712 cm? e seu raio medir 11 cm, qual deve ser a altura desse cilindro?

capitulo 3 Corpos redondos N&o escreva no livro.
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3. Observe a planificacdo da superficie de um cilindro a) Determine uma expressao que represente a area
reto e determine: total da superficie desse sélido em fungao de x.

b) Se x =10 cm, qual deve ser a area total da sua
Q superficie?

8. Um confeiteiro precisa revestir 3 bolos cilindricos
retos com certo tipo de pasta. Para revestir 100 cm?
sdo necessarios, aproximadamente, 100 g de pasta.

De acordo com a representacao dos bolos abaixo,

@ determine a quantidade, em quilogramas, de pasta

IS m

necessaria para revestir os trés bolos.

4082 m?

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) aaltura do cilindro; 45 cm =d
| — |

b) a area da base do cilindro; '

¢) a area total da superficie do cilindro. Nvarsossssseoroissiog ;110 m

4. Para a instalagdo de uma piscina infantil em for-
mato de cilindro reto, foi escavado no solo um
buraco também cilindrico com 3,6 m de diametro e
76 ¢cm de profundidade. Antes de instalar a piscina,
toda a superficie do buraco sera revestida com
uma manta impermeabilizante. Calcule a quantidade
de manta impermeabilizante, em metros quadrados,
que serd necessaria para realizar esse revestimento.

30 cm

|

i

20cm
I]O cm

({]

5. Certa folha de papel retangular, quando enrolada
em forma de cilindro reto, tem o diametro igual a
4,5 cm e altura de 30 cm. Sabendo que foram da-
das exatamente trés voltas completas nessa folha, ‘
determine a area aproximada de sua superficie.

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

=

9. Calcule o volume de cada cilindro reto a seguir.

a) 15m
6. (UEMG-MG) Uma empresa de produtos de limpeza '_1
deseja fabricar uma embalagem com tampa para
seu produto. Foram apresentados dois tipos de em-
balagens com volumes iguais. A primeira é um cilin-
dro de raio da base igual a 2 cm e altura igual a 10
cm; e a segunda, um paralelepipedo de dimensdes
iguaisa 4 cm, 5 cm e 6 cm. O metro quadrado do | b)
material utilizado na fabricacdo das embalagens

custa R$ 25,00.

5m

~—

Conside}rando—se m=3, 0 )valor da embalagem 0)
que terd o menor custo sera

a)R$0,36. ¢) R$0,54.

b) R$ 0,27. d) R$0,41.

7. Observe o sélido obtido com a seccdo meridiana
de um cilindro equilatero.

- =~

Ronaldo Lucena/ID/BR

Ronaldo Lucena/

llustragGes:
ID/BR
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10.

1.

12.

13

14

76

Artur organizou 5 moedas de R$ 0,50 e 7 moedas
de R$ 1,00, de uma mesma familia do real, em duas
pilhas formadas por moedas de mesmo valor.
Calcule o volume aproximado de cada pilha de
moedas dadas suas medidas a seguir.

moeda diametro espessura
R$ 0,50 23 mm 285 mm
R$100 27 mm 195 mm

Em uma jarra com formato de cilindro reto, com
medidas internas de diametro e altura iguais a
1dm e 2 dm, respectivamente, despeja-se 1,5 L de
agua. Determine a altura do nivel da 4gua na jarra.

|:{ Lembre-se de que 1litro equivaleal dm’. ]

Em um recipiente com formato de cilindro obliquo
com diametro interno de 8 cm, contendo agua ao
nivel de 6 cm de sua altura, submergiu-se um obje-
to e o nivel da agua elevou-se para 8,3 cm. Qual é o
volume desse objeto?

(UFG-GO) Uma inddstria armazena um produto em
cilindros circulares retos com quatro metros de al-
tura e raio da base medindo R metros. Prevendo-se
um aumento na producdo, foram encomendados
outros cilindros de dois tipos, alguns com o mesmo
raio que os originais e a altura aumentada em dois
metros e outros com a mesma altura dos originais
e o0 raio aumentado em dois metros. Sabendo-se
que todos os cilindros encomendados tém o mes-
mo volume, calcule o raio dos cilindros originais.

Em certa obra serdo necessarias 12 fundagbes que
fardo parte de seu alicerce. Cada fundagdo é com-
posta por uma parte com formato cilindrico reto e
outra parte com formato de paralelepipedo retan-
gulo, de acordo com as medidas indicadas abaixo.
Calcule, em metros cibicos, a quantidade de terra
retirada para a construgdo das fundagdes.

Ronaldo Lucena/ASC Imagens

capitulo 3 Corpos redondos

15. O reservatério cilindrico reto de um posto de com-
bustivel é abastecido com uma mangueira que
possui vazdo constante.

®

solo

12m

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) Considerando o tanque inicialmente vazio e sa-
bendo que a vazdo da mangueira que o abastece
é de 10 litros por segundo, qual é o tempo neces-
sario para que ele seja completamente cheio?

E{ Lembre-se de que mil litros equivalem a1 m?. ]

b) Determine qual dos gréficos abaixo melhor repre-
senta a altura do nivel de combustivel em relacao
ao tempo, durante o abastecimento. Justifique.

1)

Nivel
0 Tempo
)
Nivel
0 Tempo
)
Nivel
0 Tempo
V)
Nivel
0 Tempo g
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ACone

Vimos anteriormente as principais caracteristicas dos cilindros. Agora, vamos conhecer
um pouco mais dos cones, outro tipo de corpo redondo.

O cone é determinado por uma figura plana fechada e simples (a sua base) e por um ponto
(o seu vértice) ndo pertencente ao plano que contém essa figura.

Seja o um plano, c um circulo contido em a e P um ponto ndo pertencente a a.. A
reunido de todos os segmentos de reta com um extremo em P e outro em ¢ é deno-
minada cone circular. O circulo c é a base e o ponto P é o vértice desse cone circular.

P

N

[>r No decorrer
deste livro,
a palavra
“cone”
sempre
designara
cone
circular.

Além da base e do vértice, um cone possui 0s seguintes elementos:

eixo _\\

X vértice

geratriz \\‘ \
|t \ base
\. /

* eixo: a reta que passa pelo centro da base e pelo vértice do cone.

* geratriz: qualquer segmento de reta com um extremo no vértice e outro na circunferén-
cia da base.

Quando o eixo do cone é perpendicular ao plano da base, o cone é reto. Nesse caso, todas
as geratrizes sao congruentes entre si. Um cone que ndo é reto é denominado obliquo.
Areunido de todas as geratrizes de um cone forma a sua superficie lateral. A base do cone

é uma superficie plana que, junto com sua superficie lateral, forma a superficie total do
cone. A figura abaixo ilustra um cone reto e a planificacdo de sua superficie.

superficie
lateral

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

base

cone reto (2 esquerda)
e a planificagdo de sua
superficie (a direita)
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O cone reto, assim como o cilindro reto, também pode ser denominado cone de revolugao,

pois pode ser descrito pela rotagao de um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um
dos catetos.

-l —

Observe alguns objetos que lembram a superficie lateral de um cone reto.

Kuzma/Shutterstock.com/ID/BR

Mihai Bogdan/Shutterstock.com/ID/BR
Settawat Udom/Shutterstock.com/ID/BR

funil I chapéu vietnamita chapéu de festa infantil

@ Seccoes de um cone

De modo analogo ao cilindro, destacam-se no cone as secgdes transversais e as secgdes
meridianas.

* Uma seccdo transversal de um cone é determinada pela intersec¢ao do cone com um
plano paralelo a sua base.

A seccao transversal de um cone reto pode ser um ponto, quando o plano passa pelo
vértice, ou um circulo.

* Uma seccao meridiana de um cone é determinada por um plano que contém o seu eixo.

As seccoes meridianas de um cone reto sdo triangulos isésceles de altura h e lados 2r, g e
g, sendo h a altura do cone, 2r o diametro da base e g a medida de uma geratriz. Tem-se,
pelo teorema de Pitagoras, a relacao:

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Quando a sec¢do meridiana de um cone reto é um triangulo equilatero, dizemos que o
cone é equilatero.
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@ Area da superficie de um cone reto

Podemos considerar como medidas fundamentais em um cone sua altura (h) e a medida
do raio de sua base (r). Em um cone reto, todas as geratrizes possuem a mesma medida e,
denotando por g a medida de uma delas, tem-se g’ =r’+ h”.

A altura (h) de um cone é definida como a distancia do vértice ao plano da base do cone.
Em um cone reto, a altura coincide com a distancia do vértice ao centro da base.

* A superficie lateral de um cone reto é a reunido das geratrizes, segmentos congruentes.
A planificacdo dessa superficie € um setor circular de raio g com comprimento de arco
igual ao comprimento da circunferéncia da base, ou seja, 2. A area da superficie lateral
de um cone é denominada area lateral (AE). Como a area de um setor circular é direta-
mente proporcional ao comprimento de seu arco, podemos obter a area lateral com a
seguinte regra de trés simples:

g
comprimento area do
do arco setor circular
% 27r A,
é 2mg ’1ng
r o
2mr _ A =1 = A =r= A =A =mrg
2 2 s [/
2mg g g g g

* A base do cone também faz parte de sua superficie. A area da base (Ab) é igual a area
de um circulo de raio r, ou seja:

A =mxr

b
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* A adicdo da area lateral com a area da base resulta na area total (At> da superficie do
cone. Assim, a area total da superficie de um cone reto é dada por:

®Volume de um cone

Anteriormente, relacionamos o volume de um cilindro ao volume de um prisma. Utili-
zando a mesma ideia, relacionaremos o volume de um cone ao volume de uma piramide.

Considere um cone qualguer. Denotemos por h a altura desse cone e por A, a area de sua
base. Para aplicar o Principio de Cavalieri, consideramos uma piramide de altura h e cuja
base também tenha area A,. Suponha que os dois sélidos estejam apoiados no mesmo
plano e considere um plano qualquer paralelo as suas bases que secciona esses s6lidos em
figuras de areas A, e A,, como indicado na imagem abaixo.

area A,

Pode-se demonstrar que tanto o cone como a piramide possuem a propriedade de que

uma secgao paralela a base é semelhante a essa base, com razao de semelhanca L. Assim:
2 2

A =<L> ; £=<L>

A, H A, H

A1 AZ
A A oATA

b b

Logo:

Pelo Principio de Cavalieri, 0 cone e a piramide possuem volumes iguais. Como o volume
e A, h
da piramide é V:T' temos:

O volume de um cone de altura h e area da base A, é dado por:

A -h
V=—_
3

Se o raio da base for igual a r, entdo: h s
Ab §
wJ E
V= wr’h g
3

Qual é a relagao entre o volume de um cone e o volume de um cilindro que possuem
bases com areas iguais e mesma altura?
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ATronco de cone de bases paralelas

De maneira semelhante ao tronco de piramide, o tronco de cone também é obtido apds
ser seccionado por um plano paralelo ao plano que contém sua base.

Para definirmos um tronco de cone de bases paralelas, considere um cone de vértice V,
altura H e cuja base esta contida no plano «. Um plano 3 paralelo ao plano o que secciona o
cone determina um cone menor e outro s6lido que chamamos de tronco de cone.

d

v Assim como
aalturados
cilindros, a
altura de
B base menor um tronco
o do tronco de cone
S H
S de bases
% altura geratriz paralelas
z o do tronco do tronco corresponde
P a distancia
§ base maior entre as
- do tronco | bases.

Em um tronco de cone de bases paralelas, temos:

* a geratriz que corresponde a qualquer segmento contido na geratriz do cone original e
cujas extremidades pertencem as bases do tronco;

* a superficie lateral que corresponde a reunidao das geratrizes do tronco de cone;

* as bases que sao circulos.

Em qualquer tronco de cone de bases paralelas, as geratrizes terao a mesma medida?
Justifique.

® Area da superficie de um tronco de cone de bases paralelas

A area total da superficie de um tronco de cone de bases paralelas pode ser obtida por
meio da adicao da area lateral com a area das bases, isto 6, A, =A,+ A, +A,.

@Volume de um tronco de cone de bases paralelas

O volume de um tronco de cone de bases paralelas pode ser obtido por meio da diferenca

entre o volume do cone original <V0> e o volume do cone obtido ap6s a se¢io (Vm>, isto é:

Assim como nas piramides, a razdo entre o volume do cone obtido apds a seccao
paralela a base e ao volume do cone original é igual ao cubo da razdo entre as alturas, isto é:
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R4.Seja um cone reto cujas medidas do raio da base, da altura e da geratriz sdo, respectivamente,
iguais a r, h e g. Calcule:

a) a area total da superficie do cone, sendor=4meh=3m;

b) a altura h, considerando que a area total da superficie é 27w m?e g = 2r.

a) Como g° = h’ + r?, segue que:
gz=32+42:g=5
Como A, = wr(g 4 r), entao:
A=m-4-(5+ 4)=36m
Portanto, a area total da superficie é 367 m”
b) Como A, = wr(g + r), temos: .
-
274 =A4-r-(2r+r) =227=3-r2=r2=9=r=3
Para determinar h, fazemos:
g=h+ rz:(Zr)2= h+r=h=3P=3-3=h=3V3
Portanto, a altura é 3vV3m.
R5.Um sélido sera gerado pela revolucdo completa do triangulo ABC, em
torno do eixo que contém o segmento AB, conforme representado

ao lado. Calcule a area lateral e o volume aproximado desse sélido
utilizando 7 = 3,14.

Observe que o0 sélido gerado por esta revolucao corresponde
a unido de dois cones de mesmo raio DC =3 cm. Calculando B
as medidas das geratrizes e AC e BC dos cones, obtemos:

(AC) =4 +3 =255 AC=5

(BC) = 2"+ 3 =13=BC~36

llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

A

Sendo A, e A, as areas das superficies laterais dos cones de geratrizes AC e BG, respectivamente,
a area total da superficie desse sdlido é dada por A, + A, Assim:

A =mrg, + mrg,
A=m-3-AC+m-3-BC
A=m-3:-5+m-3-36
A, = 8101

Portanto, a area total da superficie desse sélido é aproximadamente 81,01 cm?,
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Sendo V, e V, os volumes dos cones de geratrizes AC e BC, respectivamente, o volume desse
sélido é dado por V, + V,. Assim:

ar’h wr’h woFodl ool
v=—>1 14 22 + = {5
3 3 3 3 '

Portanto, o volume desse sélido é aproximadamente 56,52 cm’.

R6.Calcule a area lateral da superficie do seguinte tronco de cone reto de bases paralelas.

30 cm

45 cm

Podemos obter a area lateral desse tronco de cone por meio da diferenca entre a area lateral
do cone original e do cone menor obtido apds a seccao. Para isso, considere o triangulo retan-
gulo ABC em que AB, AC e BC correspondem, respectivamente, ao raio da base, a geratriz e a

altura do cone.

Como os triangulos ABC e DEC sdo semelhantes, pois possuem
angulos correspondentes congruentes, segue que:

ﬁ=%:459=309+750=>

= 15g = 750 = g = 50

Assim, a geratriz (G) do cone original mede, em centimetros:

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

G=g+25=50++25=75

Calculando a diferenca entre a area lateral do cone original e
do cone menor obtido ap6s a sec¢do, temos:
A=mRGC—mrg =ar-45-75— - 3050 = 1875w

Portanto, a area lateral desse tronco de cone é 1875% cm?

R7.(Uerj) Um funil, com a forma de cone circular reto, é utilizado na passagem de 6leo para um
recipiente com a forma de cilindro circular reto. O funil e o recipiente possuem a mesma

capacidade. De acordo com o esquema, 0s eixos dos recipientes estao contidos no segmento T0,
perpendicular ao plano horizontal B.

ve)
Uerj/Fac-simile: ID/BR
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Vi 6 _7-3arH_ -2 _2a-7_2a_ Y

Vi mR°H 6-a-R - H 6 - (ZF)Z 247 24 Va ‘

Admita que o funil esteja completamente cheio do éleo a ser escoado para o recipiente cilin-
drico vazio. Durante o escoamento, quando o nivel do 6leo estiver exatamente na metade da

R , . e . =
altura do funll,T, o nivel do 6leo no recipiente cilindrico correspondera ao ponto K na geratriz AB.

A posicao de K, nessa geratriz, € mais bem representada por:
a) K A b) A c) A d) A
K

B B B B

~
llustrages: Uerj/Fac-simile: ID/BR

Vamos resolver essa atividade de duas maneiras.
18 maneira

3

1%
Utilizando a relacao Tm = (%) temos:

° 3
H

— 3
Vo | 2|2 <L> NN 1,
v, H 2 8 mo8
Isso significa que o volume de éleo restante no funil & % de sua capacidade. Logo, o nivel no

reservatério cilindrico corresponde a s da geratriz. Portanto, a alternativa correta é a.

22 maneira

O volume do 6leo escoado equivale ao volume do tronco desse cone.

Seja R o raio do cone de altura H e r o raio do cone de altura %

Observe na figura que os triangulos PTM e PNO, formados pelo raio,

. H
pela geratriz e pela altura dos cones de altura H e B sdo semelhan-

tes, pois possuem angulos correspondentes congruentes.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Com isso, temos: P
R r R _allls
A gl R=2
r H = g " = r
2
Para calcular o volume do éleo escoado, que equivale ao volume do tronco de cone, fazemos:
H
2 mwri—
wRH 2 w (o N, mr’  H _ wrH < 1 ) /mriH
V=V -V = = =—(2r)H - === (4—-—=)=
t ° m 3 3 3 ( ) 3 2 3 2 6

2 %
Seja V_, o volume do cilindro dado por V_, = # pois V= V_.Arazdo V—t corresponde a
cil

razao % na geratriz AB. Assim:

7ar’H

= =

cil

7 7
=—=V ==V
8 8

B
Assim, podemos concluir que V, corresponde a 87,5% de V_, pois V, = lvd, = 875%V , .

Portanto, a alternativa correta é a.
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Atividades

Na resolucao das atividades das paginas 85 e 86 18. Observe os triangulos retangulos.

considere m = 314. )
16. Determine a area total da superficie de cada co-
ne reto representado a seguir. Arredonde os re- Bem
sultados para o inteiro mais préximo, quando
necessario.
a) c) | ]
16 cm
20dm 35dm
i)
15 cm %
30 dm .
12.dm .
b) d) 3 17 cm i
""""" 29dm % 2
; P Calcule a area lateral da superficie dos cones
— Il V@ . ~ ‘A
24 dm ! ‘g obtidos pela rotagdo dos triangulos em torno do
40 dm cateto:

17. (Enem/Inep) Um sinalizador de transito tem o a) maior; b) menor.
formato de um cone circular reto. O sinalizador
precisa ser revestido externamente com adesivo ‘
fluorescente, desde sua base (base do cone) até a
metade de sua altura, para sinalizacdo noturna. O ‘
responsavel pela colocagdo do adesivo precisa
fazer o corte do material de maneira que a forma
do adesivo corresponda exatamente a parte da su-

perficie lateral a ser revestida.

Qual devera ser a forma do adesivo? ‘ A
) d) ‘

19. Uma empresa pretende confeccionar um modelo
de chapéu de aniversario com formato de cone reto,
conforme indicado abaixo.

Ronaldo Lucena/ID/BR

20 cm

>
0

Quantos centimetros quadrados de papel serdo
gastos na producao de 12 desses chapéus, descon-
siderando o desperdicio e a sobreposicdo das
emendas?

b) e)

llustracdes: Enem/Inep/

Fac-simile: ID/BR

20. Determine o volume de cada cone reto.

&
Q.
3

llustragGes: Ronaldo
Lucena/ID/BR
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21.

22

«
0

23.

86

A Catedral Basilica
Menor de Maringa
(PR) tem formato
cénico com 50 m de
didmetro e 124 m de
altura, dos quais 10
m sao de uma cruz
fixada no topo.

Vinicius Tupinamba/Shutterstock.com/ID/BR

Basilica Menor de
Maringa (PR), retratada
em maio de 2014.

Essa catedral é
considerada a mais alta
da Ameérica Latina.

Considerando que essa catedral tenha formato de
um cone reto, determine a area aproximada de sua
superficie lateral.

Desafio \ Uma taca com bojo em forma de cone
reto contém 180 mL de liquido que atinge % de

sua altura. Qual é a capacidade maxima aproximada
dessa taga?

Ronaldo Lucena/ID/BR

(Unesp) Prato da culinaria japonesa, o temaki é um
tipo de sushi na forma de cone, enrolado externa-
mente com nori, uma espécie de folha feita a partir
de algas marinhas, e recheado com arroz, peixe cru,
ovas de peixe, vegetais e uma pasta de maionese e
cebolinha.

Um temaki tipico pode ser representado matema-
ticamente por um cone circular reto em que o
diametro da base mede 8 cm e a altura 10 cm. Sa-
bendo-se que, em um temaki tipico de salmado, o
peixe corresponde a 90% da massa do seu recheio,
que a densidade do salmao é de 0,35 g/cm3, e to-
mando =~ 3, a quantidade aproximada de salmao,
em gramas, nesse temaki, é de

a) 46 c)54
b) 58 d) 50

e)62

capitulo 3 Corpos redondos

24.

25

Considere o instrumento A
musical de percussao com
formato de tronco de cone
reto de bases paralelas.
Para personalizar esse
instrumento, um percur-
sionista pretende revestir
toda a sua superficie
lateral com adesivo.
Quantos metros quadrados
de adesivo serdo necessarios
para personalizar esse
instrumento?

0,7m

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

02m

(UEMG-MG) Um reservatério de &gua, de formato
conico, com raio da tampa circular igual a 8 metros e
altura igual a 9 metros, sera substituido por outro de
forma clbica, de aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatério cbnico completamente
cheio, ao se transferir a d4gua para o reservatério
cubico, a altura do nivel atingida pela agua sera de
(considere =3)

a) 576 m. c) 6,38 m.
b) 4,43 m. d) 874 m.
26. Determine o volume de cada tronco de cone de
bases paralelas.
a) Tronco de cone obliquo.
30cm
15cm
20cm
b) Tronco de cone reto. ¢ ) Tronco de cone reto.
10 cm
1 1
_:____I,\____i____ _
Bem| /N

28 cm

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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MEsfera

Assim como fizemos com o cilindro e o cone, vamos apre-
sentar nesta secdo as principais caracteristicas da esfera e
também um meio para calcular seu volume e a area de sua
superficie.

A forma esférica pode ser identificada em diversas situacoes
do nosso cotidiano, mas é em alguns esportes que talvez ela

receba mais atencao. Na maior parte dos esportes realizada
com uma bola, essa bola lembra a forma esférica.

Africa Studio/Shutterstock.com/ID/BR

Bolas esportivas de diversos modelos.

Seja O um ponto no espago e r um ndmero real positivo. O
conjunto de todos os pontos cuja distancia até O é menor do

0
que ou igual a r é denominado esfera de centro O e raio r. i |
1 1
A superficie esférica de centro O e raio r é o conjunto dos i i
g . N . 2 ] ]
pontos cuja distancia ao ponto O é igual ar. | |
L |

Nessa defini¢ao, podemos imaginar uma superficie esférica como se fosse a “casca” de
uma esfera, porém uma casca sem espessura. Uma esfera é dada por uma superficie esférica
e por todos os pontos de seu interior.

®Volume da esfera

Seja r um numero real positivo. De um cilindro equilatero de altura 2r e raio da base r,
removemos dois cones de altura r e bases congruentes as bases do cilindro, como repre-
sentado na imagem.

o
&
<
=)
<
3
g
g
N 4 r 3
. 7
o
N SR -
N =
7N S
2 N g
. N
P N &
r 2 . p
. N I
2 N X
AR -N ¢
- X
- =
, N @
\ B
[}
1 1
| 1
g '
_—

2 3 3
V=mrt-2r—2. W0y OO 2w
—_— 3 3
volume do —
cilindro volume de um
dos cones

Um fato notavel a respeito desse sélido, como veremos a seguir, € que suas sec¢oes transversais
tém a mesma area de sec¢des de uma esfera de raio r, e isso nos permitird concluir, pelo Principio
de Cavalieri, que o volume da esfera é igual ao volume da anticlepsidra.
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Suponha que os dois sélidos, a anticlepsidra obtida de um cilindro equilatero de altura 2re
raio da base r e a esfera de raio r, estejam apoiados no mesmo plano e considere um plano
paralelo a ele, distando d do centro da esfera.

* A seccdo na anticlepsidra é uma coroa circular limitada
por circunferéncias de raios r e d, logo, sua area é: | /  _sstoeeooooys I
d

A= - 1'rd2:>A1 = w(rz — dz)

A circunferéncia menor da coroa circular tem raio d, pois

o triangulo ABC, com A um ponto da circunferéncia, B o VA
centro da circunferéncia e C o vértice dos cones, é re-
tangulo e isésceles para qualquer plano que dista d do d

centro da esfera, e é paralelo ao plano no qual a esfera e
a anticlepsidra estao apoiadas.

* A seccao na esfera é um circulo de raio x em que, pelo teorema de Pitagoras:

P=xX+d=x=r-d

Assim, a area desse circulo é:

A = ' :>A2='1'r<r2 - dz)

Pelo Principio de Cavalieri, os dois s6lidos possuem volumes iguais. Logo:

O volume de uma esfera de raio r é dado por:

Wb
W

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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@ Area da superficie da esfera

A superficie esférica ndo pode ser planificada, por isso, a determinacdo de sua area requer
argumentos diferentes dos utilizados até o momento.

Suponha que a superficie de uma esfera foi dividida em uma quantidade n muito grande
de superficies menores. Quando essas superficies sio muito pequenas, elas sao aproxi-
madamente planas, de modo que a esfera pode ser dividida em n sélidos parecidos com
piramides com vértices no centro da esfera e altura igual ao raio r.

SeA,A A, .. A saoasareas das nsuperficies menores,entdo A=A +A +A +...+A
é a drea da superficie da esfera.

Considerando que o volume da esfera é igual a soma dos volumes das piramides com

areasdabase A, A, A,, .., A ealturar temos:

4 ; A1r+A2-r+A3r+ +Anr
—qr? = =
3" 3 3 3 3
volume da

soma dos volumes das piramides
esfera

4 B r 4 5 o i

A

Aargumentacao acima, embora informal, pode ser tornada precisa utilizando ferramentas
matematicas que ndo sao apresentadas no Ensino Médio.

® Cunha esférica e fuso esférico

eixo

Um eixo de uma esfera é qualquer reta que passe pelo seu centro.

Assim como o cilindro reto e o cone reto, a esfera também pode ser G
denominada esfera de revolugao, pois é descrita pela rotagao de 360°
(ou 2w rad) de um semicirculo em torno de um eixo, como sugere a
figura abaixo.

N L &

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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» 0 solido determinado por uma rotagao * A rotacao apenas da semicircunferéncia

do semicirculo em um angulo o, com em torno do eixo em um angulo o, com

0° < <360° (ou 0 < a < 2m), é deno- 0°<a<360° (ou 0<a<2m), deter-

minado cunha esférica. mina uma superficie denominada fuso
esférico.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Esse sélido esta contido em uma esfera e Essa superficie esta contida na superficie
seu volume é diretamente proporcional a de uma esfera e sua area é diretamente
medida do angulo a. proporcional a medida do angulo a.
R8.Seja uma esfera de raio r. Considerando = 3,14, R9.Uma esfera de raio r sera obtida a partir da re-
determine: volugao de um semicirculo limitado por uma

semicircunferéncia de medida c¢= 6, como

\ mostra a figura abaixo. Calcule a area da super-
b) a &rea da superficie para o caso em que r=2m; ficie e o volume dessa esfera.

a) o volume para o caso em que r =3 m;

c)a éarea da superficie se o seu volume for
23047 m’.

a) Sabemos que V = %fn’ﬁ Entdo:

V=%-1‘r-332113,04

.
N

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

2

Portanto, o volume é aproximadamente |
113,04 m°.

b) Como A = 4mr? temos:

A=4-m-2"=5024

A medida c equivale a metade do comprimento
Portanto, a area da superficie é aproximada- de uma circunferéncia de raio r. Assim:

mente 50,24 m?. c=%:6zf=;n‘r:r=6

S :
¢) Sendo V = ENE calculamos: Para calcular a area da superficie, fazemos:

= = . 2 =
23047‘(:i7‘,r3:”3:w:r:12 A=4nmP =47 -6 =1447
3 Portanto, a area da superficie é 144w U’.

— 2 R ~c
LB 41 = 4t ENEELE Sabendo que V= %ﬂﬂj, fazemos:

A=4-7-12'=180864
Portanto, a area da superficie é aproximada-
mente 1808,64 m?. Portanto, o volume dessa esfera é 288w u°.

V=%w-63=288frr
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R10.Determine o volume da cunha esférica e a area Vv grreeee e 3

do fuso esférico destacados na figura abai R s (A il
o fuso esférico destacados na figura abaixo. 4. 360 Ve = 570~
3
Substituindo a por 30 e r por 5, temos:
30-m-5
v, =—""T"2 _1389g
cunha 270

Portanto, o volume dessa cunha esférica é
aproximadamente 13,891 cm?.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Para calcular a area do fuso esférico, fazemos:

area da superficie | angulo em graus

Afuso @
Como o volume da cunha esférica e a area do fuso
esférico sao diretamente proporcionais a medida 4rr? 360
do angulo que os determinam, podemos obté-los ‘

! 9
utilizando uma regra de trés simples. Assim, para Atiso o :>§A _ omr’:
calcular o volume da cunha esférica, fazemos: 47r? 360 fiso g0

Substituindo a por 30 e r por 5, temos:

volume angulo em graus 2

30-m:-5

A= =833
cunha @ 90
; Portanto, a area desse fuso esférico é aproxima-
3™ 360 damente 8,33 cm?
Atividades

............................................................................... ‘ 29. Calcule a area da superficie das esferas obtidas pe-
Na resolugao das atividades das la rotagdo dos semicirculos em torno de seus eixos,

paglnas 91 e 92 considere 7 = 3]14. conforme indicado.
27. Determine a area da superficie e o volume de cada a) d> b)
sélido. T~ .
14 \ g
a) C) k///C[D,_\ 6dm g

[}

llustragbes: Ronaldo

‘ ’ 4.dm

30. Seja uma esfera de centro O seccionada por um

10
cm plano o, com os segmentos 0Q e PQ medindo 15 u
esfera um quarto de esfera e 8 u, respectivamente.
b) d) «
16,5 cm E g
12cm = <
metade de uma esfera metade de uma esfera L, . . =
a) Qual é a area do circulo obtido com a sec¢do do
. . ! ?
28. Quantas unidades deve ter a medida do raio de plano a
uma esfera para que numericamente seu volume b) Qual é a medida do raio da esfera de centro 0?
seja igual a area de sua superficie? ¢) Qual é o volume aproximado dessa esfera?
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%

a0
3 ¥

32

92

Desafio \ Analise as sentencas abaixo.

I') A funcdo que relaciona o raio de medida x
com a area da superficie da esfera pode ser

representada geometricamente por:

y

e (CFEDEY)
12F

10+
g4
6+
a4
24

210

o O U

o+
w +

) A funcdo que relaciona o raio de medida x

com o volume da esfera pode ser representa-
da geometricamente por:

(1;4,19)

B I B

h)..

oo

~+4+
X

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

) Ao rotacionar um semicirculo em torno de
um eixo nem sempre obtemos uma esfera.

Iv) O volume de um cilindro equilatero de raio da
base medindo x é igual a soma dos volumes
de um cone de raio medindo x e altura me-
dindo 2x e uma esfera de raio medindo x.

Dessas sentengas é correto afirmar que:

a) apenas | e Il estdo corretas.

b) apenas Il e Il estdo corretas.

) apenas Il e IV estdo corretas.

d) todas estdo corretas.

e) nenhuma alternativa esta correta.

(EsPCEx-SP) Considere que uma laranja tem a for-
ma de uma esfera de raio 4 cm, composta de 12
gomos exatamente iguais. A superficie total de
cada gomo mede:

An e
a) —cm? c)——cm? e) 4’ cm?
3 3
3 2
b) 4Tﬂcm2 d) 4Tﬂﬁcm2

capitulo 3 Corpos redondos

33.

34.

35

36.

37.

«
-

38.

(Udesc) Uma bola esférica é composta por 24 faixas
iguais, como indica a figura.

Udesc/Fac-simile: ID/BR

Sabendo-se que o volume da bola é 2304wcm?

entdo a area da superficie de cada faixa é de:
c)28mwcm? e) 25w cm?

d) 27w cm?

a) 201 cm?
b) 24w cm?

Considere uma esfera dividida em oito cunhas
esféricas congruentes.

a) Qual é o angulo central de cada uma dessas
oito cunhas esféricas?

b) Seis dessas cunhas esféricas representam
quantos por cento da esfera?

Considere duas esferas A e B em que a area da
superficie de A corresponde a oitava parte da area
da superficie de B. Se o diametro da esfera B mede
4'm, entdo quanto deve medir o raio da esfera A?

Um plano a secciona uma esfera gerando um circulo
com perimetro igual a 6 dm. Se o raio dessa esfera
mede 5 dm, qual é a distancia do centro da esfera ao
centro do circulo obtido com a sec¢ao do plano «?

Desafio \ Uma esfera de madeira, com densidade
d = 0,65 g/cm’ flutua na 4gua, que tem den-

madeira

sidade d

agua
madeira, com 15 cm de raio, for inserida em um
tanque com agua, qual deve ser o volume da parte
da esfera que nao ficara imersa na agua?

=1g/cm’. Se uma esfera desse tipo de

» Arazdo entre o volume imerso da esfera e o volume total
da esfera é igual a razao entre a densidade da madeirae a
densidade da agua.

Um silo, como o apresentado
ao lado, tem 5 metros de raio
e 25 metros de altura. Qual
¢ o volume maximo de
armazenamento desse silo?

15m

Silo: reservatério fechado préprio
para o armazenamento de materiais, 8
i =)
como graos, cereais, cimento, etc. =
2
| - - - -5 g
E|
5m 3
2
_______ &

N&o escreva no livro



Verificando rota @

1. O que significa dizer que dois pontos distintos do espacgo sao sempre colineares?

2. Duas retas coincidentes sdo paralelas? Por qué? k&l @

3. Justifique por que a sombra da bola gerada pelos raios luminosos
obliquos de uma lanterna, representada na imagem ao lado, ndo
caracteriza uma projecao ortogonal.

4. Para calcular a distancia entre uma reta e um plano paralelo a
ela pode-se considerar qualquer ponto pertencente a reta e
ndo necessariamente um ponto especifico. Por que é indife-
rente o ponto que utilizamos para calcular essa distancia?

! g

Ronaldo Lucena/ID/BR

5. Os poliedros podem ser classificados apenas como prismas ou piramides? Justifique.

6. Se um poliedro é convexo, entdo ele satisfaz a relagdo de Euler? Todo poliedro que satisfaz a
relacdo de Euler é convexo?

7. Quais condi¢des um poliedro deve satisfazer para que seja considerado um poliedro de Platdo?
8. Explique com suas palavras o Principio de Cavalieri.

9. Identifique qual dos sélidos abaixo ndo pode ser considerado um cilindro. Justifique sua
resposta.

1) ) )

/

llustrag6es: Ronaldo
Lucena/ID/BR

10. Quais devem ser as dimensdes de um retangulo para que o cilindro de revolucdo gerado pela
rotacdo desse retangulo em torno do eixo horizontal gere um cilindro equilatero?

Ronaldo Lucena/ID/BR

eixo

11. Por que podemos garantir que os dois cones ao lado possuem
volumes iguais?

12. Qual é a diferenca entre cunha esférica e fuso esférico?

13. Qual dos corpos redondos estudados no capitulo 3 possui superfi-
cie que ndo pode ser planificada? e

Ronaldo Lucena/ID/BR

14. A pagina de abertura da unidade 1 apresentou a Biosfera de Montreal como assunto inicial,
informando que essa estrutura lembra um poliedro regular formado por faces triangulares.
Qual dos contetdos trabalhados nesta unidade se relaciona com esse tema?
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Ampliando
fronteiras

/ " laminas
(DU EnEEE
finas

Impressao 3D =@ oS

Provavelmente, na sua escola ha um computador
ligado a uma impressora comum. De certo modo, o
procedimento de impressao 3D, também conheci-
da como prototipagem rapida, ocorre de maneira
semelhante ao da impressao tradicional. No entan-
to, em vez de aplicar tinta em uma superficie plana
de papel, aplicam-se sucessivas camadas de um
fio de plastico quente em uma superficie também
plana. A peca final é criada quando se aquece e se
junta todas as camadas.

Veja como a extensdo de sua utilidade é incrivel.

Criagao de um modelo 3D no computador.

(— ]
cabecote de A
impressao

0 equipamento ndo é novidade na inddstria, I
mas para o consumidor comum, se antes custava
algumas dezenas de milhares de délares, hoje é
possivel adquirir um modelo por pouco mais de
mil délares, prevendo que sera um item comum : -
no futuro, como a impressora tradicional. = =R F e e S
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Ja ndo é novidade: Esta com fome?: Uma empresa criou

E possivel criar uma impressora 3D abastecida com
de brinquedos massa, molho e outros ingredientes
e bonecos a para produzir pizza.

equipamentos

industriais.

plastico
aquecido

Ultrassom é coisa do passado: Partes do corpo: Replicavel: Vocé pode
Empresas oferecem um modelo Médicos estdo imprimir até outra

do bebé para os pais que construindo impressora 3D com
desejam ter uma nogdo exata 05505 e prateses. uma impressora 3D.

do filho ainda em gestacao.

23 Agora que vocé conhece um pouco da impressio
3D, ao observar um objeto ou uma peca vocé
consegue imaginar como seria o processo de
impressao 3D dela? Descreva com suas palavras
esse processo.

[} cada imagem representa uma sequéncia de algu-
mas das camadas sucessivas de um sélido obtido
por impressao 3D, em forma de uma figura
geométrica espacial, apoiado sobre a sua base.
Identifique quais sdo as figuras geométricas espa-
ciais resultantes dessas sobreposicdes de camadas.

filamentos

Alexandre Koyama/ASC Imagens

llustragées: Ronaldo Lucena/ID/BR
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THIGEGE

a capitulo 4
Ponto e reta

a capitulo 5

- Conicas

T

a ‘

A ponte Juscelino Kubitschek, projetada pelo arquiteto Alexandre Chan e inaugurada
em 15 de dezembro de 2002, foi construida sobre o lago Paranoa em Brasilia. Em 2003,
foi considerada a mais bonita do mundo pela Sociedade de Engenharia do Estado
da Pennsylvania, Estados Unidos. Com 1200 m de extensao, os trés arcos que possui,
construidos com concreto e metal, sao seus principais elementos de sustentacdo. Esses
arcos sugerem a trajetdria de uma pedra quicando o espelho de agua e tém o formato de
pardbola, uma das secgdes conicas que serd estudada nesta unidade.

96 N&o escreva no livro.




Nesta unidade, vocé vera como calcular a
distancia entre dois pontos e as coordenadas do
ponto médio de um segmento e do baricentro de
um triangulo. Também ird estudar algumas sec¢des

conicas.

N&o escreva no livro.




4 Ponto e reta

A Geometria analitica € uma area da Matematica que possibilita tratar algebricamente
conceitos e propriedades geométricas, e interpretar geometricamente relagdes entre nimeros
reais. Nos volumes anteriores desta colecdo, foram abordados alguns tépicos relacionados
a Geometria analitica, como o sistema cartesiano ortogonal de coordenadas e o estudo da
reta no volume 1 e determinantes no volume 2. Neste capitulo, serdo retomados alguns
conceitos estudados anteriormente e outros serao apresentados.

o
=

E
Q.
(4]
()

MPlano cartesiano ortogonal

Vocé ja deve ter visto que a notacao (a, b) indica um par ordenado de nimeros reais a e b,
que surge como as coordenadas de um ponto P em um plano ao se fixar um par de eixos orto-
gonais Ox e Oy que se intersectam no ponto O, chamado origem.

Em Geometria analitica, os eixos sao obrigatoriamente graduados na mesma unidade.

Na representacdo abaixo, os nimeros a e b sao as coordenadas cartesianas de P, em que
a é a abscissa e b é a ordenada. Para obtermos os niimeros a e b, tracamos por P retas
perpendiculares aos eixos Ox e Oy, respectivamente.

y

> Lembre-se de que dois
pares ordenados de P
ndmeros reais sao iguais
se, e somente se, suas
respectivas coordenadas
forem iguais.

(¢
OF e

Um ponto no plano cartesiano pode estar localizado em um dos quatro quadrantes,
sobre um dos eixos, ou ainda sobre ambos os eixos, quando coincide com a origem do

plano cartesiano 0(0,0).

y
22 quadrante 12 quadrante
A?- __________ 34
1
1
| 27---*D
1 1
i i
i L i e 4
i B P
-4 -3 -2 -1 0] 1 2 3 4 x &
CO—-—— 14 i g
! 3
R el LYo £
3° quadrante —3¢F 4° quadrante g
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* A(—3,3) pertence ao segundo quadrante.

* B(—1, O) pertence ao eixo Ox.

° ((—2, —1) pertence ao terceiro quadrante.

> Como as coordenadas do ponto O,
origem dos eixos ortogonais, é (0, 0),
indicaremos esse ponto com o nimero
zero nas imagens de sistemas de eixos

°E ortogonais seguintes.

2,1) pertence ao primeiro quadrante.

* F(O, —3) pertence ao eixo Oy.

(
(
(
« D(1,2) pertence ao primeiro quadrante.
(
(
. G(

4, —2) pertence ao quarto quadrante.

@ Distancia entre dois pontos

No capitulo 1deste volume, a distancia entre dois pontos distintos A e B foi definida como
a medida do segmento de reta cujas extremidades sdo os pontos A e B. Essa distancia foi
denotada por d(A, B) ou AB.

Observe como podemos calcular a distancia entre os pontos A e B, em que as ordenadas
ou as abscissas sao iguais.

* Ordenadas iguais. * Abscissas iguais.
y
y
3..
A(3,2)
31  AB=[5-2|=3 28 *
RS o — 3 1 i
R 'B(5,2) | AB=[2—(~1)]=3
4 ! ! H——
! L\ _10____]___2__31 4 5 6 X
0]l 1 2 3 4 5 6 X Ll B(3,—1)
A distancia entre dois pontos com mesma A distancia entre dois pontos com mesma
ordenadaA(xA,y) e B(XB,y) é dada abscissaA(x,yA> e B(x,yB) é dada
por|xB—xA|. por‘yB—yA|.

Neste outro exemplo, os pontos A e B possuem abscissas e ordenadas respectivamente
diferentes e para calcular a distancia entre eles consideramos um terceiro ponto C, forman-
do o triangulo BCA, retangulo em C.

y
5..
A(2,4)

4- 1

i
T | AC=|a-1=3
2T ! s
T 15(6, 1) :
0l 1 2 3 45 6 7 X g

_
BC=|6—-2|=4
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Como a distancia entre os pontos A e B corresponde a medida da hipotenusa do triangulo
retangulo BCA, calculamos AB utilizando o teorema de Pitagoras.

(AB) = (AC) + (BC)

(AB) =3"+ 4’

(AB) =25
AB=V25=AB=5

Dados dois pontos arbitrarios A(XA,yA) e B(xB,yB), tem-se:

2 2 2
(AB) z‘xB - XA‘ +|yB —yA‘
B(xg ¥s)
2 2 2 o 8B
(AB) =<XB—XA> +<y8—yA> ° !
............................................................................. , A ! [BC=lyg —Val
2 2 : XA:yA J'_:
— H Yo"~ -4 §
AB (XB—XA) + (yB—yA) : 1C(Xy0Y,) s
0 xlA xlB X ;E
[{Para qualquer k ER, tem-se | k> = k’. ] Jra— B
B Al

5 5v3 o 2 g e

R1.Mostre que os pontos A > =5 B(0,0) e €(5,0) sdo os vértices de um tridngulo

equilatero.
ugﬁn
y
T A
2 |
0 5 T
2

Para mostrar que o triangulo ABC é equilatero, devemos concluir que AB = BC = AC. Para isso,

fazemos:
2 \/—2
5 5V3
Mm=A{llo-2)+[0-2>)|=5
(0-3) (o~ 2]
BC=[|5—0/=5

=3+ (o5

Portanto, o triangulo ABC é equilatero, pois AB = BC = AC = 5.

5
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R2.Considere 0s pontos A(XA,yA> e B(XB,yB) pertencentes ao primeiro quadrante e seja d a
distancia entre eles. Determine o(s) valor(es) de x nos casos seguintes:

a)A(3,8)B(3, x)ed=4.
b) A(x, 1), B(%, 2x> ed=3V5.

c)A(x,x —2),B(3,4)ed=3.

a) Como A e B possuem a mesma abscissa 3, neste caso, a distancia d entre eles é dada por
d= ‘ys = yA‘.

Logo:
x—8=4=x =12

d=4=ly, — =4=|x—8/=4
|yB yA| | | ~(x—8)=4=x,=4
Portanto, concluimos que x =4 ou x =12 e que ambos sdo solucdo para este caso, pois
4>0e12>0.
2

2
b) (35) (%—x) +(2x—1)2=>9-5=%—x+x2+4x2—4x+1:

S 45=5¢—5x+ 2 S —x— -2 =0
4 4
Resolvendo essa dltima equagao, concluimos que x = % oux = —%. Como A e B estao no

L \ ) ) U -
primeiro quadrante, isto é, x > 0, verificamos que apenas x = - @ solucdo para este caso.

6 —x 5
)3 = (3—x)2+[4—(x—2)} SF=8—-6x+x+36—-12x+xX¥=

=2 —18x+36=0=x*—9%x+18=0

Resolvendo essa Gltima equacdo, concluimos que x = 3 ou x = 6 e que ambos sdo solucdo
para este caso, pois6>0e 3>0.

1. Determine a abscissa e a ordenada de cada ponto 2. No caderno, indique em um plano cartesiano orto-
indicado no plano cartesiano. gonal cada um dos pontos abaixo.
y a) E(7,1) d) M(6,0) g)J(—4,—6)
6..
4 X b) F(4,6) e) P(0,6) h) N(2,-2)
i : . _
NI i ) 0(7.—-1) f)H(-7,1)
21 !
Byl | 3. Determine os possiveis valores reais de p sabendo
S R c
g —6—|5—4—'3—z—:110__ 1: 234567 X que o ponto M<?p —6,8p + 20> pertence ao:
L b
3 pb = 3t a) 1 quadrante. ¢) 32 quadrante.
E —44F
S b) 2° quadrante. d) 4° quadrante.
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102

. Dados os pontos A(—3,2) B(2,2) ¢(-3,-3)

O segmento AB tem pontos localizados no 22 e no
32 quadrante, o segmento BC tem pontos no 1° e
no 2° quadrante, e o segmento AC, no 12 e no 3°
quadrante. A que quadrante pertence cada um dos
pontos A, Be (?

. Na figura abaixo, temos o losango PQRS com

P(3a — 8,1) Q<%—6,4), R(15¢c +12,1) e

S(3d + 34, —2). Calcule o produto abcd.

Ronaldo Lucena/ID/BR

()

D(2, —3), verifique se os segmentos:
a) ABe (Dsdo congruentes;
b) BCe AD sdo congruentes;

* Podemos dizer que os pontos A, B, C e D sao vér-
tices de um paralelogramo? Justifique no caderno.

. Dados os pontos P(15,40), 0(—20,15) e R(15,=10),

podemos dizer que eles sao vértices de um triangulo
isdsceles? Por qué?

> Um triangulo isésceles
possui pelo menos dois
lados com medidas iguais.

. Nos itens abaixo, sao dadas as coordenadas dos

vértices de um triangulo ABC. Calcule a distancia
aproximadade AaB,deBaCedeAaC Emseguida,
determine se o triangulo é escaleno ou nao.

a) A(8,8) B(2,1)e C(14,1)

> Um triangulo
escaleno tem
os trés lados
com medidas
diferentes.

b) A(3, —4), B(—1,4) e ((4,12)
¢) A(2,0),B(8,0)e (5, V27
(

d) A(=3,-2), B(—6,0)e (2, —2)

. Se um ponto A esta no eixo Oy e equidista de B(7, —3)

e ((—7,9), entdo, o ponto A tem coordenadas:

a) (3,0) ) (0,3) e) (2,2)
b) (0,2) d) (2,1)

capitulo 4 Ponto e reta

10.

1.

12.

Nos itens abaixo, determinem o valor das incégni-
tas conhecendo as coordenadas dos pontos e a
distancia entre eles.

a)A(3,6p —5) B(4, —5)e d(A B)=15

b) A(2a + 3,8), B(10,3) e d(A, B)= V74
) A(42,3n +14), B(28,14) e d(A, B) =16

Em grupo \ (UFMC) Os pontos A = (0, 3),B = (4, 0)
eC= (a, b) sdo vértices de um triangulo equilatero
no plano cartesiano.

Considerando-se essa situacdo, ¢ CORRETO afirmar
que

a)bZ%a.

b)b:% —%
c)b=%a+3.
d)bzéa—%.

(Fatec-SP) No plano cartesiano da figura, considere
que as escalas nos dois eixos coordenados sao
iguais e que a unidade de medida linear é 1 cm.
Nele, esta representada parte de uma linha poligonal
que comeca no ponto P(0,3) e, mantendo-se o
mesmo padrao, termina em um ponto Q.

y

o
g
! a
2f---t-t
I &
2
U 5
I ] k=1
F

o 1 2

X

Na figura, a linha poligonal é formada por segmentos
de reta

° que sdo paralelos aos eixos coordenados e

* cujas extremidades tém coordenadas inteiras ndo
negativas.

Sabendo que o comprimento da linha poligonal,

do ponto P até o ponto @, é igual a 94 cm, as

coordenadas do ponto Q sao

a) (25,2) d) (33,1)
b) (28,1) e) (34,2)
c)(32,1)
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@ Coordenadas do ponto médio de um segmento

Para auxiliar na fiscalizacdo de certa rodovia, a administradora de um trecho adotou um
sistema de coordenadas cartesianas.

Na tentativa de diminuir a velocidade de trafego na parte reta, sera instalado um radar que
registra a velocidade, em um local que esteja a mesma distancia do inicio e do final desse
trecho reto da rodovia. Quais as coordenadas do ponto em que o radar deve ser instalado?

O trecho

da rodovia

v S S fiscalizado esta
representado
por AB.

R TR 38

o
JE
Ne)

x

Para responder a essa pergunta, precisamos determinar as coordenadas do ponto médio
de AB.Vamos considerar inicialmente um segmento de reta qualquer com extremidades em

AeBem queA(xA,yA> e B(XB,yB) sao distintos e M(XM,yM> é o ponto médio de AB. Conside-
rando os pontos P(XM,yA) e O(XB,yM > temos os triangulos retangulos APM e MQB com hipo-
tenusasAM e MB de mesma medida, pois M é o ponto médio de AB, e temos os angulos agudos
PAM e OMB congruentes, porque AP e MQ sdo paralelos. Logo, pelo caso lado angulo angulo

oposto (LAA ), os triangulos APM e MOB s3o congruentes.

y
Ve - B__ .
Y5 ™ Yu %
Yu M 'TQ %
Yy~ Ya E
yA- A 'T I___ g
! P !
0 >€A ><'M >'<B X Xy~ X,y Xg = Xy b
Desse modo, segue que AP = MQ e PM = (B.
AP =MQ PM = 0B
Xy~ X = Xg T Xy Yu=Ya=Ve Yy
2x, =X, + X, Y, =V, ty,
_ XA + XB .yA +-yB
2 M 2
— X, tXx, y,ty
Portanto, o ponto médio de AB é M( A 5 g A 5 g ) em que A(xA,yA) e B(xB,yB).
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Retomando a situagao da rodovia, as coordenadas do ponto em que o radar deve ser
instalado podem ser determinadas fazendo:

o x :XA+XB:1+9:
M 2 2

yA+yB: 6+2:

2 2 e

5 y

.yM:

A Y § N

i I ——

Assim, o radar deve ser instalado no ponto M(5, 4).

@ Coordenadas do baricentro de um triangulo

Para entendermos o que é o baricentro de um triangulo, precisamos lembrar o que é a
mediana de um triangulo.

Mediana de um triangulo é um segmento de reta cujas extremidades
sao um dos vértices do triangulo e o ponto médio do lado oposto a ele.

Alinterseccdo das medianas de um triangulo determina um ponto nomeado de baricentro
do triangulo. E possivel demonstrar que o baricentro divide cada mediana em dois segmentos,
cujas medidas estdo na razdo de 2:1,isto é, 0 segmento que tem uma extremidade no vértice
do triangulo mede o dobro do outro segmento.

Baricentro: G
Medianas: AF,BD e CE
AG=2-GF,BG=2-CDe(CG=2"-CGE

llustragées: Ronaldo Lucena/ID/BR

ASC Imagens

O baricentro corresponde ao ponto de equilibrio ou centro de
gravidade de um triangulo. Ao compor a representacao de um
tridngulo em um papelao, recortar, determinar seu baricentro,
passar pelo baricentro um barbante e suspendé-lo, a representacao
triangular se mantera em equilibrio.

Eduardo dos Santos/
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Dados trés pontos A(xA,yA), B(xB,yB) e C(xc,yt) nao alinhados no plano cartesiano,

vamos determinar as coordenadas do baricentro G, do triangulo ABC.

y

Ve 1

Yat--
Ve

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

X, +Xx, y,ty
Como M é o ponto médio do segmento AB, temos M( A g A g ) isto §,

202

XA + XB yA + _yB . - _ . .
xsz ey,= > .Da mediana CM temos CG=2-CM e, a partir dessa igualdade,
podemos obter as relagbes x, — X, = 2()(G — XM> ey, — Y. = 2<yM —yc).

Desse modo, segue que:

cx = x,=2(x, — x,) Ve Ye= 20 )
X, — X, = 2X, — 2X,, Vo= Y=,
X, X, Y, Ty
3x, =X, +x,+ X, We=VatVety,
X, t X, + X, _yA+-yB+-yC
Xczf : Vo™ 3

Portanto, as coordenadas do baricentro G(xc, yc) de um triangulo ABC,em que A(xA, yA>,

X, tx,+x + +
B<XB:J/B)EC(XC,yC>,édadaporG< AT X T X VAT YTV )

3 ' 3

R3.Sejam A(xA,yA> e B(XB,yB). Calcule as coordenadas do ponto médio M do segmento AB nos

casos abaixo:

a)A(52)eB(7,9) b) A(g, b)e B(—a, —b)

Seja M(xM,yM>. Para calcular x,, e y,,, em cada caso, fazemos:

5+7 2+9 11

a—a b—»b
a)x, = > =6ey, = s b) x,, = > =0ey, = > =0
Portanto, M<6,%>. Portanto, M(0, 0).
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R4.Considere o triangulo equildtero ABC no plano ﬁf \b/ T;f
cartesiano, com A(g,0), ((¢,0), em quea<0e Y, +Vv, +y. 5
c>0e G(O, \@) é 0 seu baricentro. Determine ) b

—_— \/§
as coordenadas dos pontos A, Be C. 3
b=3V3

Como o triangulo ABC é equilatero, temos
AC = BC. Com isso, segue que:

y
Bl |c—a|=\/(c—0)2+(0—b)2:>
:|c - (—c)‘ =V +b'=
0. ¥3) - (3v3)
¥ $ é 2 LL;J—/
A@o) 0 Clc,0) X % =pd =+t
Observe que B(O,yﬁ) De acordo com o baricen- = AA=C2+27=3¢=27=>
tro, temos: ==9=c=3
a 0 C 3
(RSN =
X, T X T X, Como a = —c , temos ainda que a = —3.
———————=0=adfF ¢=0=a=—c
3 Logo, A(-3,0),8(0,3V3) e ((3,0)

R5.Sejam AB, BC e AC os lados de um tridngulo ABC cujos pontos médios sdo, respectivamente, M,, M, e M, .
Mostre que os triangulos ABC e M, M, M, possuem o mesmo baricentro.

Sendo A(XA, yA>, B(xB, yB) e C(XC, yc), os pontos médios M,, M, e M, sdo:

1

_ XA+XB yA—i—yB . XB+XC yB+yC Ve xA+xC yA-i-yC
2 2 % 2 2 2 2 2

Considere G e H os baricentros dos tridngulos ABC e M\M,M,, respectivamente. Para mostrar que H =,
fazemos:

H_(XM1+XM2+XM3 yMW+yM2+yM3>
B 3 ’ 3

XA+XB XB+XC+XA+XC yA+yB+yB+yC yA-I—yC
. 2 2 2 2 2 2
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Atividades

13.

14.

15.

16.

17.

Determine no caderno as coordenadas do ponto
médio do segmento de reta cujas extremidades
sdo os dois pontos dados em cada item.

a) A(—6,7)e B(—6,1)

b) C(5,—12)e D(S, —2)

c)E<O,%>eF<4,%>

Para cada triangulo, determine no caderno o
comprimento da mediana em relagdao ao lado
destacado em vermelho.

y

O
>

|
w
Ronaldo Lucena/ID/BR

Dados os vértices de um triangulo ABC, determine
no caderno as coordenadas do seu baricentro.

a) A(0,—3),B(—=7,—1)e ((-2,2)

b) A(—2,5),B(1,8)e C(1,5)

c)A<5,%>, B<8, —%) e C(l,—4)

(UEA-AM) Sejam A(3,1) e B(5,1) dois pontos do
plano cartesiano. Nesse plano, o segmento AC é
obtido do segmento AB por rotacdao de 90° no
sentido anti-horario. As coordenadas do ponto
médio de BC sao
a) (4,3)

b) (4,1)

c)(4,2)
d) (3,3)

e) (32)

Em um tridngulo ABC, é dado que N(—1, —2) é o
ponto médio do lado AC, C(—2, 0) é um dos vértices
e G(—2, —2) é o baricentro. Determine as coordena-
das dos vértices Ae B.

Nao escreva no livro.

18. Dada uma circunferéncia no plano cartesiano e os

pontos A e B, determine as coordenadas do centro
da circunferéncia sabendo que o segmento AB é
um diametro.

y

Ronaldo Lucena/ID/BR

19. Observe a representacdo do triangulo ABC no plano

cartesiano em que P, Q e R sao os pontos médios dos
lados BC ACe AB, respectivamente, do triangulo.

y

44

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) Determine o comprimento da mediana AP.

b) Seja G o baricentro do tridngulo. Quais as coorde-
nadas desse ponto?

c) Considerando as distancias do baricentro ao
vértice A e ao ponto P, calcule as razdes entre

cada uma dessas medidas e o comprimento da
mediana AP, ou seja AC , 6P
' " AP AP
d) Realize os mesmos procedimentos dos itensaec
para obter as medidas das outras medianas
e calcular as razdes em relacao a elas, isto &,
BG G G, GR
BO' BQ' (R ~ (R’

20. Seja um triangulo ABC. Sabendo que o lado BC me-

de 7 cm, seu baricentro é G(—2,—2) e o vértice A
tem coordenadas (—6,1), determine:

a) as coordenadas do ponto médio do lado BC;

b) o comprimento da mediana com uma das extre-
midades no vértice A;

¢) as coordenadas dos vértices Be C, sabendo que B
pertence ao eixo OXx.
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No estudo da funcdo afim, vimos que sua representa¢ao grafica no plano cartesiano
corresponde a uma reta nao perpendicular ao eixo das abscissas, isto é, ndo vertical.

Conhecendo as coordenadas de dois pontos distintos de uma reta, é possivel representa-la
no plano cartesiano, porque dois pontos distintos determinam uma Unica reta. Por exemplo,
dados os pontos A(—Z,S) e B(4,1), podemos obter sua representa¢ao no plano cartesiano
indicando os pontos A e B e areta r que passa por eles.

A representacdo grafica de toda fungao afim corresponde a uma reta, mas toda reta
corresponde a representacgao grafica de uma funcdo afim? Justifique.

Existem outros meios para determinar uma reta no plano cartesiano, conhecendo um de
seus pontos e o angulo formado com um dos eixos ortogonais. Por exemplo, a reta s passa pelo
ponto C(2,0) e forma um angulo de medida 30° com o eixo das abscissas, medido no sentido
anti-horario a partir de um ponto do eixo das abscissas a direita de C.

y

> No grafico de fungdes, os eixos
nao precisam ser necessariamente
graduados com a mesma unidade,

0 /2 X pois geralmente as funcdes

relacionam grandezas de naturezas
/ diferentes.

Considere no plano cartesiano uma reta r, que intersecta o eixo das abscissas em um ponto P
e forma com esse eixo um angulo de medida «, medido no sentido anti-horario a partir de um
ponto do eixo das abscissas a direita de P. A medida « € nomeada inclinagao da retar.

O ndmero real m que expressa a tangente trigonométrica do angulo de inclinacao a de
uma reta r,m =tg o, € chamado coeficiente angular ou declividade dessa reta.

y y r y

[¢)
o Lo p " \
0/ X of . X 0 P x

Se 0° < o < 90° entiio, Se a= 90 ,atangente.nao esta
_ definida. Nesse caso, dizemos que
m=tga>0. - -
rnao tem coeficiente angular.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Se 90° < o < 180°, entao,
m=tga <O0.
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Para o caso em que a reta r é horizontal, dizemos que sua inclinacdo é zero.
Sea=0°%entdom=tga=tg0°=0.

Logo, uma reta r representada no plano cartesiano tem inclinacao de medida «, tal que
0°=a<180°.

Lembre-se de que a tangente de arcos com extremidades no 1° ou no 3° quadrante é
positiva. Ja a tangente de arcos com extremidades no 22 ou no 4° quadrante é negativa.

Também podemos determinar o coeficiente angular de uma reta a partir das coordenadas
de dois de seus pontos. Mas, como para o = 0° o coeficiente angular é zero e para a = 90° nao
ha coeficiente angular,vamos analisar os casos em que 0° <a < 90° e 90° <« < 180°. Para isso,

considere uma reta r determinada por dois pontos distintos A(xA,yA) e B(XB,yB) e o0 ponto
C(xB,yA ) Em relacdo ao triangulo ACB, retangulo em C, temos as seguintes possibilidades:

°0°<a<90°

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Xg = Xa
_ BC > Note que a tangente foi
tga—f determinada como sendo a
razao entre o cateto oposto e
tga= Ve =Y, o cateto adjacente ao angulo
Xy = X, a do triangulo retangulo ACB.

N&o escreva no livro.
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*90° < a < 180°

Ye—
X
)
[{ Observe que
o _ BC —
tg (180° — o)== —tga=—i8_i/A =
A B
Ve -
—tga=—t_—4A tga= e Y
X, = X, _(XA_XB>
_yB_yA _ Ve =V,
thL— XB_XA \=>tg0L Xg = X4 )

Se uma reta r ndo vertical contém dois pontos distintos A(xA,yA) e

Ve =V,

B(xB,yB ) seu coeficiente angular é dado por m =—XB—_TA—.

@ Equagoes da reta

Uma reta representada no plano cartesiano pode ser descrita algebricamente por uma
equacao. A equacdo de uma curva qualquer corresponde a uma igualdade envolvendo as
variaveis x e y, que é satisfeita se, e somente se, o ponto P(x,y) pertencer a tal curva. Veja-
mos a seguir alguns modos de se determinar a equagdo de uma reta.

Equacao da reta conhecidos um ponto e o coeficiente angular

Dado um ponto %(xo,yo) no plano cartesiano e um ndmero real m, podemos determinar
a equagao da reta r que passa por PO(XO,yO) e tem coeficiente angular m. Para isso, vamos
considerar um ponto P(x,y) pertencente a reta r e distinto de %(xo,yo ) e o ponto C(x,yo).
Em relagdo ao triangulo R CP, retangulo em C, temos:

tga:—
P, C

llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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Portanto a equagao da reta r é dada pory—yO:m(x - xo), que também é chamada
equacao fundamental dareta r.

Assim, se uma reta t for horizontal, teremos m = 0 e sua equacao sera dada por y = y,.

Se uma reta u for vertical, todos os pontos de u terao a mesma abscissa x . Nesse
caso, qual serd a equagao da reta u?

Equacao da reta na forma reduzida
Sabemos que a equacdo da reta r que passa pelo ponto Po(xo,yo) e tem coeficiente
angular igual a m é dada por y —y, = m(x - xo). Toda reta nao vertical intersecta o eixo

das ordenadas em um Unico ponto, digamos (O,n). Ao escolhermos o ponto P, com essas
coordenadas, obtemos a equacao:

Essa expressao é chamada equacao da reta na forma reduzida. O termo n, correspondente a

ordenada do ponto em que areta intersecta o eixo das ordenadas, recebe o nome de coeficiente
linear da reta.

coeficiente linear
v

y=mx+n
/N

coeficiente angular

Areta ndo vertical y=mx+ n é o grafico da funcao afim dada por f(x) = mx+ n,em que m
é ataxa de variacao e n é o coeficiente linear.

Equacao da reta na forma geral

Todaretarepresentadano plano cartesiano possui umaequacgao do tipo ax + by + ¢ =0,
em que x e y sao as incognitas e a, b e ¢ sdo os coeficientes reais, com a e b ndo simul-
taneamente nulos.

De modo reciproco, toda equacdo desse tipo representa uma reta no plano cartesiano.
Essa equacgdo do 1° grau é chamada equacao da reta na forma geral.

> Sempre que escrevermos a equacao da
reta ax + by + ¢ =0,supomos a e b ndo
simultaneamente nulos, mesmo que isso
ndo esteja explicito.

Por exemplo, a equacgao da reta:
a) y = 3x + 2 pode ser escrita na forma geral 3x — y + 2 = 0.

b) x =5 pode ser escrita na forma geral x + Oy — 5 = 0.

N&o escreva no livro.

m




12

Podemos utilizar as coordenadas de dois pontos distintos para determinar a equagao da

reta na forma geral que passa por eles. Por exemplo, a reta que passa pelos pontos A(3, —1)

e B(4,2) tem a seguinte equacao:

Y =V,
m:4

Xg = X,

2-(-1)
m:—

4 — 3
m =13

y=(=1)=3K-3)

3x—-y—10=0 J

V=Y, = m(x — Xo) > Optamos por substituir as

coordenadas do ponto A na

equacaoy —y, = m(x - xo>,

y+1=3x—9 mas poderiamos ter substituido
as coordenadas do ponto B.

Vimos anteriormente outra maneira de se obter a equa¢ao de uma reta na forma geral
utilizando as coordenadas de dois de seus pontos distintos, com o calculo de determinantes.
Nesse caso, dados dois pontos distintos A(xA, yA> e B(XB,yB>, a equacgao da reta na forma
geral que passa por eles é dada por:

y
X, Y, =0
Xy Vg 1

R6.Seja r uma reta de inclinagcdo « e coeficiente angular m. Determine:

a) o coeficiente angular m, considerando que r passa pelos pontos A(2,3) e B(4,5),

b) a inclinagdo «, considerando que r passa pelos pontos A(0,0) e B(5,5),

¢) as coordenadas do ponto B(XB,yB), considerando que r passa pelos pontos B e A(2,4), de

modo que m =2 e d(A,B) = V5.

a) Para determinar o coeficiente angular m, nesse caso, fazemos:

b) Vamos, primeiro, determinar o coeficiente angular m, fazendo:

Como tga = m = 1, temos « = 45°.

c) Como m = 2, temos:

=y8_4

m==-0 _
5 =0
=X, A=y, A=y, = 2X, (N

A partir de d(A,B) = V/5, fazemos:

capitulo 4 Ponto e reta

\/_=\/(2—XB)2+(4—y8>2:>5=4—4XB+XBZ+16—8yB+yBZ:>

=>x7ty —4x,—8y,+15=0 (1)
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Substituindo I em Il, obtemos:
2
x¢ + (2¢,) —4x, —8(2x,) +15=0=5x7 — 20, + 5= 0= x} — 4x, +3=0

Efetuando os calculos, obtemos x, =1 ou x, = 3 e, com isso, y, = 2 ou y, = 6, respectiva-
mente. Portanto, B é tal que B= (1,2) ou B= (3,6).

R7.Considere a reta r que passa pelo ponto P(xp,yp> e tem coeficiente angular m. Determine a
equagao dessa reta na forma reduzida e na forma geral nos itens abaixo.

a) y b) y r

P(1,1)
BN
45° —

ol 'P(1,0) X 0 X

[S
|
llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

a) Como a inclinacdo da reta r é 45° seu coeficiente angular é m = tg45° = 1e a sua equacio da
reta na forma reduzida € do tipo y = 1x +y,, em que y, €R.

Para determinar y,, substituimos as coordenadas do ponto P(1,0) na equacao da reta na
forma reduzida, obtendo:

0=1-1+y,=y,= 1
Assim, a equacdo da reta r na forma reduzida é:
y=x—-1
Para determinar a equacao da reta r na forma geral, fazemos:
Y =5 = rwsatas el 0
b) Pelo grafico da reta r, temos:
m=tga = % =m=3
Com isso, a equagao da reta r na forma reduzida € do tipoy = 3+ x + y,,em que y, €R.
Analogamente ao item anterior, fazemos:
1=3-1+y,=y,=1-3=y = 2
Assim, a equacao da reta r na forma reduzida é:
y=3x—2
Para determinar a equacdo da reta r na forma geral, fazemos:

y=3—-2=-3x+y+2=0

R8.Seja r a reta que passa pelos pontos P(xp,yp) e Q(Xo'yo)' Verifique se ela passa pela origem
nos seguintes casos.

a) P(2,1) e 0(7, 2). b) P(3,m)e o<5, 5%)

a) Primeiro, calculamos o coeficiente angular m da reta r:
m=2"1l_m=1
7-2 5

Com isso, a equacdo da reta r na forma reduzida é do tipo y = %x + Y., em que y,€ER.
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Para determinar y,, escolhemos um dos pontos P ou @ e substituimos suas coordenadas na

equacao da reta na forma reduzida. Escolhendo o ponto P(2, 1), fazemos:

%) +y0 =y, = 1— i =y = i ﬁ Verifique que obtemos o mesmo valor

1=
0
5 5 para y, escolhendo o ponto 0(7, 2).

1
5

Assim, a equacao da reta r na forma reduzida é:

1 3

= — N —
5 5

Substituindo x e y por zero na equagao, obtemos uma sentenca falsa:
5 5 5 5 5

Portanto, neste caso, r ndo passa pela origem.

b) Calculando m, obtemos:

Smo_ 2
m = 37:> m= L:> m=-"
w3 2 3
Analogamente ao item anterior, a equacao da reta r na forma reduzida é:
y="1x
3

Substituindo x e y por zero na equacgao, obtemos uma sentenca verdadeira:

v T
= e = P ==
y=3 3

Portanto, neste caso, r passa pela origem.

R9.Determine a equagao da reta r cujas equacoes paramétricas, com tER, sao:

x=4+2t
/&S I IRY

Em seguida, represente a reta r no plano cartesiano.

As equagdes parametricas exprimem as coordenadas de um ponto genérico da reta em termos
de um parametro t €ER: a cada valor atribuido a t obtém-se um ponto da reta.

Vamos determinar essa equacgao da reta de duas maneiras.

1 maneira
As equacdes paramétricas nos informam que os pontos da reta r, nesse caso, sao da forma:
(4 +2t,6+1)

Para que a ordenada esteja em funcao de x, fazemos:
x—4

X=4+2t=>t=

XxX—4 X X
+ = + = —2)=[x=—+
<x, 6 > ) (X, 6 > 2) <x, > 4>

Observe que y = % + 4 corresponde a equacdo da reta r na forma reduzida.

Com isso, temos:
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22 maneira

y
Isolamos t em ambas as equacoes: ’
{x=4+21r=> t=% T
=] —+ 5T
Y=Baei t=y—6
Com isso, obtemos a equacdo da reta r na forma /
geral: o4
X—4 _ _ 11 g€
> =y—6=>x—4=2y—12= S
=x—-2y+8=0 _-3_-2_-110“ I1 I2 I3 ;1 I5 xé
Observe ao lado a representacao para a reta r. .

Atividades

21. Nos itens abaixo, determine o coeficiente angular
da reta que passa pelos pontos:

a)(0,2)e(3,6) c) (-7 -5)e(21)
b) (5,7)e (—2,5) d)(2,3)e(-5,0)

24. (Uepa) Na figura abaixo, estd representado um
mosaico do século passado de 16 cm de lado, com-
posto por um conjunto de quadrados cujos vértices
dos quadrados inscritos se encontram situados nos
pontos médios dos quadrados circunscritos. A reta
que passa pelos pontos A e B, vértices do quadro
destacado, também passa pelo ponto cujas coor-
denadas sao:

22. Determine no caderno a equacgdo das retas repre-
sentadas abaixo na forma geral e na forma reduzida.

Y
a) b) a) (9,13)
g / y b) (1,7) B
318 I EI c) (0,6)
i d) (=4,2) a
i e) (-80) H
A . : :
2 0 X —2 0 5 X g
: «
4 °
F 25. Determine se o ponto Q(—2, 2) pertence a reta que

passa pelos pontos A(—4, —4) e B(4, 2).

c)
26. Observe o triangulo ABC abaixo, com seus vértices
y sobre os eixos cartesianos.

F ",
: o 8
' &
1 =}
i H
1 E o
: C 3 g
1 A ittt 1 ,!2 é
| 1 s 2
1 1 o o
' i g 2
! ! g B O C x =

-3 0 5 x 2 B

Sabendo que a distancia entre o ponto A e o pon-
to C é 10 unidades e que o coeficiente angular da
reta que contém o segmento AB é m = 4, determi-
ne a equagao da reta que contém o segmento AC

23. Em cada item, determine no caderno a equacao da
reta na forma geral que passa pelos pontos:

a)(—2,1)e(0,1)
b) (5,7)e (2,1)

Nao escreva no livro.

c¢) (1,10)e (14,12)
d) (2,10)e (6,2)

e da reta que contém o segmento AB, ambas na
forma reduzida.

15




27. Considere uma reta r que intersecta o eixo Ox em P(p, O) eoeixo Oy em
Q(O,q),compaﬁOeq#O. y

. ) . - (0,q)
Utilizando o calculo de determinantes para obter a equagao da reta que o
passa pelos pontos P e Q, temos: %
Xy y (0.0)_ <
0 g 1|=0=qx+py—pg=0=a+py=pg=—+=170| N X £

p O 1
A equacao % + % =1 é denominada equacdo segmentaria da reta r.
Determine no caderno a equacdo segmentaria da reta r que intersecta os eixos em P(4, O) e

0(0,3).

28. (UFSM-RS) O uso de fontes de energias limpas e renovaveis, como a energia edlica, geotérmica e
hidraulica, € uma das a¢des relacionadas com a sustentabilidade que visa a diminuir o consumo
de combustiveis fésseis, além de preservar os recursos minerais e diminuir a poluicao do ar. Em
uma estagao de energia eolica, os cata-ventos C |, C, e C, estdo dispostos conforme o grafico
a seguir.

Y4

50 | C,

I

50 100 200 x

UFSM/Fac-simile: ID/BR

Para que um cata-vento de coordenadas (X,y) esteja alinhado com o cata-vento C, e com o
ponto médio do segmento C,C,, é necessario e suficiente que

273!
a) 2x+ 15y = 850. c) 55y —26x+2050=0. e) 5y —6x+550=0.
b) 5y —x+50=0. d) 4x + 5y = 450.
29. Determine no caderno a equagao da reta na forma geral, sabendo que suas equagdes paramé-
. . [(x=3+t
tricas sao {y ot

30. Determine o valor de k e a equacdo da reta r, sabendo que seu coeficiente angular é m=3 e r
passa pelos pontos A(3 + k, 2k) e B(2, =2k + 1)

31. A figura ao lado representa um triangulo ABC. y

Determine no caderno as equacdes na forma reduzida 8+---
das retas que contém as medianas desse triangulo.

Y
i
|
|
|
|
'
@)

Ronaldo Lucena/ID/BR

(=)
N
ot
[oe]
x

32. Os pontos A(2, 2), B(6, 4), C(8, 8) e D(4, 6) formam um paralelogramo. Determine no caderno a
equacdo na forma geral da reta que contém o lado AB e a da reta que contém a diagonal BD.
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@ Posicao relativa entre duas retas no plano cartesiano

Duas retas distintas r e s podem ocupar apenas duas posicdes relativas no plano cartesia-
no, isto &, ser paralelas ou ser concorrentes.

y y
S r s
—
.
0 X 0 X
re ssao paralelas e ndo re s sao concorrentes e possuem
possuem ponto em comum um dnico ponto em comum

No plano cartesiano, duas retas distintas, r e s, podem ter no maximo um ponto em co-
mum, pois, se tiverem pelo menos dois pontos distintos em comum, elas serao coincidentes,
ou seja, corresponderdo & mesma reta.

Retas paralelas

As retas paralelas ndo possuem pontos em comum, e podemos utilizar equagdes que
representam retas para verificar essa condi¢ao. No entanto, se duas retas distintas sao verti-
cais, entao, elas sao paralelas e, analogamente, duas retas distintas horizontais também sao
paralelas. Desse modo, vamos analisar o caso em que a # 0° e a # 90°.

Duas retas paralelas r e s formam com o eixo das abscissas angulos de medida «, sendo
0°<a<90° ou 90° < <<180°. Logo, as retas possuem o mesmo coeficiente angular.

* Caso em que 0° < a < 90°. * Caso em que 90° < o < 180°.
y s r y
a a E
o « : g
0 g
oo/ / X : N

Em ambos os casos, temos r//setga=m =m._.

> Assim como no capitulo 1 deste volume, vamos utilizar a notagao
r//s paraindicar que as retas r e s sao paralelas. Denotamos m e m,
como o coeficiente angular das retas r e s, respectivamente.

Por exemplo, para verificar se as retas r: —4x+2y—4=0¢e s: 6x—3y—1=0 sao
paralelas, podemos escrever suas equagdes na forma reduzida e analisar os coeficientes
angulares.

*Retar —4x+2y—4=0=2y=4x+4=y=2x+2

°Retas: 6x—3y—1=0:>—3y=—6x+1:>y=2x—%

N&o escreva no livro. 17




Como os coeficientes angulares sdo iguais, m =m_=2, as retas r e s possuem a mesma
L = , . - . g 1
inclinagdo. Além disso, os coeficientes lineares de r e s sdo distintos,n =2 e n= BEY logo

essas retas intersectam o eixo das ordenadas em pontos distintos, isto &, as retas r e s sao
distintas e, portanto, paralelas.

Duas retas nao verticais sao paralelas se, e somente se, possuem
coeficientes angulares iguais e intersectam o eixo das ordenadas
em pontos distintos.

> Caso duas retas possuam coeficientes angulares
iguais e coeficientes lineares iguais, elas serdo
coincidentes. Além disso, equacdes diferentes
do 1 grau podem representar a mesma reta e,
naturalmente, uma pode ser obtida da outra.

Retas concorrentes

Agora, sabemos que duas retas distintas e ndo verticais sao paralelas quando possuem
coeficientes angulares iguais e coeficientes lineares diferentes. Logo, se duas retas possui-
rem coeficientes angulares diferentes, elas ndo serdo paralelas, isto é, serao concorrentes e
possuirdo um Gnico ponto em comum.

Considere as retas concorrentes r e s no plano cartesiano.

*Caso em que ambas as retas *Caso em que apenas uma das
possuem coeficiente angular. retas possui coeficiente angular.
Yy S r y s
;

o, g

) « ol E

0 X 0 X £

Nesse caso, temos: Nesse caso, a reta r possui coeficiente angular
o, Fo,etga, Ftga,om #Fm, i earetasnao possui coeficiente angular.

Para verificar se as retas r:3x + y —5=0 e s: —8x + 2y = 0 sao concorrentes, por exemplo,
podemos proceder da seguinte maneira:

*Retar:3x+y—-5=0=y=—-3x+5 *Retas: —8x+2y=0=2y=8x=y=4x

Como os coeficientes angulares sao distintos, m = —3em_=4,as retas re ssao concorrentes.

Duas retas sao concorrentes se, e somente se, possuem coeficientes

angulares distintos ou uma delas possui coeficiente angular e a
outra nao.
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O ponto comum de duas retas concorrentes r e s, ou seja,
o ponto de interseccao dessas retas é um ponto P(xp,yp)
que satisfaz a equacdo de ambas as retas. Logo, as coorde-
nadas do ponto P(xP,yp> sao a solugao do sistema linear
composto pela equacao dessas duas retas re s.

Assim, para determinar a posicao relativa entre duas re-

tas no plano cartesiano, podemos resolver o sistema linear 0 /
formado por suas equagdes, e se o sistema for:

* determinado, existira um Unico ponto em comum e as retas serao concorrentes;
* impossivel, ndo existird pontos em comum e as retas serao paralelas;
* indeterminado, existira infinitos pontos em comum e as retas serdo coincidentes.

Retas perpendiculares

No plano cartesiano, duas retas concorrentes sao perpendiculares quando formam quatro
angulos retos com vértice no ponto de intersec¢ao. Quando duas retas concorrentes ndo sao
perpendiculares, dizemos que elas sdo obliquas.

Considere as retas perpendiculares re s ndo verticais no plano cartesiano.

Da soma dos angulos internos do triangulo formado pelas retas r, s e 0 eixo das abscissas,
temos:

o, +90°+ (180° — ) =180° = o, = o, + 90° = s

( o ) sen (O‘r+900)

tga =t +90°) = =

BAERAN cos (ar i+ 90°) “
cosa, 1 <o Q

:——senotr :>tgas=— tgar

NeJ
X

As igualdades sen (a + 90°) = CoSa e Cos (a + 90°) = —sen a podem ser verificadas com
o0 auxilio de uma circunferéncia trigonométrica.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Do AOABe AOCD, temos cosa = OA,sena = AB,sen (a + 90°)= OCe —cos (a + 90°) = (D.
Além disso, AOAB e AOCD possuem um lado, um angulo adjacente a esse lado e um angulo
oposto a esse lado respectivamente congruentes (lados: OB=0D; angulo adjacente: ADB= (OD;
angulo oposto: OAB= 0OCD). Pelo caso lado, angulo e angulo oposto <LAAO), AOAB= AOCD.

Logo, OC= 0OA e (D= AB.

Por conseguinte sen (a + 90°) = cosa e —cos (o + 90°) = sena = cos (o + 90°) = —sena,
respectivamente.

N&o escreva no livro.
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Assim, para que duas retas r e s ndo verticais e nao horizontais sejam perpendiculares, o
coeficiente angular de uma delas deve ser igual ao oposto do inverso do coeficiente angular

da outra, isto , m_= _mL' comm_#0em #0.Areciproca também é verdadeira e pode

r

ser demonstrada, ou seja, se os coeficientes angulares ndo nulos de duas retas r e s forem

. T . .
tais que m = ——— as retas r e s sao perpendiculares.

.

2 . . 1 .

E possivel notar que aigualdade m_= ——— comm_#0em #0,equivaleam -m_= —1.
S m S r r S

Por exemplo, para verificar se as retas r:—2x+4y+12=0 e s:—2x—y+7=0 sdo
perpendiculares, podemos proceder da seguinte maneira:

* Retar: —2x+4y+12=O:>4y=2x—12:>y=%x—3
*Retas: 2x—y+7=0=>—y=2x—7T=y=—2x+7
Como os coeficientes angulares sao tais que m_-m_= —1, pois % (—2) =—1,asretasres

sao perpendiculares.

Duas retas nao verticais e ndo horizontais sao perpendiculares se, e somente se,

o coeficiente angular de uma delas for igual ao oposto do inverso do coeficiente
angular da outra.

Indicamos que uma reta r é perpendicular a outra reta s, por

. - y t
r L s. Assim, afirmamos que:
-]

u
comm _#0em #0. §
No caso particular em que uma reta t é vertical, umareta u 0 X 3

sera perpendicular a ela se, e somente se, u for horizontal. E

R10.Determine as posicdes relativas entre as retas re s e 0 ponto P de interseccdo entre as retas,

se existir.
a)r:y=3x+1 b)r:—x+2y=2 c)ri—2x+3y—1=0
S:y=3x—2 s:xt+ty=4 s:—4x+6y—2=0

a) Note que, nesse caso, as retas r e s possuem coeficiente angular m = 3. Como os coefi-
cientes lineares de r e s sdo diferentes, concluimos que elas sao paralelas.

Observe a representagdo das retas re s.

y

4.
3.
2.

#

Ronaldo Lucena/ID/BR
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b) Sendo m_e m_os coeficientes das retasre s,
. 1
respectivamente, temos m = ~ em = -1

Assim, como m_# m_, as retas r e s sao
concorrentes.

Para determinarmos o ponto P de intersec-
cdo entre r e s, resolvemos o sistema:

y= 2+ x
= 2 =

{—x+2y=2

x+ty=4 y=4—x

2+ x

=4 —Xx=2+x=8—2x=
=3X=b=>x=2

Substituindo x por 2 na equagao da reta s,
obtemos y = 2, logo, P(2, 2).
Observe uma representacao para as retasres.

Ronaldo Lucena/ID/BR

c) Para obter a equagdo das retas r e s na forma
reduzida, fazemos:

2

r3y=2x+1=y=—-—x+

Sby=4x+2=y=—x+

3
2
3
Com isso, verificamos que as retas re s estao
associadas a uma mesma equagao e, portan-

to, sdo coincidentes.

R11.Dado o segmento de reta AB com A(1,0) e B(3,4),

determine a equacao da reta r que é perpendi-
cular ao segmento AB e passa pelo seu ponto
médio.

Para determinar o coeficiente angular m_ da
reta s que passa pelos pontos A e B, fazemos:

Seja m_o coeficiente angular daretar. Comores

sao perpendiculares, temos que:

Para determinar as coordenadas do ponto mé-
dio M do segmento AB, fazemos:

M(XA+XB yA+yB>:>

2\ 2

1+3 0+4
>M— ¥R
( 2 2

Utilizando a equacao fundamental da reta

> = M(2.2)

ye. m,(x - XO), obtemos:

y—yM=mr<x—xM):>

:>y—2=—%(x—2):>

:>y—2=—%x+1:>y=—%x+3

Portanto, a reta r é dada pela equacao

]
= ——x+3

33.

34.

Determine no caderno a posicao relativa entre os
pares de retas de cada item.

a) —x+3y=2e—2x+6y=-10

b) 3x—2y=0ey=%x+13
c)y=%x+%e53x+33y+1060=0
d) —2x+7y=0e —x—%yz—S

Determine no caderno a equa¢ao da reta que
passa pelo ponto (3,5) e é paralela a reta que passa
por (2,5) e (3,1), na forma reduzida.

N&o escreva no livro.

35.

36.

Determine no caderno para qual valor de k€R a
reta r dada por (k — 2)x +3y — (K + 1) = 0:

a) é paralela ao eixo Ox

b) é perpendicular a reta s:y=%+ 4

c) éparalelaaretat:8x+12y—12=0

Determine no caderno as coordenadas do ponto de
interseccao das retas abaixo.

a)r5x+2y=30es—x+4y=16
b) t: —2x+y=4eu: —2x—5y=—20
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37. Mostre que asretasr: —x+6y —2=0¢e

38. Determine no caderno a equacdo da reta perpen-
dicular a reta r:2x + 3y = 12 e que passa pelo
ponto (1,1) na forma geral.

39. A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular
ao segmento que passa por seu ponto médio.
Determine no caderno a equagao da reta mediatriz
do segmento AB na forma geral.

y

4--

34------ IA

21 s
L e e U
of 1 2 3 4 5 6 X &

40. (Uerj) Uma ferrovia foi planejada para conter um
trecho retilineo cujos pontos sao equidistantes dos
centros A e B de dois municipios. Em seu projeto de
construcdo, utilizou-se o plano cartesiano, com
coordenadas em quilémetros, em que A= (1,2)e
B = (7,14) . Observe o gréfico:

y (km) A

@

T T
1 7 x (km)

Uerj/Fac-simile: ID/BR

Determine, utilizando esse sistema referencial, a
equacdo da reta suporte desse trecho retilineo da
ferrovia.

Reta suporte: diz-se da reta na qual esta contido um segmento
ou uma semirreta.
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41. Observe o triangulo abaixo.

42.

ANF-mmmmee S
Ronaldo Lucena/ID/BR

Determine a equacao da reta que contém a altura
relativa ao lado AC na forma reduzida.

(UFSM-RS) A figura mostra um jogo de videogame,
em que avides disparam projéteis visando a atingir
0 alvo. Quando o avido esta no ponto (1, 2), dispara
um projétil e atinge o alvo na posicdo (3,0) .

Sendo r a reta determinada pela trajetéria do
projétil, observe as seguintes afirmativas:

1) O ponto P(%%) pertence ar.

I1') Aretaré perpendicular a reta que passa pela
origem e pelo ponto médio do segmento AB,

onde A(0, 3) e B(3, 0).

) Aretaré paralelaaretas:2x—2y+5=0.
Esta(3o) correta(s)

a) apenas |.

b) apenaslell.

¢) apenas lIl.

d) apenas |l elll.

e)lilell

N&o escreva no livro
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®Angulo entre duas retas concorrentes

Quando duas retas sao concorrentes, elas determinam quatro

angulos, dois a dois opostos pelo vértice e consequentemente
congruentes.

Caso as retas sejam perpendiculares, o angulo determinado
por elas mede 90° como ja sabemos.

No plano cartesiano, considere o angulo agudo 6 formado por duas retas r e s concorrentes,
sem que sejam verticais e nem perpendiculares entre si.

* 12 caso: y r\ s

0 \ X
As medidas o, e a, correspondem as inclinacdes das retas r e s, respectivamente. Logo,

tga,=m, etga.=m,,sdo coeficientes angulares das retas r e s, respectivamente.

Da soma das medidas dos angulos internos do triangulo formado pelas retas r, s e 0 eixo
das abscissas, temos:

0+ a + (180° - ar) =180°=0=a —a= > Aigualdade ‘
tga, — 8o,

tg()(r_th(s - mr_ms tg(ar_(xs>zme

T+tge ~tga,  1+m -m, obtida pela férmula da tangente da

diferenca de dois arcos que pode
* 22 caso: ser demonstrada.

:>tg9=tg<ar—as)=

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

De maneira analoga ao caso anterior, temos:
(180° — ) + o, + (180° — o, ) =180° =0 = or, — v, +180°

Ao adicionarmos 180° a um angulo qualquer, sua tangente nao se altera. Assim:

tg0=tg(oc, — ot +180°) =tg (o, — o, ) = —tg (@, — @) =~
Em qualquer caso, |tg 6‘ :‘ ] Trn;m—n;‘ Como tg 8> 0, pois 0 é agudo, temos:
tg6:|tg6‘=‘ : Tfm‘rf”r;s ’

Se duas retas obliquas r e s possuem coeficiente angular m_e m, respectivamente,

r S

e 0 é o angulo agudo determinado por elas, entdo, tg 6 =

m —m ‘

T+m  -m
r S
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Temos ainda o caso de retas concorrentes em que uma delas
o estd na posicao vertical.

Nesse caso, 0 angulo agudo © = 90° — o _etgO = ‘ n11

S

@ Distancia de um ponto a uma reta

Vimos no capitulo 1 deste volume que a distancia de um ponto A a uma reta r é definida
como a medida do segmento de reta AA’, sendo A’ a proje¢ao ortogonal de A sobre r.

Por exemplo, para calcular analiticamente a distan-
cia entre o ponto A(—1,5) e aretar:4x—3y—6=0,

podemos obter a equacdo da reta s que passa por A S 6
e é perpendiculara r no ponto A’, projecao ortogonal }g\g\--
do ponto A(—1, 5) sobre . AT
3..
O coeficiente angular da retar é mr=%, pois: 2
4 1
4x—3y—6=0=23y=4x—6=>y=—x—2 —
3 2 10

Como queremos s Lr,segue que:

=2
s m i 4

3
Por hipotese, a reta s passa pelo ponto A(—1, 5) e sua equacao na forma geral é:
y—y0=m<x - x0>:>y—5= —% [x - (—1)] =y—5= —73)(: 3 =3x+4y—17=0

O ponto A’ é comum as retas r e s, assim, as coordenadas de A’ correspondem a solugao
do sistema linear composto pelas equagdes dessas retas.

{4)( —3y—6=0
3x+4y —17=0
Resolvendo o sistema linear, temos:
4x —3y—6=0 -(4) (16x—12y—24=0
{3x+4y—17=O -(3):{9X+12y—51=0
25x+0y—75=0=>25x=75=x=3
Substituindo x por 3 em 4x — 3y — 6 =0, temos:

4x—3y—6=0=4-3-3y—6=0=3y=6=y=2
Assim, A’(3,2).
Calculando a distancia entre A(—1,5) e A’(3,2), obtemos:
2
AA’=\/[3 ~(-0)| +(2-5)=ViE T 8= V25 =5

Portanto, a distancia entre o ponto A(—1,5)earetar:4x—3y—6=065.

capitulo 4 Ponto e reta Nao escreva no livro
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Pode-se demonstrar que ao calcular a distancia d(P, r) de um ponto P(xp,yp> qualquer a

uma reta genéricar: ax + by + ¢ = 0 de maneirasemelhante a apresentada anteriormente,
obtemos:

R12.Determine o angulo agudo 6 formado pelas

retas r e s, sabendo que r passa pelos pontos Seja r a reta que passa pelos pontos A e C.
Ae Be s pelos pontos B e C, em que A(O 0) Observe uma representagdo geométrica para
este caso.
V3 1 _
B( e eC=(0,1). y ;
B
3T :
Sejam m_e m_os coeficientes angulares das retas i
res, respectivamente. Temos: |
1 14-mm- oo g
——=0 ' 3
_ 2 17 _ 1 _ V3 :
LSS -5 - =Mm =— | =
3 _ 9 Z V3 3 3 | | | £
3 0 1/ 2 3 X 2
% —1 ' 7 V3 Note que a medida h da altura do triangulo
em,= —F <_7> .ﬁﬁms =3 relativo ao lado AC equivale a distancia entre o
2 0 ponto B e a reta r, suporte ao lado AC
. Para determinar o coeficiente angular m da reta r,
Para calcular o angulo agudo 6, fazemos: .
fazemos:
Vi (3 m = % = % —2
m, —m, 3 3
g0 = ‘ T o ‘ - V3 V3 B Utilizando a férmula y—y0=m<x — x0> para
, V3 (_ V3 ) |
3 3 obter a equacdo da reta r na forma geral, fazemos:
V3 e V3 y—yA=m<x—xA>=>y—1=2(x—2)=>
_| 3 T3 :’2' 3 ‘: =Sy—1=2x—4=-2x+y+3=0
s 2 ‘ 1 % ‘ Como a distancia h entre um ponto B(XB,yB> e
‘I =
3 uma reta r:ax+by+c=0 é dada por
|ax, + by, + c|
=———— temos:
ZV3 3 '
|-2-1+1-3+3] 4 45
Como tg 8 = V/3, temos 6 = 60°. h= = =h=—]
(-2 + 7 V5 >
R13.Considere o triangulo ABC com A(2,1), B(1,3) e N )
C(3, 3). Calcule a altura h do triangulo relativa Portanto, a altura do triangulo em relacao ao
a0 ladoAC. lado AC & 4‘5[5.
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R14.Dadas as retas paralelas r:3x+y—7=0 e
s:3x +y+ 3 =0, determine a distancia d entre

elas.

Para determinar a S s
distancia d entre

as retas r e s, va- 3T
mos tomar um 2T

ponto P arbitrario

da reta r e calcular
a sua distancia em
relacdo a reta s.

Atividades

Lucena/ID/BR

Ronaldo

Escrevendo P(Xp,yp>, note que y,= —3-x,+7,
pois P pertence a reta r.

Calculando d(P, s), temos:

‘3-XP+1-yP+3‘
|36=230 +7+3

- —= -

10
- ——=d=V10
Vio

Portanto, a distancia entre as retas é V10.

d=d(Ps)=

43. Nos itens abaixo, determine a tangente dos angulos

agudos formados pelas retas re s.
a) y

94

b) y 7r

c) y

-2,8

o
>
x
llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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44,

45.

46.
%

Em cada item sdo dadas as equacdes das retas
concorrentes r e s. Determine no caderno o dngulo
agudo 6 formado por elas.

a)rry=—-2x+3es:y=3x—7
b)riy=—V3x+2esy=V3x+4

c)r:y=7es:y=§x—42

driy=2es y=—x

Determine no caderno a distancia entre o ponto P
e areta rem cada caso.

a)r4x—3y+6=0eP(23)
b) r:3x + 4y =0e P(—6,2)

Ll 3 6= 14—
c)r: Xty 6 OeP(—14,-11)
d)r:y=4x—5eP(13,13)

Desafio \ (EPCAr-MG) Sejam a e b dois nimeros
reais positivos.
As retas r e s se intersectam no ponto (a,b)‘

Se (%,0) Ere <0%) E s, entdo uma equa-

¢ao0 para a reta t, que passa por (0, O) e tem tan-
gente do angulo agudo formado entre r e s como
coeficiente angular, é

a) 3abx + (Za2 - b2>y= 0
b) 3bx — b(a2+ bz>y: 0
¢) 3abx — a(a2 + bz)y= 0

d) 3abx — 2(a2 + b2>y =0
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Caminhar com seguranca

Imagine o transito de uma grande cidade. Que elementos compdem essa cena? Ruas, carros,
motocicletas, 6nibus, placas de sinalizacao e eles, os pedestres. Embora nem sempre sejam muito
lembrados, os pedestres fazem parte do transito e tém direitos e deveres, como todos os envolvidos.

No Brasil,em 2013,19% das mortes de transito foram de pedestres. Quando estamos caminhando
nas ruas, nao utilizamos nenhum acessorio de seguranca, por isso, devemos ter muito cuidado para
prevenir acidentes e também prestar atencao nas medidas de seguranca implantadas nas vias.

Uma das principais regras para o pedestre manter uma seguran¢a adequada no transito é ver
e ser visto, ou seja, ficar atento e certificar-se de que os motoristas notaram sua presenca. Veja
abaixo outras atitudes que podem evitar acidentes ou até salvar vidas.

(@)
g
()
(g]
=
(o))
wn
(o)}
| -
o
(g+]
>

—> Ao descer de um veiculo, aguarde na cal¢ada sua saida e depois
atravesse a rua.

—> Nunca volte para buscar objetos derrubados durante a travessia de
uma via. Termine de atravessar e, quando for seguro, volte e pegue o
que derrubou.

—> Olhe sempre para os dois lados, se necessario, olhe mais de uma vez e
deixe claro para os motoristas a intencao de atravessar.

—> Evite fones de ouvido para manter a atencao ao transito.
Use sempre a faixa de seguranca e as passarelas.
—> Ande sempre na calcada.

—> Em ruas sem calcada, caminhe em sentido oposto aos carros, para ser
visto com facilidade pelos motoristas; quando em grupo, ande em fila,
um atras do outro.

~> Obedeca as sinalizagdes e quando houver semaforos para pedestres
s atravesse com sinal verde.

Placa de sinalizagdo incluindo a campanha Pé na faixa.

A campanha educativa Pé na Faixa, aderida em varios municipios brasileiros,
tem como foco diminuir as estatisticas de acidentes e mortes no transito,
gerando uma mudanga de comportamento em todos 0s usudrios da via.

I} Vocé considera que a cidade em que mora é bem sinalizada e possui estru-
turas para a seguranca dos pedestres? Se nao, o que poderia ser feito para
melhorar?

5} Quais atitudes citadas no texto vocé costuma praticar no transito quando
esta no papel de um pedestre?

[4 Certo pedestre atravessou a rua con- o GEHEREE

metro como
forme o esquema ao lado, indo do unidade
ponto A(3,12) ao ponto B(10,2). Qual je mledida
. o AR o . o plano
foi a distancia percorrida, em metros, cartesiano,

pelo pedestre?

>Vocé considera que o trajeto feito pelo
pedestre é o mais seguro? Ele poderia
ter atravessado a rua escolhendo um
trajeto menor? De quantos metros
seria esse trajeto?

José Vitor Elorza/ASC Imagens
Ronaldo Lucena/ID/BR
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@ Representa¢ao grafica de uma inequacao do 1° grau
Umaretarde um plano o divide em duas regides. A reunido dos pontos de r com qualquer
uma dessas regioes chama-se semiplano delimitado por .

Ao tracar umareta r: ax + by + c¢=0 no plano cartesiano, podemos associar os semipla-
nos delimitados por r a representacao grafica de umainequagao do 1° grau.

r

semiplano delimitado por r

Semiplano delimitado por uma reta paralela a um dos eixos ortogonais

Aretade equacao r: x —4 =0 paralela ao eixo das ordenadas, por exemplo, divide o plano
cartesiano em dois semiplanos « e 3.

y y

a p
[] ol
0 4 X : 0 4 X
r r
Os pontos pertencentes ao semiplano a Os pontos pertencentes ao semiplano B
possuem abscissas maiores do que ou iguais i possuem abscissas menores do que ou iguais
a4.logo,ainequagao x=4<x—4=0pode : a4 Logoainequacao x<4<x—4=<0pode
ser utilizada para representar esse semiplano. | ser utilizada para representar esse semiplano.

As regides o’ e B’, formadas pelos pontos de a e B, respectivamente, que nao pertencem
aretar: x—4=0,s3ao denominadas semiplanos abertos. Em sua representacao geométrica
r é indicada por uma reta tracejada.

y | y ;
1 1
i |
i |
i |
: o By
! ]
i i s
| | =
0 4 X 0 14 X g
1 o
[l 1l =
i i
: i
i | g
i r =
Os pontos pertencentes ao semiplano aberto i Os pontos pertencentes ao semiplano aberto
o' possuem abscissas maiores do que 4. B’ possuem abscissas menores do que 4.
Logo, a inequacao x>4 & x—4>0 podeser Logo, a inequagdo x <4< x — 4 <0 pode ser
utilizada para representar essa regiao. utilizada para representar essa regiao.
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A mesma ideia é utilizada para os semiplanos delimitados por uma reta paralela ao eixo
das abscissas.

Umaretar: ax + c= 0 divide o plano cartesiano em dois semiplanos, um a direita e outro a
esquerda de r.Umaretas: by + ¢ = 0 também divide o plano cartesiano em dois semiplanos,
um abaixo e outro acima de s.

Semiplano delimitado por uma reta obliqua aos eixos ortogonais

A reta de equacgao r: —x+y—2=0, por exemplo, divide o plano cartesiano em dois se-
miplanos a e B.

N W b
} }
T T

\
\‘\)wb <
+ +—t

»

%2—110__ 12 3 X %2 -8 125 B

Considere um ponto A da reta r, por exemplo, A(—1,1). Qualquer ponto B pertencente ao
semiplano o, que tenha a mesma abscissa de A tem ordenada y, maior do que a ordenada de
A, isto é, maior do que 1.

*

™
N

| N>
=\ w

/2'110 12 3 X

De acordo com a equacdao daretar, =x +y — 2 =0<& y = x + 2, podemos considerar
um ponto genérico P(xP,xP + 2) dessa reta. Assim, qualquer ponto Q(xp,yo) pertencente

ao semiplano a, terd ordenadaya maior do que x, + 2, isto é,ya >x,+ 2.

Desse modo, temos: y

°se (x,y) é um ponto da retar, entdao, —x+y—2=0; o '

°se (x,y) é um ponto localizado acima da reta r, entao, Qr----yQ

—Xx+y—2>0. i g

Logo, podemos concluir que o semiplano « é delimitado pela /pi‘_/___X 9 <
inequacdo —x+y—2=0. P g

Utilizando a mesma ideia, podemos concluir que o semiplano 3 X 0 X“
é delimitado pela inequagao —x+y—2=<0. 5

Umaretar:ax + by + ¢ = O divide o plano cartesiano em dois semiplanos. Todo ponto (x,y)
pertence ao semiplano que satisfazainequacdo ax + by + ¢ = 0 ou pertence ao semiplano
que satisfaz a inequagao ax + by + ¢ < 0. A igualdade ocorre apenas quando o ponto (X,y)
pertence a reta.
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R15.Represente graficamente a solucdo do sistema de inequagdes —lx fy- 3 -0
2 2

Primeiro, vamos associar cada inequagao do T\Y

sistema a um semiplano correspondente no

plano cartesiano. 9

Isolando a variavel y na primeira inequacao, 81

obtemos y< —2x + 9. 77

Para indicarmos no plano cartesiano o semipla- 61

no associado, tracamos a retar: y = —2x+ 9. A 51

solucao dessa primeira inequagao é o conjunto 44

dos pontos do plano pertencentes a reta r ou 34

localizados abaixo dela (<). 7

1.

32 10

Analogamente a indicacdo do semiplano para a primeira inequacao do sistema, tracamos a

Y 3 o . N . . -
reta s: y—7~x+7 para indicarmos o semiplano associado a segunda inequacdo, cuja

solucdo é o conjunto dos pontos do plano localizados acima da reta s (>).

Representamos a solucao do sistema de inequagdes pela interseccdo das regides dos semi-
planos determinados pelas duas inequagdes.

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

} Al }
T 2% T

473 2 10
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R16.Determine a inequagdo associada a regido representada abaixo e classifique o ponto P,
em cada item, como pertencente ou ndo pertencente a essa regido.

y

Ronaldo Lucena/ID/BR

a) P(5,4) ¢) P(30,10)

b)P<6,%> d) P(—22, -2)

Como a reta r que delimita a regido passa pelos pontos A(4,4) e B(8,5), o coeficiente
angular m da reta r é:
5—-4

m = 1
8—4 4

Utilizando a formulay — y, = m(x - X, ) obtemos:

(x—4)=>r:y=%x+3

I

y—4=

Com isso, a inequacdo associada a regido do plano é y < %x P

Para verificar, em cada item, se o ponto P pertence ou ndo a regiao dada, substituimos o valor

de suas coordenadas na inequagao y S%x 4 3

a) O ponto P(5,4) pertence a regido, pois 4 < -5 + 3 é uma sentenca verdadeira.

a
4
AN

4,25

b) O ponto P<6,%> ndo pertence a regido, pois % < % 6 + 3 é uma sentenca falsa.

AL I~
4,6

45

¢) O ponto P(30,10) pertence a regiao, pois 10 < - 30 + 3 é uma sentenca verdadeira.

AN

105

4>|—-

d) O ponto P(—22,—2) ndo pertence a regido, pois —2 < — - (—22) + 3 é uma sentenga falsa.

a1
4

=25
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Atividades

47. Considere a inequacdo —2x + 3y + 4 =0 e 0s pontos

50. Represente geometricamente no caderno a solucdo

A(=2,3),B(4, —2), (-1, —2), e D(—3, —4). Quais dos

dos sistemas de inequagdes abaixo.

pontos pertencem ao conjunto solucdo da inequagao? ) {x +3ys<-—2 ) {—2)( +y—-3=0
a C
- . ) 2x+y>—6 3x—y+4=0
48. Obtenha a solucdo geométrica das seguintes 4 4
inequacdes. 2x — 4y <6 4x+y>3
) 3Xx+2y<9 d) Sx —2y <7
a) —x+2y+3>0 ¢)3x—2y+4=0 Y= Y
b) 2x—y—2<0 d)5x+3y—6<0 51. Desafio \ Escreva no caderno um sistema de
< . = ~ o
49. Para cada item abaixo, escreva no caderno a ine- , ) 'Nequacoes que tenha como solucdo geometrica a
quacao que melhor representa a regiao destacada. regido em destaque nos graficos abaixo.
a)
1) y s y
5T r T
/
3..
4__ /
/’ 2
3t P !
2__ // '] .
/ —
T30/ 5 -4-3-2-10
/ —
-7 -6 -5-4-3-2-10 172 3 X
-1 ///
21
5
_3/__ (0’_7]
‘ |
/ b)
| y
S 4+
\\\\ 3-- E,
N e
\\\2" ,/
~ 7
,I\_<k //
\\ Va
I I I I |\ I I 4 I
\ -5 -4 -3 -2 10| 1\\3}/4 5 X g
-7 -6 -5 -4 -3 -2-10 1 2 X ! - PN
_1 T —2 T // \\ g
ES /, \\\ (Ig
-2 S 3T ,/ So s
7 4}
_3-- _4T x%
e E
n)
i 52. Desafio | Escreva no caderno um sistema de
4 a .~
: ) ‘ ' inequacoes cuja solugao corresponde a regido em
il destaque no plano cartesiano abaixo.
3-- -
2 -t °
AT
_—--"T1105 .
) (0.3) 5
-“7 6543210 1 23 X ¢ )
o1 g H
g X 3
3T ’% é
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Conicas

MACircunferéncia

A ideia de circunferéncia e elementos que lembram circunferéncias estao presentes em
toda parte. Vocé sabia que podemos utilizar uma ideia relacionada a circunferéncia para
auxiliar nos cuidados de nossa sadde? Leia o texto abaixo.

Obesidade nao so6 se pesa: também se mede!!!

Por isso, fique atento a sua circunferéncia abdominal: os valores
acima dessa média indicam OBESIDADE. No homem adulto ela deve
ser igual ou menor que 90 cm e na mulher adulta deve ser igual ou
menor que 80.

[..] valores superiores a esses indicam obesidade abdominal, que é
mais perigosa como fator de risco do que a obesidade corporal total.

Riscos a saude:

A obesidade pode causar outros problemas de saiide como: pressao
alta, aumento da taxa de colesterol, triglicérides e diabetes, infarto,

derrame cerebral, podendo chegar até a morte, além de provocar o
surgimento de problemas respiratoérios, ortopédicos e dermatolégicos.

Secretaria da Satde. Cartilha de Prevencao Cardiovascular.
Disponivel em: <www.saude.sp.gov.br/resources/ses/perfil/cidadao//cartilha_prevencao_cardiovascular.pdf>.
Acesso em: 25 abr. 2016.

Em Matematica, dizemos que:

Circunferéncia é uma linha fechada em um plano, no qual todos os pontos
estdo a mesma distancia de um ponto fixo, chamado centro da circunferéncia.

A distancia entre o centro da circunferéncia e qualquer um de seus pontos é o raio.

Uma circunferéncia no plano cartesiano pode ser descrita algebricamente de modo seme-
Ihante ao realizado com a reta no capitulo anterior.

Considere a circunferéncia nomeada de A (I&-se “lambda”), de centro C(a, b), raio r>0,

formada por todos os pontos P(x,y), que distam r unidades do centro (, ou seja, d(C, P) =r.

> Dependendo da situagao, vamos
nos referir ao raio da circunferéncia
como sendo um segmento de reta
ou como sendo sua medida.

Ronaldo Lucena/ID/BR
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capitulo 5 Conicas

Podemos escrever a distancia entre os pontos C e P como sendo:

d(CP)=r
\/(x—a)2+ (y—b)=r

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos a equagao:

que é chamada equacdo reduzida da circunferéncia A, de centro (a, b) eraior.

No caso particular em que o centro de uma circunferéncia de raio r coincide com a
origem do plano cartesiano, (0, 0), qual serd a equacao reduzida dessa circunferéncia?

Desenvolvendo a equacao reduzida da circunferéncia e agrupando seus termos de maneira
conveniente, obtemos a chamada equacao geral ou equacao normal da circunferéncia A, de
centro (g, b) e raio r:

(x —af+ (y — b)z =r2 > Observe que a expressao

(a2 + b* — rz) corresponde a
um ndmero real, poisa,ber
x?+y?—2ax—2by + (az +p?— rz) =0 representam ndmeros reais.

x*—2ax+ a2+ y*—2by+ b*=r2

Veja, por exemplo, como podemos determinar a equacao reduzida e a equacao geral de
uma circunferéncia t (I8-se “tau”), que possui centro C(—Z, 1) e raio 4.

y

C,

54 -3 2 —1 10__ 1/2 3 X

Ronaldo Lucena/ID/BR

* Equacao reduzida:
2

2 2 2
Tx—a) +(y — b) =r2:>[x— (- 2)] +(y—1)=4=(x+ 2) + (y—1) =4
* Equacdo geral:
2
T+ 2 (Y1) = AR A+ Ay =y H1=16 X2+ Y+ Ax— 2y — T1=0
Em alguns casos, uma circunferéncia representada por sua equacdo geral, como a circun-
feréncia y (18-se “gama”) dada por y: x*+y”—6x— 8y + 21= 0, geralmente ndo nos permite
identificar de imediato o raio e as coordenadas de seu centro. Podemos determinar esses

elementos convertendo uma equacdo geral em uma equacao reduzida com o método de
completar quadrados.

N&o escreva no livro



Veja, por exemplo, como podemos determinar as coordenadas do centro e o raio da
circunferénciay: x>+ y’ —6x—8y+21=0.

¢ Inicialmente, agrupamos os termos em x e os termos em y em um membro da equagao
e o termo independente no outro membro da equagao.

x2+y2—6x—8y+21=O:>(x2—6x)+<y2—8y)=—21

* Em seguida, adicionamos a ambos 0os membros da equagao um mesmo termo conve-
niente, de modo que o agrupamento em x se torne um quadrado perfeito.

(X —6x)+ [y — 8y) = —21= (x> = 6x + 9] + (y* — 8y) = =21+ 9
* Depois, repetimos o procedimento anterior para o agrupamento em y.
(x* = 6x+ 9)+ (y? = 8y) = =21+ 9= (x* = 6x + 9]+ (y* — 8y + 16) = —21+ 9+ 16

* Desse modo, obtemos a equacado reduzida da circunferéncia vy.

(x*—6x+8)+ (v —8y+16) =21+ 9+ 1= (x=3) + (y - 4) =2
—_— - ° 4

=3 (v=4)

> Lembre-se de que:
2
Portanto, a circunferénciay: X +y? —6x— 8y +21=0possui | +(a + b) = a* + 2ab + b’
centro de coordenadas (3, 4) e raio 2. - (a - b) = a* — 2ab + b’

@ Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia no plano cartesiano

Dada uma circunferéncia, os pontos que nao pertencem a ela sao aqueles cuja distancia ao
seu centro é diferente de seu raio. Cada ponto nao pertencente a circunferéncia é necessa-
riamente interior ou exterior a ela.

3) Exemplo

Dada a circunferéncia @ (I&-se “fi") definida por @: (x — 4)2 +(y+ 2)2 =9 com centro
C(4, —2) e raio 3, 0 ponto A(4, 1) pertence a circunferéncia, pois (4 — 4)2 +(1+ 2)2 =9
Ja os pontos B(6,2) e D(2, —3) ndo pertencem a circunferéncia, pois (6 — 4)2 +(2+ 2)2 #9
e(2- 4)2 + (=3 + 2)2 # 9, respectivamente.

y
A e e e i fB
1
T---- 7——*6\;
1 1
i | i
-10 4 7 8 X
1+ !
1
]
_2- ——————
—34---k-- D
_4-- g
st g
e+ ;;
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Observando a imagem anterior, é possivel perceber que o ponto:

* B é exterior a circunferéncia ¢, pois sua distancia em relacao ao centro C é maior do que
o raio. De fato, d(C, B) = \/(6 - 4)2 +(2+ 2)2= V20> V9=3=r

* D é interior a circunferéncia @, pois sua distancia em relagao ao centro C é menor do que o
raio. De fato, (€, D)= \/(2 — 4) + (~3 + 2 = V6<vG=3=

Para determinar a posicao relativa entre um ponto e uma circunferéncia, comparamos a
distancia do ponto ao centro da circunferéncia com o raio.

2
Assim, dado um ponto P(xp,yp) e uma circunferéncia A:(x — a)’ + (y — b) =r’, de centro
C(a, b) e raio r> 0, P pode ser exterior, interior ou pertencer a circunferéncia.

« P é exterior a circunferéncia se, e somente se, d(C, P)> r, isto é:

y

Vi, —a) + (v, - b) >r )

(xP— a)2+ Vo~ b)2>r2

.<XP— a>2+ (yp— b)z—r2>0‘
.......................................................................... 5 >

« P é interior a circunferéncia se, e somente se, d(C, P)<r, isto &:

y
\/(xp—a)2+(yp—b>z<r A
(xp— a>2+ (yp X b>2<r2
(xp— a)2+ (yp— b)z—r2<0
.......................................................................... . .

* P pertence a circunferéncia se, e somente se, d(C, P) = r, isto é:

y

Vi —a) + (-0 =1 L
(xp—a)2+(yp—b)2=r2 g
(xp—a)2+(yp—b)2—r2—0 5
.......................................................................... 5 2 E

A posicao relativa entre um ponto e uma circunferéncia também pode ser determinada
pela equagdo geral da circunferéncia. Para isso, basta substituir as coordenadas do ponto
em questdao na equacao geral da circunferéncia e verificar o valor obtido: se o valor for maior
do que zero, o ponto é exterior a circunferéncia; se o valor for menor do que zero, o ponto é
interior a circunferéncia; se o valor for igual a zero, o ponto pertence a circunferéncia.
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@ Posicoes relativas entre reta e circunferéncia no plano cartesiano

Dada uma circunferéncia de centro C e raio r> 0, uma reta pode ser secante, tangente ou
exterior a essa circunferéncia.

« E secante quando a reta intersecta a circunferéncia em dois pontos distintos, isto &,
quando a reta e a circunferéncia possuem dois pontos em comum.

« E tangente quando a reta intersecta a circunferéncia em um (nico ponto, isto é, quando
a reta e a circunferéncia possuem apenas um ponto em comum.

« E exterior quando a reta ndo intersecta a circunferéncia, isto é, quando a reta e a circun-
feréncia ndo possuem pontos em comum.

2
Porexemplo,dadaacircunferénciae (I&-se “épsilon”) definidapor & (x +1) Py (y +3) =1
com centro P(—1, —3)e raio \/ﬁ,a reta s:5x — y + 15 = 0 ésecante a circunferéncia, porque
aintersecta em dois pontos,A(—4, —5) e B(—3, O); aretat: —3x — 2y + 4 = 0 é tangente a

circunferéncia, porque a intersecta em um Gnico ponto, T(2, —1),aretau: x —2y +5=0¢
exterior a circunferéncia, porque ndo a intersecta.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Podemos observar que a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta:

* 5 & menor do que o raio. De fato,

ax, + by, + ¢ 5(—1) + (-1)(=3) + 15 | 26
d(P.s)= = =\ =V65<Vi3=r,
Vo' + b’ 5* 4 (1) ’ \/j

* t é igual ao raio. De fato,

d(P, t) = % byp T = ( 3)( 1) i ( 2>( 3) 4 = G{Nesse caso, indicamos as

Vat + b (_3)2 i (_2)2 coordenadas do centro da
circunferéncia com <xp,yp), pois,

=Vi3= r se utilizassemos as coordenadas

a e b, como anteriormente,

—
— (W
w

* u e maior do que o raio. De fato, poderfamos confundir essas

(P, u) ax, + by, + ¢ 1(=1) +(=2)(=3) + 5 coordenadas com os coeficientes
) u)= = =

: : a,b e c da equacao da reta.
Va' +b 7+ (-2)

~ 10 5VE— VIO VB-r
5
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Esses exemplos ilustram o fato de que, para determinar a posicao relativa entre umareta e

uma circunferéncia, podemos comparar a distancia entre a reta e o centro da circunferéncia
com o raio.

2 2
. ) _ . a . . _ _ 2
Assim, dada uma reta v:ax + by + ¢ =0 e uma circunferéncia t: <x xp> + (y yp) =r,
de centro P(xp,yp) e raio r>0, v pode ser secante, tangente ou exterior a circunferéncia.

Sendo d a distancia da reta ao centro da circunferéncia, a reta v é;

esecanteatsed<r. *tangenteatsed=r. e exterioratsed>r.
y

y y

T T
Vv
\
0 X 0 X 0 X
ax, + by, + ¢ ax, + by, + ¢ ax, + by, + ¢
—_—|<r —|=r — | >r
Va + b’ @+ b’ Va + b

@ Posicoes relativas entre duas circunferéncias no plano cartesiano
2 2
Dadas duas circunferéncias distintas A <x 2 01) + (y B b1> = rf e
kzz(x— az>2+ (y— b2>2=r22, de centros C1(a1, b1) e C2<az, b2> e raios r,>0 e r,>0,

respectivamente, elas podem ter dois, um ou nenhum ponto em comum. Para rea-
lizar essa analise, podemos comparar a distancia dos centros das circunferéncias

d(CV Cz)z \/(a2 - 01)2 + (b2 — b1>2 com a soma r,+r, e com o modulo da diferenca
|r1 - r2| dos raios.

Sendo d a distancia entre os centros das circunferéncias, temos:

« circunferéncias secantes (dois pontos em comum)

y

llustracées: Ronaldo Lucena/ID/BR

circunferéncias secantes

|r1—r2|<d<r1+r2
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« circunferéncias tangentes (um ponto em comum)

y y
)‘1 )\1 I
L)
N :
0 X 0 X
tangentes exteriores tangentes interiores
d=r+r, d=‘r1—r2|
« circunferéncias exteriores ou interiores (nenhum ponto em comum)
y y
A I
0 X 0 X
circunferéncias exteriores circunferéncias interiores
d>r +r, Osd<|r1—r2‘

Um caso particular de circunferéncias interiores ocorre quando os centros sdo coinciden-
tes. Nesse caso, dizemos que as circunferéncias sao concéntricas.

y

Q.
o
llustrag@es: Ronaldo Lucena/ID/BR

0 X

circunferéncias concéntricas
R1.Seja A uma circunferéncia de centro C(a,b) e raio r> 0 e considere o ponto P(Xp,yp> pertencente a A.

Determine as coordenadas a e b do centro C para os seguintes casos:
a)A:x*—8x+y*—10y+40=0 b) P(4,3),d(P.C)=5eb=0

a) Aplicando o método de completar quadrados na equacéo de A, temos:

x*—8x+y?—10y +40 =0 5 Na expressao x* — 8x,a abscissa a do
(Xz _ 8X> + (yz _ 10)/) = —40 centro C corresponde ao oposto da
metade do coeficiente de x, ou seja,
(x2—8x+16) + (y> =10y +25) = —40 + 16 + 25 0= _(_ﬁ) _ 4. Analogamente,
2
(X—4> + (y—5>2=1 temostambémb:f<f%>:5
Logo C(4 5) na expressao y* = 10y.
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b) Utilizando a equacao reduzida da circunferéncia, temos:

d(PC)=5=\{a— 4/ +(0 -3 =5 (a— 4/ + (0—3f =250 —8a+16+9 =25
=0’-81=0=a(c—8)=0=a=0o0ua=38

Assim, as coordenadas do centro podem ser C(0,0) ou C(8,0).

Observe na figura, as duas possiveis representagdes A, e A, para a circunferéncia A.

Ronaldo Lucena/ID/BR

R2.Determine a equacdo reduzida da circunferéncia A que possui como diametro o segmento AB, dados A(3,5)
e B(9,3).

Como AB é um didmetro de A, o centro Cde A é o ponto médio de AB. Com isso, temos:

c<3+9 5+3>=>c(5,4)

A B

O raio r de X é tal que r = d(C,A) = d(C, B). Assim, utilizando r = d(C, A), temos:

=6 3]+ (4 =5 Ay S (L) = VEF 1= Vi
LogoA: (x — 6) + (v — 4) =10,

R3.Seja C(1,2) o centro de uma circunferéncia vy de raio 2V/5. Determine os pontos de interseccdo entre y e os
eixos ortogonais.

2 2
Do enunciado, a equagdo reduzida da circunferéncia é: (x — 1) + (y - 2) =20
Para determinar os pontos de interseccao de y com o eixo Ox, consideramos y = 0. Com isso, temos:

5
—3

D=

(x—1)2+(O—2)2=20=>(x—1)2:x—1=i4<;

2

Portanto, os pontos de intersecgdo com o eixo Ox sao P,(5, 0) e P,(—3, 0).

De maneira analoga, tomando x = O para determinar os pontos de intersec¢ao de y com o eixo Oy, temos:

=2+ V19
(0O=1+(y-2)=20=(y -2/ =195y -2=+Vi9 %
y2=2—\/1_9

Portanto, os pontos de intersec¢ao com o eixo Oy sao 01(0, 2 + \/1_9> e QZ<O, 2 — \/1—9>
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R4.Dados os pontos A(0,0), B(3,3) e C(4,0), deter-
mine a equacgdo reduzida da circunferéncia A
que passa por esses trés pontos.

Considerando o triangulo determinado pelos
pontos A, B e C, o centro O de A corresponde
ao ponto de interseccao entre as mediatrizes
relativas aos lados AB, BC e AC do triangulo ABC.

> A mediatriz de um segmento é a reta que o intersecta em seu
ponto médio, formando com esse segmento um angulo reto.

Observe abaixo as mediatrizes r,, e r, relativas
aos lados AB e AG respectivamente, cuja inter-
seccdo é o centro O de A.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Vamos determinar as equagées de r, e r,.. Para
isso, note que o coeficiente angular m,, da reta
r.étalque m, = —N
AB AB 'I
dicular a reta que passa por AB, cujo coeficiente
angular é 1.

= —1, pois r,, é perpen-

Como M(%%) utilizando a féormula
V=Y, = mAB<x — xo> temos:

3 3
V-5 = —1<x—7>=>rAB:y= —Xx+3
Como M,(2,0), temos r,.: x =2, pois r,. é per-
pendicular ao eixo das abscissas e todos os seus
pontos possuem abscissa x = 2.

Para determinar o centro O de A, que correspon-

de a interseccao entre r,_ e r, , fazemos:

{y= —x+3:>{y=1
X =2 X=2

Assim, obtemos O(2,1) e r = d(0, A) = V5, sen-
do roraio de A

Logo, A: (x — 2)' + (y — 1)2:5.

N&o escreva no livro.

R5.(EPCAr-MG) Considerando a circunferéncia de
equacdo A:xX*+y’+2x— 4y — 4 =0, é correto
afirmar que:

a) A é concéntrica com a: (x — 1)2 +(y - 2)2 =1
b) o ponto O(0,0) é exterior a A.
c)aretar:x—y+3=0étangenteaA.
d) A é simétrica da circunferéncia
B:(x— 1)2+(y + 2)2=9, em relacdo ao
ponto O(0,0).

Sejam C e r o centro e o raio de A, respectiva-
mente.

a) Falso. Completando quadrados na equacio
geral de A, obtemos:

(ftax+1)+(y'—ay+4)=
2 2
=4+ TR (x+1) + (y—2) =9
Logo,r=3e(C(—1,2)# (1, 2)
b) Falso. 0(0,0) € interior a circunferéncia, pois:
d(c, 0)=y(—1 = Of + (2 — 0f = VB<3=r
c) Falso. A reta r é secante a A, pois:

- (D+(=1)-2+3

d(c,r) =

o
V2

d) Verdadeiro, pois as circunferéncias A e 3 pos-
suem 0 mesmo raio e seus centros sao simé-

F@=<3=r

tricos em relagdo ao ponto 0(0,0).

x

Ronaldo Lucena/ID/BR

Portanto, a alternativa correta é d.
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1. Dadas as coordenadas do centro C e raio r > 0, determine a equagdo reduzida da circunferéncia
em cada item.

a)C(2,4)er=3 b) C(—3,3)er=5 c)c(0,0)er=v7 d) C(—15,—7)er=9

2. Entre as equagdes abaixo, identifique quais representam uma circunferéncia e, em seguida,
determine as coordenadas do centro e o raio das circunferéncias.

a) 9%+ 25y? = 900 d) (x + 5 +(y-2)=16

2
b)(X+3)2+(y—2)—25=0 e) X2+ y’ +54x — 26y = —893
c) 36X —49y° =1 f)xX+y’—1=0

3. Qual é a equagdo reduzida da circunferéncia com centro C(], —3) e que passa pela origem do
plano cartesiano?

4. (UFSM-RS) Uma antena de telefone celular rural cobre uma regido circular de area igual a 9007 km'’.
Essa antena esta localizada no centro da regiao circular e sua posi¢ao no sistema cartesiano, com
medidas em quilémetros, é o ponto (0,10).

Assim, a equacdo da circunferéncia que delimita a regido circular é:
a)x*+y’—20y—800=0 c)x*+y’—20x—800=0 e) x*+y’=900
b) X’ +y’—20y+70=0 d) X+ y’—20x—70=0

5. No plano cartesiano, estdo representadas duas circunferéncias. Determine as coordenadas do
centro e o rajo de cada uma delas. Em seguida, determine a equacdo geral que as define.

L el e

Ronaldo Lucena/ID/BR

6. Determine a equacao reduzida da circunferéncia que passa pelos pontos R(—1,7), S(4,5) e T(4,7).

7. Dada a equacao da circunferéncia A: xX* + y* + 6(—2x + 4y) = —155, escreva-a na forma redu-
zida e, em seguida, determine qual(is) quadrante(s) contém(ém) pontos dessa circunferéncia.

8. Dado kER, quais valores k pode assumir para a equagdo B: x* + y* + 6x + 10y + k = O represen-
tar uma circunferéncia?

9. Seja A: (x + 2)2 + (y - 1)Z = 49 uma circunferéncia. Entre os pontos A(4, —2), B(—9,5), ((=2,1),
D(5,1) e E(—2,8), quais sdo:

* interiores a A? * exteriores a A? ° pertencentes a A?

142  capitulo 5 Conicas Nao escreva no livro.



10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Para que valores de m o ponto A(m, —6) é exterior
a circunferéncia x* + y” = 64?

Represente no plano cartesiano a circunferéncia
A X+ y’ + 2x + 2y = 62. Em seguida, determine um
ponto A pertencente a ela. Depois, determine uma
reta r externa a circunferéncia e uma reta s tangente
a circunferéncia.

Sabendo que a equacao geral de uma circunferén-
ca é X*+y’+6x+4y—311=0, determine as
coordenadas dos pontos de intersec¢ao dessa cir-
cunferéncia com a reta de equacdo x +y = 13.

Um roteador wireless emite sinal de internet
Wi-Fi numa regiao circular com um alcance de
até 100 metros, estando localizado no ponto A(2,5)
de um plano cartesiano, com medidas em metros.
Um computador que esta no ponto B(26,50) do
mesmo plano cartesiano recebe sinal Wi-Fi desse
roteador? E um telefone celular localizado no

ponto D(103,5) desse mesmo plano? Justifique
suas respostas.

2 2
Seja (x — 6) + (v — 2) = 41a equagdo da circun-
feréncia t. Determine a equagdo da reta tangente a

essa circunferéncia no ponto P(2, —3).

Determine os pontos de interseccao da reta
s: —x + 2y = 4 com a circunferéncia

2
rLx+ (y—2) =20

Determine a posicao relativa entre cada reta e cada
uma das circunferéncias.

r:3x—4y=-10
s:12x+ 9y = —15
t: 4x — 3y = —35

a) A (x—4)2+ (y—3)2:144
b)t: (x—5) + (y—1) =36

2

c)(p:(x+3) +(y+6)2=9

Determine a posicdo relativa entre a circunferéncia
2 2

T:(x —6) + (y —2) =1 e a circunferéncia dada

em cada item.

a)a: X +y —Ax+2y—T1=0

b) B: X2 +y —12x— 4y = ——1549

N&o escreva no livro.

18. Op-art é uma abreviacdo das palavras em inglés

optical art e significa “arte éptica”’, movimento ar-
tistico que surgiu em meados de 1950.
Observe uma imagem desse movimento.

CVADRAT/Shutterstock.com/ID/BR

Representacdo de circulos em contraste de preto e branco.

a) Que tipo de sensacdo esta obra causa ao ser ob-
servada?

b) No esquema a seguir algumas circunferéncias e
retas representam parcialmente aimagem. A re-
ta r contém os centros das circunferéncias A, A,
A e, Aretasintersectaa circunferéncia A, em
um Unico ponto.

Ronaldo Lucena/ID/BR

I') Qual é a posicao relativa da reta r em relagao
a circunferéncia A,? E em relagdo a circunfe-
réncia A?

1) Qual é a posicao relativa da reta s em relacdo
a circunferéncia A7 E em relacao a circunfe-
réncia A2

) Qual é a posicao relativa da circunferéncia A,
com relagdo a circunferéncia A.? E com rela-
¢do a circunferéncia A,?
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MSeccoes conicas

O termo “conicas” pode nos remeter a figura geométrica espacial cone, o que faz todo
sentido, pois as cdnicas podem ser obtidas por meio de cones com folhas que se estendem
indefinidamente em ambas as direcdes.

Considere duas retas no espaco, e e g, concorrentes no ponto V e nao perpendiculares. Ao girar a
reta g 360° em torno da reta e, mantendo o mesmo angulo de formagao entre elas, obtemos uma
superficie denominada superficie cdnica circular reta de duas folhas, com vértice V, geratrizg e
eixo de rotagao e.

Ainterseccao de um plano com essa superficie conica pode resultar em diferentes tipos
de figura, como um ponto, uma reta, um par de retas, uma circunferéncia, uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola. Neste capitulo, vamos estudar a elipse, a hipérbole e a parabola.

Apoldnio foi um dos trés grandes matematicos do século lll a.C, ao lado de Euclides e
Arquimedes. Ele nasceu por volta de 262 a.C. em Perga, sul da Asia Menor, por isso, é comum
se referira ele como Apol6nio de Perga, mas pouco se sabe a respeito de sua vida. Por causa
da sua extraordinaria obra intitulada Sec¢ées cénicas, seus contemporaneos o chamavam
de "o grande gedbmetra”. Nessa obra, Apolénio apresenta as cénicas por meio de sec¢des de
um plano em uma superficie cdnica circular reta de duas folhas. As nomenclaturas elipse,
parabola e hipérbole, também foram introduzidas por Apol6nio.

Fonte de pesquisa: EVes, Howard. Introdugdo a histéria da matemadtica.
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

Elipse Hipérbole Parabola

e

Cli

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Resulta da interseccao de um Resulta da interseccdo de um plano Resulta da interseccdo de um
plano obliquo ao eixo e com com as duas folhas do cone, mas plano que é paralelo a uma
todas as geratrizes do cone, mas nado passa pelo vértice V. Unica geratriz do cone.

nao passa pelo vértice V.
> Ao indicar que o plano nao passa pelo vértice V, estamos
afirmando que o ponto V ndo pertence ao plano.

Qual deve ser a posicao de um plano em relagao ao eixo e da superficie conica circular
reta de duas folhas para obter uma circunferéncia?
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@ Elipse

Para um estudo analitico dessa conica, vamos defini-la por meio de propriedades métricas
que seus pontos devem satisfazer.
[{ No estudo da Lingua
Elipse é o conjunto de pontos de um plano em que a soma Portuguesa, a palavra elipse

das distancias a dois pontos fixos é uma constante dada. indica supressao de um termo
que se subentende pelo
contexto, por exemplo: “Na

i minha bolsa ha um estojo, no
E possivel provar que a elipse pode ser obtida seccionando a super- estojo, [ha] canetas e lapis”.

ficie cOnica circular reta de duas folhas. ) ’

Esses pontos fixos sdao chamados focos da elipse.

De maneira pratica, podemos obter a representacao geométrica de uma elipse marcando ini-
cialmente dois pontos distintos em uma folha de papel, os quais serao os focos F, e F,. Em seguida,
fixamos neles as extremidades de um barbante com medida maior do que a distancia entre os
focos. Depois, tracamos uma curva continua com o barbante sempre esticado para obtermos
a representacao dessa elipse.

-

A soma das distancias de qualquer ponto dessa elipse aos pontos F, e F, & constante e
nesse caso tem a mesma medida do barbante.

dos Santos/ASC
Imagens

llustragdes: Eduardo

Considere dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano a tal que a distancia entre
eles seja 2c. Uma elipse de focos F, e F, &€ formada pelo conjunto de pontos P de o, cujasoma
das distancias a F, e F, € igual a uma constante 2a, com 2a > 2c.

P
PF,+PF,=2a
2a>2c>0
(¢

Observe os principais elementos de uma elipse.

* focos: F.eF,

e centro: @ 5
1
* eixo maior: A A, NG o > O centro de
bl "X EE .
A\ £ uma elipse
* eixo menor: B,B, Ags o= YA, £ corresponde ao
. a . 1 p) g P
« distancia focal: 2¢ E @to médio de
. . . FF,A A eBB..
* medida do eixo maior: 2a B 12, €55,

* medida do eixo menor: 2b
e excentricidade: e = %, com0<e<

~ 2 2
« relagdo notavel: a>=b"+ ¢
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Quanto mais préximo de O for a excentricidade (e) de uma elipse, mais proxima de uma
circunferéncia ela serd, e quanto mais proximo de 1for sua excentricidade, mais “achatada” sera.

elipse com elipse com elipse com elipse com
excentricidade 005 excentricidade 0,35 excentricidade 065 excentricidade 095

Em 1609, na sua obra intitulada Astronomia nova, Johannes Kepler
anunciou suas duas primeiras leis da Astronomia a respeito do mo-
vimento dos planetas. Em uma delas, ele afirma que os planetas
descrevem orbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol sendo um
dos focos da elipse. As leis de Kepler sao consideradas como marcos

tanto na histéria da Astronomia como na da Matematica. Astrdnomo alemso

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl Benjamin. Histéria da matematica. Johannes Kepler
Trad. Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1974. (1571-1630).

Agora, considere uma elipse no plano cartesiano com o eixo maior pa-

ralelo ao eixo das abscissas e um ponto qualquer P(x, y) pertencente a
essa conica.

Desenvolvendo aigualdade PF, + PF, = 2a e utilizando a relagdo notavel
@’ =b’+ & obtemos a equacio:

xQ X 2 2
(X (; X0> (y —yo)
2 t 2 :1
a b
P(x,y) i
chamada de equacao reduzida da elipse de centro Q(xo, yo>.
AW AZ . . . . .
FoQ T % Nocaso particularem que o centro de uma elipse coincide com a origem
do plano cartesiano, O(0,0) e os focos pertencem ao eixo das abscissas, a
B, equacao reduzida dessa elipse é dada por:
2 2
X y_2:1
y A, a b
P(x,v) ) ) . ) .
. Ao considerarmos uma elipse no plano cartesiano com o eixo maior
5 yQ_____% B, paralelo ao eixo das ordenadas, um ponto qualquer P(x, y) pertencente a
E ela e centro O(xo,y(J), temos a equacgao reduzida:
2 2
g x <X_X0> (y_y0>
2 > + > =1
0 Xo X b a
No caso particular em que o centro de uma elipse coincide com a origem do plano
cartesiano, Q(O, O), e os focos pertencem ao eixo das ordenadas, qual serd a equagao
reduzida dessa elipse?
146  capitulo 5 Conicas

N&o escreva no livro

llustragoes: Ronaldo

Colecao particular. Fotografia
Nicku/Shutterstock.com/ID/BR
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R6.Determine as coordenadas dos focos F, e F, e a
distancia focal da elipse de centro Q(1,1) na
figura abaixo, considerando que o eixo maior é
paralelo ao eixo das abscissas e d, + d, = 10.

De acordo com o enunciado, os focos da elipse
sao F,(2,5) e F,(2,1) e a elipse passa pelo ponto
P(5,5). O centro Q da elipse é o ponto médio do
segmento F F,, logo:

2+2 5+1
2,3).
Q( 2 2 >:>o( 3)
Como a distancia focal d(FW,FZ> é tal que
d(FV F2> = 2¢, temos:

h—5=2c=

=20=4=c=2
O segmento F,F, é paralelo ao eixo Ox. Entao, as

ordenadas dos dois focos da elipse sdo iguais a Como 2a = d(’:v P) v d(Fz' P), assim:
ordenada do centro Q(1,1) de modo que
F(1—¢1) e F(1+¢1), sendo ¢ a metade da 2N |5 _ 2| n \/(5 _ 2)2 +(5- 1)2
distancia focal.
Como d,+d,=10 e d ,+d,=2a, segue que 20=3+13°+ 4°
20=10=a ="5.

20=3+5

a=4

2
Como a’=b" + c? segue que:

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

A =p'+2=b'=12=b=2V3

Substituindo b por 3 e a por 5 na relacao notavel . - )
S 5 N ¢ Utilizando a equacao reduzida
a‘=b" + ¢’ temos:

2 2
2 _ p? 2 2 __ 2 2 2 _
ad=b+c=5=3+c=c=16=>c=4 (x—xo> <y—yo> A .
: + > =1 para elipses cujo
Logo F(1—4,1)=F(=31) F,(1+ 41)=F(51) b a
e2c=2-4=8 eixo maior é paralelo ao eixo Oy, obtemos:
R7.Determine a equacdo da elipse abaixo, sabendo (x _ 2)2 (y — 3)2
que F, e F, sao os seus focos e P € um de seus —+t 5 =1=
pontos. (2\/§> 4
y 2 2
(k=2  v=3)
= =]
12 16
F1
T ' R8.Considere a circunferéncia A de menor raio
E possivel que circunscreve a elipse de equacao
| x? —8x + 88 =54y — 9y°.
] iF « a) A circunferéncia A é tangente ao eixo:
;2 ] - 0x? -0y
0 2 E X ; b) A reta de equacdo y = 5x é secante a circun-
¢ feréncia A?
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Para determinarmos as coordenadas do centro Q
e 0s parametros a e b da elipse, fazemos:

X’ —8x+ 88 =54y — 9y’ =
= (xz - 8x) + (9y2 — 54y) =—-88=
= (x*—8x+16)+ (9y* — 54y + 81) =
2 2
=-88+16+81=(x—4) +9(y—3) =9
— 4)? —3)?
(x )+(y )

=1
9 1
Portanto, Q(4,3) a=3eb=1.

=

y
|
|
y
3----
1 o
! £
| S
! =
| ¢
1 &
t 3
X s
0 4 E
s
&

Logo, a circunferéncia de centro Q(4,3) e raio
r=3 é a de menor raio possivel que circuns-
creve a elipse. A equagdo dessa circunferéncia

e(x—4Y+(y-3) =9

a) *Sim, pois substituindo y por 0 em
(x — 4) + (v— 3)2=9,temos:
X —8x+16+9=9=
=>x—8x+16=0=>x=4

Como a solugdo é Unica, a circunferéncia
tangencia o eixo das abscissas.

Ndo, pois substituindo x por O em
(x — 4)2+ (v - 3)229, temos:
(0-4)+(y-3)=9=
=16+ (y - 3)2:9:>
S(y-3)=9-16=

=y - 3)2 =—7

Aequagao ndo possuisolugao, pois (y - 3)2 =0
paratodo y € R, ou seja, nao ha intersecgao
entre a circunferéncia e o eixo das ordenadas.

capitulo 5 Conicas
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b) Nao, pois substituindo y por 5x em
(x — 4)2+ (v - 3)2= 9, temos:
(x—4) + (5x—3) =9=
= (X —8x +16) + (25x*—30x + 9) =9=
=26x>—38x+16=0
Como A = —220 <0, a equacao ndo possui raizes
reais. Portanto, ndao ha interseccdo entre a
circunferéncia e a reta y = 5x.

Seja a elipse de focos F, e F,, que passa pelo ponto
P(6,8), com d(P.F,)=d(PF,)=2V13, excen-

2Vi3
13
Determine a equacao reduzida dessa elipse.

tricidade e =

e F,F, paralelo ao eixo Ox.

Como d(P, F1) = d(P, Fz) = 2V1§, temos:
d(PF)+d(PF,)=20=
=27 (2\/1_3)=Z-a:>a=2\/1_3

y

8.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Considerando e =

2VB _
13 213

=>RBc=4-B=c=4

Para calcular b, fazemos:

2
az=b2+c2:>22(\/1_3) =b'+4'=

c .
o Segue que:

=13c=2"" (\/1_3>2=>

=b’=4-13-16=b"=36=b=6
Note pela figura acima que:
0(x,y, — b)=0(6,8 — 6)=0(6,2)

Utilizando a férmula

(X_XO)Z N (y_yo)z

aZ bZ !
concluimos que a equacao reduzida dessa elipse
2 2
o8 -2
52 36 ’
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19. Qual deve ser a posicao de um plano em relacdo ao
eixo e da superficie cdnica circular reta de duas
folhas para se obter um ponto?

20. Determine a equacao reduzida da elipse descrita

em cada item.
a) Elipse de focos F,(2,0) e F,(—2,0), cujo compri-

mento do eixo maior é 6.

b) Elipse de focos F,(0,2) e F,(0,3) que contém o
ponto O(0, 0).

¢ ) Elipse de centro 0(2, 2), foco F(2,1) e que passa
por A(0, 2)
2

(x=1)

21. Seja a elipse de equacdo —7 + =1

2
Y
9

Determine:

a) o seu centro;

b) a medida de seu eixo maior;

¢) a medida de seu eixo menor;

d) sua distancia focal;

e) sua excentricidade.

22. Em cada item, determine a equagdo da elipse repre- ‘
sentada na imagem, sabendo que os pontos A e B
sdo os seus focos. ‘

a)

v >

b)

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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23. Determine as coordenadas do centro e dos focos
das elipses:
2 2
(x-5)  (v—2

+
d + =1
55 ) 5 3

24. As 6rbitas dos planetas em torno do Sol podem ser
descritas por elipses. Observe a tabela.

Planeta Excentricidade
da o6rbita
Mercdrio 02056
Vénus 00068
Terra 0,0167
Marte 00934
Japiter 00485
Saturno 0,0556
Urano 00472
Netuno 00086

Fonte de pesquisa: Instituto de Fisica UFRGS. Disponivel
em: <www.if.ufrgs br/oei/solar/solar04/solar04.htm>.
Acesso em: 11 maio 2016.
De acordo com essas informacgdes, qual planeta
do Sistema Solar tem a 6rbita mais parecida com
uma circunferéncia? Justifique.

25. (EsPCEx-SP) Num estadio de futebol em forma de
elipse, o gramado é o retangulo MNPQ, inscrito na
cbnica, conforme mostra a figura. Escolhendo o sis-
tema de coordenadas cartesianas indicado e to-
mando o metro como 2unidade, a elipse é descrita

2
pela equagdo X—2+ J —=1. Sabe-se também que
36 0
os focos da elipse estdo situados em lados do retan-
gulo MNPQ. AY
Assim, a distancia entre as Q P
retas MN e PQ é ]
a)48m
/R >
b) 68 m N X .
c)84m B
mnl A
d)92m » N £
e)96m 5
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@Hipérbole

Assim como fizemos com a elipse, vamos definir hipérbole com as propriedades métricas
que seus pontos devem satisfazer.

Hipérbole é o conjunto de pontos de um plano cujo valor absoluto da
diferenca das distancias a dois pontos fixos é uma constante dada.

Esses pontos fixos sdo chamados de focos da . , .
> A palavra hipérbole é homo6nima a figura

hipérbole. . : N
Pe bole de linguagem que enfatiza expressées
E possivel provar que a hipérbole pode ser resultantes do exagero, por exemplo:
obtida seccionando a superficie conica circular “Meu irmao morreu de medo do filme”.

reta de duas folhas.

De maneira pratica, podemos obter a representacao geométrica de uma hipérbole mar-
cando inicialmente dois pontos distintos em uma folha de papel, que serao os focos F, e F,. Em
seguida, fixamos a extremidade de uma régua em um desses pontos (F1> e, na outra
extremidade da régua, fixamos a extremidade de um barbante. No outro ponto (Fz>ﬁxamos
também a outra extremidade do barbante. A diferenca, em maddulo, entre 0 comprimento do
barbante e o comprimento da régua deve ser menor do que a distancia entre os focos. Depais,
tragamos uma curva continua com o lapis apoiado na régua e com o barbante sempre esticado
para obtermos um ramo da representac¢do dessa hipérbole. Procedendo de maneira semelhante

obtemos o outro ramo dessa hipérbole. /
\ \“\‘\g‘m e
T : A A
° °
F, F, F, F,
L@

-n
T
llustragdes: Eduardo dos Santos/ASC Imagens

A diferenca, em modulo, das distancias de qualquer ponto dessa hipérbole aos pontos F, e F,
é constante e menor do que F.F,.

capitulo 5 Conicas Nao escreva no livro



Considere dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano a tal que a distancia entre
eles seja 2c. Uma hipérbole de focos F, e F, é formada pelo conjunto de pontos P de «, cuja
diferenca, em modulo, das distancias a F, e F, € igual a uma constante 2a, com 2a < 2c.

P(x,y)
|PF, — PF,|=2a
Fof 2\ F 0<2a<2c

a
Observe os principais elementos de uma hipérbole.
e focos: F e F, B
e centro: 0
* eixo real ou transverso: ,rAz
« eixo imaginario: B, B, b C
e distancia focal: 2¢ ol
» medida do eixo real: 2a AR N N E
* medida do eixo imaginario: 2b
e excentricidade: e = %, come>1
 relacdo notavel: ¢ =a* + b’ &

Os pontos B, e B, sdo pontos da mediatriz dem, que formam triangulos retangulos em @,
com um dos catetos medindo a e hipotenusa medindo c.

Quanto mais proximo de 1 for a excentricidade (e) de uma hipérbole, mais “fechados”
serdo seus ramos, e quanto mais distante de 1 for sua excentricidade, mais seus ramos se
aproximardo de retas.

Hipérbole com excentricidade 1,1. Hipérbole com excentricidade 2.

[{ O centro de uma hipérbole corresponde ao ponto médio de Iﬁ AA,eBB,.

llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

Hipérbole com excentricidade 3. Hipérbole com excentricidade 5.
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Outro elemento importante das hipérboles sdo suas retas assintotas. Para obté-las,
podemos construir um retangulo KLMN, que possui A, B, A, e B, como pontos médios de
seus lados de medidas 2a e 2b. Esse retangulo é chamado de retangulo de referéncia ou
retangulo auxiliar da hipérbole.

As retas KM e LN que contém as diagonais desse retangulo sdo denominadas assintotas
da hipérbole. A hipérbole nao possui ponto em comum com as assintotas e quanto mais

distante um ponto da hipérbole estd de seu centro, mais préximo esse ponto estard da
assintota.

> No caso em que o retangulo auxiliar for
um quadrado (hipérbole a direita), isto
é, quando 2a = 2b, temos uma hipérbole
chamada hipérbole equilatera.

Agora, considere uma hipérbole no plano cartesiano com o eixo real paralelo ao eixo das
abscissas e um ponto qualquer P(x,y) pertencente a essa cOnica.

Desenvolvendo a igualdade |PF, — PF,| = 2a e utilizando a relagao notavel c=a+ bz,
obtemos a equacgao

y

YoT

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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No caso particular em que o centro de uma hipérbole coincide com a origem do plano

cartesiano, O(0,0), e os focos pertencem ao eixo das abscissas, a equagao reduzida dessa
hipérbole é dada por:

XY 1
aZ bZ
yA e
y
B
P(x,y) ! B
1
AZ
F, A 01Q |A F, X F, %
Px,y)

Ao considerarmos uma hipérbole no plano cartesiano com o eixo real paralelo ao eixo das

ordenadas, um ponto qualquer P(x,y) pertencente a ela e centro Q<Xo'yo ) temos a equagao
reduzida:

No caso particular em que o centro de uma hipér- P(x, ) ,/

bole coincide com a origem do plano cartesiano, !
Q(O, 0), e os focos pertencem ao eixo Oy, qual se-
ra a equacao reduzida dessa hipérbole?

/
S
llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

N&o escreva no livro.
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2 2
iy =3 (=2
R10.Faca o esbogo da hipérbole de equacdo 3 BT 1.

Com base na equagao, notamos que essa hipérbole possui o eixo real paralelo ao eixo das
3 &
ordenadas, 0 (2, 3) é o centro da hipérbole, 20 =6 é a medida do eixo real e 2b = 8 é a medida

do eixo imaginario.
af] 2
Para calcular ¢, utilizamos c2=a*+ b";
2 2 2 2
(=3 +4 =c=25=c=5

Observe, na figura abaixo, a localizagdo dos pontos que nos permite avaliar a hipérbole, deter-
minados pelos resultados acima, sendo KLMN o retangulo auxiliar.

y
S — 7Fw
1
1
|
L Al M
U ]
1
i
1
|
L
N e
5 C
K Az N
| 0 2 6 X
i
[ °
FZ

A partir dos pontos obtidos, tracamos as assintotas r (passando por L e N) e s (passando por
M e K) para facilitar o esboco da hipérbole.

— I — 1O —T———¢——*

-

~

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR
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R1.Determine as coordenadas dos focos e a equagdo da hipérbole com o eixo real paralelo ao eixo das

abscissas, sendo 0(1,2) 0 seu centro, e = V5 a excentricidade e 2b = 8 a medida do eixo
imaginario.

Observe a representacdo grafica dessa hipérbole no
plano cartesiano ao lado:

Do enunciado, temos b = 4.
2 2
Comoe=%ec2 =ad’+ b =c=V\d + b, temos:

2+b2 > °
va s E = \/Cl;-16:> F

a

saVo=Va+16=50=0d + 16 =

e =

Ronaldo Lucena/ID/BR

S4d=16=>d=4=>a=2

Para calcular ¢, fazemos:
C=ad+b=C=2+4=32=20=c=25

Nesse caso, como a distancia focal da hipérbole é 2c e a ordenada dos focos é igual a ordenada
do centro Q, segue que:

F1-c2)=F(1-2v52)eF(1+c2)=F(1+2V52)

2 2

X — X y—y -1 4 -
Assim, utilizando a férmula ( ; O> — ( : O) =1, obtemos (X ) - (y ) =

a b 4 16

2

R12.Determine o valor de m para que a hipérbole de equagao 9x* — 4y2 = 54 possua aretay = mx
como uma de suas assintotas, sendo m > 0.

A partir da equacdo 9x* — 4y2 = 54 da hipérbole, fazemos:
2

2
9 4 54 X Y

= =2 ==

54 54 54 6 27

R R

7 6 2 6 a 2 4 a 470 >

Como o centro da hipérbole é Q(0,0), suas assintotas sdo as retas que passam por (0,0)
e (a,b)e por (0,0)e (—a,b) ou seja, as retas r e s dadas por:

r:y=mx:>b:ma:>370=ma:>m=37 r:y=37x
- — (— 3,-_ — 8 o=
s:;y=mx=b=m(—a)= 5a ma=m 5 S 5 X

Portanto, para que y = mx seja uma das assintotas, sendo m > 0O, devemos ter m = %
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26. Determine a equacdo da hipérbole descrita em cada item.
a) Hipérbole de focos F,(5,0) e F,(—5,0) que contém o ponto A,(2,0).
b) Hipérbole de focos F,(0,2) e F,(0, —2), e assintotas y = xey = —x.
c) Hipérbole com eixo real de extremos A (5,1) e A,(—1,1) e assintotasy = x —ley = —x + 3.

d) Hipérbole com um dos focos F1(2,1), centro 0(2, —2) e eixo real de medida 2a = 4.

27. Em cada item, determine as equagdes das assintotas da hipérbole representada, sabendo que F,
e F, sao os seus focos.

a) y b)
y
4.-
31 34
2+ \iy
T :
e S — s
-4 -3-2- ? 23 4 X -4-3-2-19] 1 2 3 X g
F £
—2% /;\ 2
—37 -37 g
—44 3

28. Determine as coordenadas dos focos e a excentricidade das hipérboles abaixo.

2 2
. lz—_y-z % _i:1 0 (x+2) B (y+5) _,
16 9 144 5 6 10

2

29. Vamos verificar que a hipérbole h: é — j1/_6 = 1ndo intersecta suas retas assintotas. Primeiro,

determinaremos suas assintotas, s, e s,. Como h esta centrada na origem, suas assintotas sao

=1 b)

dadas pory = i—%x. Assim:
S;y=2xes;y=—2x

Vamos supor, por absurdo, que exista um ponto P(xo, yo) nainterseccdo de h e s.. Deste modo,
temos:

XZ yZ
Y, =2X, e e -2 =
0 0 4 16
Assim: ,
1= on _ .yoz _ on _ <2X0> _ on _ 4X02 _ on _ on -0
4 16 4 16 4 16 4 4

o0 que é falso, pois 1 # 0. Desta maneira, h e s, nao se intersectam. De modo analogo, pode-se
mostrar que h e s, nao se intersectam.

Com argumentos semelhantes, mostre que as hipérboles abaixo nao intersectam suas retas

assintotas.
: -2 - Y
a) XYy b) - =1 QX - 4
25 5 1 4 a b2
2
) o < X (y B 2)
30. Determine o valor de m, sendo m # O, para que a hipérbole de equacdo - =1

2
tenha excentricidade igual a 2. m 9
31. Mostre que a excentricidade de uma hipérbole equilatera é sempre igual a V2.

32. Determine a equagao da hipérbole equilatera de focos F,(4,0) e F,(—4,0).
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®Parabola

Provavelmente, vocé ja estudou que a representacdo grafica de uma fun¢ao quadratica é
uma parabola cujo eixo de simetria é paralelo ou coincidente ao eixo das ordenadas. Agora,
realizaremos um estudo mais aprofundado dessa cdnica.

Assim como realizamos com a elipse e com a hipérbole, vamos definir parabola com as pro-
priedades métricas que seus pontos devem satisfazer.

Parabola é o conjunto de pontos de um plano cujas
distancias a um ponto fixo e a uma reta fixa sao iguais.

> A palavra parabola também é
utilizada para indicar narrativas
alegéricas, cujo objetivo é transmitir

E possivel provar que a parabola pode ser obtida seccionando mensagens, geralmente moral ou

a superficie conica circular reta de duas folhas. religiosa, de maneira metaférica,
isto é, de modo indireto.

Essa reta fixa é chamada de diretriz e esse ponto fixo, nao
pertencente a diretriz, € chamado de foco da parabola.

De maneira pratica, podemos obter a representacdo geomeétrica de uma parabola mar-
cando primeiro um ponto em uma folha de papel, que sera o foco F. Em seguida, fixamos
uma extremidade de um barbante nesse ponto e a outra extremidade do barbante fixamos
em um esquadro. Depois, com o auxilio de uma régua em um lugar fixo, tracamos uma reta
e uma curva continua deslizando o esquadro, apoiando-o na régua, onde esta localizada a
reta, com o barbante sempre esticado para obtermos a representacdo dessa parabola.

45 2 I G#

—>

R T Ty [y g U
0 1234567 8 9101 12131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24,25 26,27 28 29 30, 0012345 6 7 8 5101 12131415 16 17 18 1920 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30,

llustragdes: Eduardo dos Santos/ASC Imagens

A distancia de qualquer ponto dessa parabola a reta tracada e ao ponto F é a mesma.

Considere um ponto F e uma reta d pertencentes a um plano o, tal que F& d. Uma para-
bola de foco F e diretriz d é formada pelo conjunto de pontos P de a, que estao a mesma
distancia de F e de d. A distancia entre o foco F e a diretriz d é denominada parametro.

Observe os principais elementos de uma parabola:

« foco: F .
o vértice' V . P > O eixo de simetria,

o . indicado pela reta
e diretriz: d v e, éaretaque
* parametro: p I ol passa pel((jJ. folco fe
« eixo de simetria: e ] P Zif:trr?;z culara

- A _p P’ é a projecao ortogonal : J

* relagao notavel: FV = 2 do ponto P sobre areta d

A interseccao do eixo de simetria com a parabola determina qual
elemento da parabola?

Lucena/ID/BR

llustragGes: Ronaldo

e
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Galileu Galilei fez contribui¢des notaveis paraa Matematica e outros
ramos da Ciéncia nos séculos XVI e XVII. Entre elas, podemos destacar
o0 invento do microscépio moderno, a constru¢ao de uma espécie de
binéculos de longo alcance e a mecanica dos corpos em queda livre,
com base no fato de a distancia percorrida por um corpo em queda
livre ser proporcional ao quadrado do tempo do inicio da queda. Foi
ele também o primeiro a perceber que a trajetéria de um projétil,
desconsiderando a resisténcia do ar, é de natureza parabdlica.

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introdugdo a histéria da matemadtica.
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004

Colegdo particular. Fotografia: Georgios Kollidas/

Astrénomo italiano
Galileu Galilei (1564-1642).

Agora, considere uma parabola no plano cartesiano com a reta diretriz paralela ao eixo das
abscissas, vértice acima da diretrize um ponto qualquer P(x,y) pertencente a essa conica.

PINN F v P(x, V)
+ Il N __e-"- ]
T3 ! :
Y V: ?
1 1
P i i
077 : N
0 Xo X

Desenvolvendo a igualdade PF=PP’, obtemos a equagdo (x = x0>2=2p<y —yo> chamada

equacao reduzida da parabola de vértice V(xo,y0> acima da diretriz, foco F X, Y, + 7) e

reta diretrizy =y, — %
Podemos reescrever a equacao reduzida da pardbola como y = ax’ + bx + ¢, sendo
X X2
a= 21—p b=— TO ec= 2; + y,- Assim, concluimos que o grafico de uma funcao qua-

dratica é, de fato, uma parabola.
Veja outras possibilidades de equacdes de parabola:
* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice abaixo da diretriz

y 2
P g (X_XO> = _Zp(y_yo)
Yo+ 5 .
Yo fremmmmozs % [2) foco:F(xO,yo—T)
p 2
I T i . p
; tadiretrizy =y + —
. Xo e reta diretriz.y =y, + <

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice coincidindo com a
origem V(0,0), mas acima da diretriz;

5 Y X2 = 2py

B F

g }E foco: F(O, L)

2 v|| 2 2

2 0 }B X di . p
u 2 q reta diretrizz y = — 5

Qual é a reta correspondente ao eixo de simetria dessa parabola?
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 parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice coincidindo com

a origem V(0, 0), mas abaixo da diretriz;

y

<
—
~|of oo
a

X = —2py
foco: F(O, —£>

reta diretriz. y = %

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice a direita da diretriz;

Yot

pI
2
oxo_%go&% X

2

(y —y0> - ZP(X - X0>
foco: F<x0+%, y0>

o p
reta diretriz: x = x, — >

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice a esquerda da diretriz,

y

Yo1

2

(v=vs) = =2p(x=x,)

foco: F<xO —%, y0>
p

reta diretriz: x = X, + —
2

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice coincidindo com a

origem V(0, 0), mas a direita da diretriz.

N o

V' = 2px
p
foco: F{ —, 0
(o]0} ( % )
reta diretriz: x = —%

* parabola com a reta diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice coincidindo com a

origem V(O, O), mas a esquerda da diretriz.

y d

-n
NI‘G{
<
o
NI‘G{

llustragGes: Ronaldo Lucena/ID/BR

N&o escreva no livro.

Y= —2px

(P
foco.F( > O)

reta diretriz: x =

N|'D
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R13.Determine a equagao e esboce no plano carte-

siano a parabola de vértice (0, 0) e:
1

a) foco F(O, T)

b) diretriz d: y = 3.

a) Se p é o parametro, entao % = FV. Assim:
P _11
2 4
Sendo x* = 2py, temos:
e = 2~%y:>x2=y

A diretriz dessa parabola é a reta y, tal que:

b) O vértice estd abaixo da diretriz, logo, o para-
metro p é:

O+%=3:>p=6

Sendo x? = —2py, obtemos:
X’==2-6-y=x'=—12y

O foco F dessa parabola é o ponto:

F(xo,yo = %) - F<0,0 = %) — F(0,-3)

y

|
U
|
o~
|
|
| = o do
N e )
= t t
N
o
b
llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

R14.Esboce no plano cartesiano a parabola de equagao
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2x+y’—6y+12=0.

Primeiro, vamos determinar as coordenadas do
e . coa P
vertice dessa parabola e a distancia 53 entre

0 vértice e o foco da mesma, utilizando o método
de completar quadrados.

capitulo 5 Conicas

2X+ty’—6by+12=0=y*—6y= —2x—12=
Sy’—6y+9=—2x—12+9=>

:>(y—3)2=—2<x+%>

Verificamos que a parabola possui diretriz para-
lela ao eixo das ordenadas e concavidade volta-

da para a esquerda. Além disso, V(—%, 3>.

Como —2 = —2p, segue que p = 1.
O foco F dessa parabola é o ponto:

p 31
F(xo— 2,y0>=F<—2 —7,3>=F(—2,3)

e a diretriz é a reta:

P 3 .1
d:x=x0+7:>x=—7+7:x=—1

L

Ronaldo Lucena/ID/BR

R

|
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R15.Baseando-se nas representacdes graficas das

parabolas abaixo, determine as suas respectivas
equagodes reduzidas.

a) c)

o<

d|y
y.
5 i
1 X
P
\\ /5 0| é\x

vértice v(o,%)

d: paralela ao eixo Ox

diretrizd: x = —1

vértice V(0,0)

b) d) y
y \
34F 3 &
0 X 7:3 0 X 2

diretrizd:y = %
foco F(0,3)

d: paralela ao eixo Oy

N&o escreva no livro



a) Seja Q(—1,0)a intersecgdo entre a diretrizd e o
eixo das abscissas. O parametro p é:

P _ P g P = -
— = Vo= |-1-0= - =1=p=2
Assim, a equagao reduzida é:

y2:2px=>y2=2-2-x=>y2:4x
b) Seja O(O, %) a interseccao entre a diretriz d e
0 eixo das ordenadas. O parametro p é:
3 3 3
=F=3—=|=|=|==
p=F0 ‘ 2 ‘ ‘ 2 ‘ 2
O vértice V da parabola é o ponto médio

de FQ, ou seja:

Assim, a equagao reduzida é:
2
(x — x0> = 2p<y —yo):>

:>(x—0)2=2-%<y—%>:>

:>x2=3<y—%)

c¢) O vértice dessa parabola é o ponto V(O, %)
e ela passa pelo ponto P(5, 0).

Pela férmula (x = XU)Z ==2p (y —yo), obtemos:
(x—0) =-2p (y— %>=>

=X ==2p (y—%> (1)
Substituindo as coordenadas do ponto P(S, 0)
em |, segue que:

5 =—2p (O —%):25=Zp-%=>p=5

diretriz das parabolas cujas equacdes sdo dadas
abaixo. Em seguida, esboce cada pardbola no
plano cartesiano.

a) (y+1)2=4(x—4)
—8(y+1)
¢) (y+2) =—16(x— 3)

2

b) (x +2)

N&o escreva no livro.

Logo, substituindo p por 5 em |, temos:

X=-2-5- <y—%):xz=—10(y—%>

d) Os pontos (0,3) e (0,7) sdo pontos simétricos
em relagdo ao eixo de simetria da parabola,
logo, a coordenada y, do vertice é:

_7+3
yo_ 2

=Y,=5

Substituindo esse resultado na férmula

(y - yo)z =—=2p (x - xo), obtemos:

(y-5)=-2p(x—x,) (1)

Substituindo as coordenadas dos pontos (0, 3)
e (=3,1) em, segue que:

(3=5) =-2p(0-x,)
(1-5) = -2p(-3-x,)

4=2p-x,
= =
{16 =2p(3+x,)

po=2 (I)
=
p(3+x,)=8 (m)
Dividindo Il por II, temos:
P (3 <> XU)
I

=3+ x,=4x,=>x,=1

3+ X,

8
=—= =4=
2 XO

Retornando em I, temos p-1=2=p = 2.
Logo, substituindo esses resultados em |, a

equacdo reduzida da parabola é:
2

(y=5)=-2-2-(x-1)>
=(y=5)=—4(x-1)

33. Determine o foco, o vértice e a equacdo da reta = 34. Em cada caso, determine a equagio da parabola,

sabendo que:

a) o vértice € V(0, 0) e a equagao da diretriz, y = —2.

b) o vértice é V(2,1) e o foco, F(5,1).

¢) ofoco é F(2,3) e a equagio da diretriz,y = —1.

d) o vértice é V(0,0), o eixo de simetria coincide
com o eixo das abscissas e a parabola passa pelo
ponto P(2, —3).
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35. Determine a equacgdo de cada uma das parabolas
representadas a seguir, em que estdo indicados o

foco F, o vértice V e a reta diretriz d.

a) y
\ F,
-2 0 2 X
dix=-2
b) y
dy=3
]
\Y
1'?—?\
10[ 2
—1
F
c) B
./
-5\ 410
V 41
diy=-2 =2

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

36. Dadas as fungdes quadraticas com suas respectivas
representacdes graficas, determine o vértice, o foco
e a equacdo da diretriz de cada parabola.

a)y=x'+2x+3

y
10T
94
8..
7..
6.

v

-4
N4
x

0
11
24

y

5..
4..
3..
2..
‘]-.

b)y=—x+6x—5

0

-1+
-2+
-3+

— 4

—5+
—6%

N4

w+

~4

o+

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

37. Determine os pontos de interseccdo da pardbola
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capitulo 5 Conicas

A:y=x’comaelipse B:x*+ 5y’ =6.

38. Determine a equacdo da parabola que passa pelos
pontos P(—4,4) V(0,8) e K(8, —8), conforme a figura.

y

39. (PUC-R)) A figura abaixo mostra uma

parabola de eixo vertical.

Ronaldo Lucena/ID/BR

reta e uma

a) Sabendo que a reta corta os eixos nos pontos
(—2,0) e (0,2), encontre a equacdo da reta.

(0.8)

(0.2)

(=2,0)

y

b) Sabendo que a parabola corta os

2ON_/4.0)

PUC-RJ/Fac-simile: ID/BR

eixos nos

pontos (0,8) (2,0)e (4,0) encontre a equagao da

parabola.

¢ ) Encontre os pontos de interseccdo entre areta e

a parabola.

40. Paraqualvalor de maparabola (x — 6)2 =m(y —1)
intersecta o eixo das ordenadas em (0,4)?

41. Determine as equacdes das parabolas que se inter-
sectam nos pontos A(—1,—2) e B(3, —2) cujos vértices
sao V,(1,6) e V,(1,—6) conforme a figura abaixo.

y

6“ 1

e

<L @g-——————————

Ronaldo Lucena/ID/BR
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Verificando rota @
1. Aférmula AB = \/(xB = XA)

e B(xB, yB) é valida para quaisquer dois pontos no plano cartesiano?

2 2
I (yB = yA) que fornece a distancia entre os pontos A(XA, yA)

2. O célculo das coordenadas do ponto médio de um segmento no plano pode ser relacionado a
qual conceito estudado em Estatistica?

3. Qual é a inclinagdo da reta que coincide com o eixo das abscissas? E da reta que coincide com
o eixo das ordenadas?

4. Por que ndo existe o coeficiente angular de uma reta paralela ao eixo das ordenadas?

5. Uma reta representada no plano cartesiano pode ser escrita algebricamente por apenas uma
equagao?

6. O que representa os valores m e n na equagdo da reta na forma reduzida y = mx + n?

7. Em relagdo a posicdo relativa entre duas retas no plano cartesiano, essas retas podem ser
reversas? Justifique.

8. Em quais situagdes duas retas nao verticais no plano cartesiano sao paralelas?

9. No plano cartesiano, a representacdo de uma fungio afim corresponde a uma reta ndo verti-
cal. No caso da circunferéncia, podemos associar alguma fun¢ao a essa curva? Justifique.

10. Qual é a distancia entre o centro de uma circunferéncia e qualquer outro ponto pertencente a ela?
11. O que significa dizer que uma reta é tangente a circunferéncia?

12. Qual é a posicdo relativa entre a reta t e a circunferéncia ¢, dado que t contém o diametro da
circunferéncia

13. Defina:

* elipse. * hipérbole. * parabola.
14. O que indica a excentricidade de uma elipse? E de uma hipérbole?
15. O que é o eixo de simetria de uma parabola?

16. A representacdo no plano cartesiano de uma fun¢do quadrética corresponde a uma parabola
cuja diretriz é paralela ou coincidente a qual eixo?

17. Relacione cada cbnica a uma equacdo. Para isso, escreva no caderno a letra e o simbolo
romano correspondentes.

=R N
0 X 0 X 0 F

llustragdes: Ronaldo Lucena/ID/BR

elipse hipérbole parabola
2 2 2 2
|)X2:2py ||)X__‘y_:‘| |||)X_+‘y_:‘|
a bz a bz

18. As paginas de abertura da unidade 2 apresentaram a ponte Juscelino Kubitschek como assun-
to inicial, informando que ela é composta por trés arcos que sugerem a trajetéria de uma
pedra quicando o espelho de agua. Qual dos contetidos trabalhados durante esta unidade se
relaciona com esse tema?

Nao escreva no livro. 163




Ampliando
fronteiras

Onde estou?
Para onde vou?

As primeiras técnicas de navegagao eram visuais,
usando as estrelas. Atualmente, embora nao seja
mais preciso olhar para o céu, os satélites estao
13, trabalhando em equipe para enviar sinais aos
receptores GPS, que determinam a posicao exata
de qualquer ponto na superficie terrestre.

GPS

Hoje, os aparelhos para determinar a localizagao
e 0 posicionamento na Terra sao muito utilizados
em definicdo de rotas cotidianas, na aviagao civil
e militar, na navegacao maritima e comercial, no
rastreamento de veiculos e animais, na agricultura,
etc. A atualizacdo desses aparelhos é possivel de-
vido ao Sistema de Posicionamento Global, GPS
(do inglés, Global Positioning System), um sistema
de coordenadas de posicionamento que permite
determinar a posicao exata de qualquer usuario
em qualquer ponto do globo terrestre. O sistema é
composto por 24 satélites distribuidos em 6 6rbitas
em torno da Terra.

Os satélites demoram 12 horas para circular a
Terra e estdo a uma altitude de 20200 km. Pela
disposicao das orbitas, qualquer ponto do pla-
neta é coberto por pelo menos quatro satélites.
Todos os satélites sao controlados por estagdes
de gerenciamento distribuidas pela Terra. Essas
estacdes monitoram, corrigem e reprogramam 0s
satélites. O receptor GPS, aparelho utilizado pelo
usuario, capta os sinais fornecidos pelos satélites
e decodifica as informacgdes fornecendo a latitude,
longitude e altitude.

164
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Como funciona?

Se vocé for informado que esta a 500 km de certa cidade, essa informagao nao é sufi-
ciente, pois ela pode estar a qualquer ponto na circunferéncia de raio igual a 500 km. E
necessaria a informacdo da distancia em relagao a outros dois pontos distintos, pois as trés
circunferéncias se encontrariam em no maximo um ponto. O principio basico do funciona-
mento do GPS é o mesmo, s6 que em um plano tridimensional, chamado triangulacdo das
distancias ou simplesmente trilateracao.

Alexandre Koyama/
ASC Imagens

Se o receptor capta o sinal de um

satélite, ele pode estar na superficie >
de uma esfera formada com o centro
no satélite e raio igual a distancia do
receptor ao satélite.

Se o receptor recebe o sinal
de dois satélites, ele deve
estar na interseccao de
duas esferas, cujos centros
sdo os satélites, ou seja, ele
deve estar localizado na
circunferéncia determinada
nessa interseccao.

Entdo, quando o receptorh
capta o sinal de trés satélites,
ele deve estar na interseccao
das trés esferas, cujos centros
sdo os satélites, ou seja, deve
estar em um dos dois pontos
dessa interseccdo. Um dos
pontos geralmente esta no
subsolo ou na atmosfera, por
isso, é desconsiderado, e o
outro ponto corresponde a
localizacdo do receptor.

llustragdes: Maryane Silva/ASC Imagens

I3 De acordo com os textos, quais informagdes
podem ser fornecidas pelo receptor GPS?

[ voce ja utilizou um receptor GPS? Se sim, com
qual finalidade?

Maxx-Studio/Shutterstock.com/ID/BR

, [4 Que tipo de cdnica se relaciona com o processo
| Imagem representativa . ~ .
do principio bsico de de trilateracdo? Quais foram os outros elementos
funcionamento do GPS. geomeétricos utilizados nesse processo? receptor GPS

Nao escreva no livro. 165




Nas alturas

*Vocé ja soltou pipa alguma vez? Se sim, conte sua(s)
experiéncia(s).

* Em sua opinido, quais as caracteristicas que uma pipa
deve ter para voar alto e de modo estavel?

&y g
Matematica
~ * A aerodinamica estuda a interagao do ar com corpos
e m agao s6lidos em movimento. Cite outras situagdes em que a

aerodinamica esta presente.

No inicio do século XX, poucos poderiam imaginar avides
como os conhecemos hoje: grandes maquinas capazes de
carregar cargas pesadas pelos ares e em alta velocidade, isso
sem falar no transporte de pessoas. Para nossa sorte, alguns
“curiosos” da época s6 se satisfizeram ao colocar em préatica
suas teorias sobre aparatos voadores e, a0s poucos, a historia
da aviacao foi sendo desenhada.

O médico e inventor Alexander Graham Bell projetou uma
estrutura leve, porém com area da superficie suficientemente
grande para transportar um homem. Esta enorme maquina
foi batizada por ele de Cygnet e ficou conhecida como “Pipa
Tetraédrica de Graham Bell”, pois sua armacao era composta
por mais de 3000 pequenos tetraedros parcialmente cober-
tos com tecido (células).

Alexander Graham Bell (1847-1922),
responsavel pela primeira transmissao
telefonica clara da voz humana, em 1875.
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Alexandre Koyama/
ASC Imagens

De acordo com a regidao do Brasil, a pipa
é conhecida por outros nomes, tais como
papagaio, cafifa, arraia ou pandorga.




Em 1907, o Cygnet levantou voo em um barco no oceano Atlantico com um piloto chamado
Thomas Selfridge, porém, apds atingir cerca de 60 m de altura, o vento mudou de diregao e
o0 levou para a agua, mas ele sobreviveu ao acidente. Assim, podemos dizer que apesar do
projeto de Bell ter sido bem-sucedido em relagao a massa, fracassou nos quesitos transporte
e estabilidade.

& @

ASCImagens

Imagem representativa do Cygnet,
ou Pipa Tetraédrica de Graham Bell.

Alexandre Koyama/

Atualmente, o conhecimento de aerodinamica leva em conta muitos outros fatores, além da
massa e area da superficie da estrutura. E com ela é possivel construir aeronaves com formato
das asas projetado para combinar tais fatores, como a velocidade de fluxo e a pressao,
tornando possivel controlar, por exemplo, a velocidade da aeronave e a altura do voo.

~\

M3ao na massa €

No texto, foi apresentado um pouco da
histéria da “Pipa Tetraédrica de Graham Bell”
e foi citada a importancia da aerodinamica
para a construcao de aeronaves. Esta area
de conhecimento é um tépico de estudo da
Fisica (da Mecanica, mais especificamente),
que investiga gases em movimento, em
especial, a interacdo do ar com corpos
solidos. As pipas também precisam ser
projetadas de modo que o seu formato
favoreca um voo estavel. Propomos assim a
construcao de uma pipa seguindo o padrao
tetraédrico desenvolvido por Bell.

Inicialmente, o professor vai organiza-los
em grupos e cada grupo deverd provi-
denciar os seguintes materiais para a
construcao da pipa:

e 24 canudos resistentes;

* 1 carretel de linha;

* 4 folhas de papel de seda;

\ e cola ou fita adesiva;

* palito de madeira fino do comprimento do
canudo (que passe dentro dele);

* tesoura com pontas arredondadas.

O professor explicara o procedimento para
construir a pipa tetraédrica. Depois de pronta,
ele os levara em um local aberto, longe das
redes elétricas, no qual seja possivel solta-la.

Nesta ocasido, verifiquem se a pipa ficou esta-
vel e, em caso negativo, quais ajustes serao
necessarios realizar para que estabilize no ar.
Algumas solugdes sao ajustes na armacdo e no
cabresto. Todos os alunos do grupo devem
experimentar a sensacao de soltar a pipa.

Apés a atividade ao ar livre, ja em sala de
aula, o professor propora um questionario
para ser respondido por escrito em cada um
dos grupos.

Por fim, é possivel unir quatro das pipas
tetraédricas e formar uma maior, com aresta
igual ao dobro da feita pelos grupos. Soltem-na
novamente e verifiquem a estabilidade.
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a capitulo 6
Estatistica

a capitulo 7
NUmeros
complexos

O lobo-guara esta na lista dos animais vulneraveis ao risco
de extingao principalmente devido a degradacdo do seu habitat,
aos atropelamentos, a doengas e a caca — vingan¢a dos donos de
animais domésticos atacados pelos lobos. Estima-se que, nas préximas
duas décadas, sua populacdo se reduza em, pelo menos, 29%. Fazer esti-

mativas como essa s6 é possivel com o auxilio da estatistica, assunto que
serd estudado nesta unidade.

N&o escreva no livro.



O lobo-guara (Chrysocyon brachyurus)
é um mamifero que habita os biomas
brasileiros Cerrado e Pampa. Quando
adulto, o comprimento do seu corpo
pode ter entre 95 cm e 115 cm, tendo
38 cm a 50 cm de cauda, e sua massa

geralmente estd entre 20 kg e 33 kg.
Além do Brasil, pode ser encontrado
em regides da Argentina, Bolivia,
Paraguai, Peru e Uruguai.

Imagem capturada no Parque
Ecolégico de Sdo Carlos (SP), em abril
de 2014.

Nesta unidade, vocé vai estudar como organizar,
resumir e apresentar dados, com a ajuda da estatistica
descritiva, das medidas de posicao e de dispersao.
Também ird conhecer o conjunto dos nimeros complexos

e efetuar calculos com seus elementos.

Nao escreva no livro.




6 Estatistica

M Estatistica descritiva

Provavelmente, vocé estudou estatistica em anos anteriores, mas neste capitulo vamos
apresentar um ramo chamado estatistica descritiva. Como o nome sugere, ela é composta
por técnicas cujo objetivo é descrever, analisar e interpretar dados numéricos de uma po-
pulacdo ou amostra.

o
=

E
Q.
(4]
()

Lembre-se de que em estatistica a populagao é o conjunto de elementos com pelo menos
uma caracteristica em comum, e amostra é um subconjunto nao vazio da populagdo com
menor quantidade de elementos. Lembre-se também de que as varidveis que apresentam
valores numéricos resultantes de algum tipo de contagem ou mensuragao sao chamadas
variaveis quantitativas, e as variaveis que apresentam como valores uma qualidade ou uma
caracteristica sdo chamadas variaveis qualitativas.

@ Distribuicao de frequéncias

Enxadrista: A equipe de enxadristas do Ensino Médio de uma escola em 2017 era composta pelos
Jogador de seguintes estudantes:
xadrez.
Nome Ano que estuda s
£
Andressa 3%2ano é
Bernardo 1°ano g
Denise 2°ano é’
<
Elaine 3¢ano
Jéssica 32ano
Kléber 3°ano
Raissa 1¢ano Movimento de pecas no tabuleiro
durante um jogo de xadrez.
Tulio 3¢ano

Fonte de pesquisa: Enxadristas do Ensino Médio.

Podemos resumir as informacdes a respeito dessa equipe de enxadristas organizando os
valores atribuidos a variavel "ano que estuda” por meio da frequéncia absoluta ou simples-

mente frequéncia (), que é o nimero correspondente a quantidade de vezes que um valor
da variavel ocorreu. Nesse caso, temos:

* frequéncia dos estudantes do 1° ano: 2
* frequéncia dos estudantes do 2°ano: 1
* frequéncia dos estudantes do 3% ano: 5

Qualquer ndmero real pode representar a frequéncia absoluta? Justifique.

170  capitulo 6 Estatistica Nao escreva no livro.



Uma maneira de comparar a frequéncia absoluta com o total de ocorréncias é utilizar a
frequéncia relativa (fr), que corresponde a razao entre a frequéncia absoluta e a quantidade
total de ocorréncias. No caso dos enxadristas, temos:

* frequéncia relativa do 1° ano: 2 _ 0,25 ou 25%
8 > Geralmente, a frequéncia

. ) 1 relativa é apresentada em
* frequéncia relativa do 22 ano: 3 = 0125 ou 12,5% forma de porcentagem.
5

* frequéncia relativa do 32 ano: 3 = 0,625 ou 62,5%

A frequéncia relativa de cada resultado pode ser associada a probabilidade de que ele
ocorra, umavez que corresponde a razao entre a quantidade de ocorréncias desse resultado
(nimero de casos favoraveis) e o nimero total de ocorréncias (nimero de casos possiveis).

Podemos apresentar em uma tabela de frequéncias a variavel e seus valores com as
respectivas frequéncias. No caso dos enxadristas, temos:

Ano que estuda | Frequéncia (f) | Frequénciarelativa (fr)
1¢ano 2 25%
2%ano 1 12,5%
32ano 5 62,5%
Total 8 100%

Fonte de pesquisa: Enxadristas do Ensino Médio.

A soma das frequéncias relativas sempre resulta em 100%.

Quando os valores assumidos por uma variavel possuem uma ordem natural, também sao

usados, além da frequéncia (f) e da frequéncia relativa (fr), outros tipos de frequéncia. Sao elas:

- frequéncia acumulada (fa), que corresponde a soma das frequéncias absolutas até
determinado dado;

- frequéncia acumulada relativa (far), que corresponde a soma das frequéncias relativas
até determinado dado.

Assim, podemos completar a tabela de frequéncias com as frequéncias acumulada e
acumulada relativa. No caso dos enxadristas, temos:

Ano que Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia acumulada
estuda (f) acumulada (fa) relativa (fr) relativa (far)
1°ano 2 2 25% 25%
2°ano 1 3 12,5% 375%
Z::1 25% + 12,5%
3%ano 5 8 62,5% 100%
3+5 375% + 625%
Total 8 100%

Fonte de pesquisa: Enxadristas do Ensino Médio.

Realizando uma leitura dessa tabela de frequéncias, notamos, por exemplo, que 375%
dos integrantes dessa equipe de enxadristas ndo estudavam no 32 ano, isto é, estudavam
no 1¢ano ou no 2° ano.

Nao escreva no livro.
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Dados agrupados em intervalos

Observe os valores, em reais, correspondentes aos salarios dos funcionarios de certa empresa
em 2016, organizados em ordem crescente.

900,00 900,00 950,00 100000 100000 110000 115000 115000

130000 | 130000 | 130000 | 130000 | 130000 | 150000 | 150000 | 160000

175000 195000 195000 210000 220000 225000 230000 240000

250000 275000 275000 300000 300000 320000 340000 340000

350000 375000 375000 420000 450000 510000 535000 740000

Quando organizamos dados numéricos em ordem crescente ou decrescente, dizemos que
os dados estao representados em rol.

E possivel representar essas informacdes em uma tabela de frequéncias, mas como sio
muitos os valores diferentes seria necessario inserir muitas linhas na tabela. Uma solucao é
agrupar os valores em intervalos (ou classes), nesse caso, por faixa salarial, e depois construir
a tabela. Para isso, podemos proceder da seguinte maneira.

* Primeiro, calculamos a diferenca entre o maior e o menor valor, obtendo a amplitude
total:

740000 — 90000 = 650000

* Depois, escolhemos uma quantidade de intervalos e consideramos um valor maior do que
ou igual & amplitude total para determinarmos a amplitude de cada intervalo (ou classe).
Neste caso, considerando seis intervalos e o valor 6600,00 obtemos como amplitude de
cada intervalo:

6 600,00:6 =1100,00

* Por fim, determinamos os intervalos com amplitude de R$ 1100,00, a partir do menor
valor, neste caso, o salario de R$ 900,00;

90000 — 200000 420000 — 530000
900,00 + 110000 420000 + 110000
200000 — 310000 530000 — 640000
[ — | —
200000 + 110000 530000 + 110000
310000 — 420000 640000 — 750000
~—_——— ~—_————
310000 + 110000 640000 + 110000

O simbolo - indica um intervalo fechado a esquerda e aberto a direita. Por exemplo, no
intervalo 900,00 + 2 000,00 serdo considerados os salarios maiores do que ou iguais
a R$ 900,00 e menores do que R$ 2 000,00.
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Para construir uma tabela de frequéncias com o valor dos salarios dos funcionarios,
quantificamos as frequéncias de cada intervalo, obtendo a frequéncia (f), e a partir dela
determinamos a frequéncia acumulada (fa), a relativa (fr) e a acumulada relativa (far).

Valor dos salarios Frequéncia Frequéncia Frequéncia | Frequéncia acumulada
em reais (classes) (f) acumulada (fa) | relativa (fr) relativa (far)
90000 +— 200000 19 19 475% 475%
200000 + 310000 10 29 25% 72,5%
310000 + 4200,00 6 35 15% 875%
420000 + 530000 3 38 75% 95%
530000 + 640000 1 39 2,5% 975%
640000 ~ 750000 1 40 25% 100%
Total 40 100%

Fonte de pesquisa: Departamento de gestdo de pessoas da empresa.

Podemos representar a frequéncia absoluta e a frequéncia relativa por meio de um grafico
chamado histograma. Esse grafico é composto por retangulos justapostos em que a base
corresponde a amplitude de cada intervalo e a altura de cada retangulo é proporcional a
frequéncia dos intervalos correspondentes.

No caso do salario dos funcionarios dessa empresa, temos os seguintes histogramas:

* com relagao a frequéncia absoluta

Salario dos funcionarios de certa empresa em 2016 |

Frequéncia
20719
15
10 1
5
0 Salario (R$) Fonte de pesquisa:
900 2000 3100 4200 5300 6400 7500 Departamento de gestdo

J de pessoas da empresa.

* com relacdo a frequéncia relativa

Salario dos funcionérios de certa empresa em 2016 |

Frequéncia relativa (%)

504475

40

30+
g 25
=)
K 20
g 15
!; 10 7,5
“ 2,5 2,5 -
g o I |— salario (R$) Fonte de pesquisa: i
g 900 2000 3100 4200 5300 6400 7500 Departamento de gestdo

J de pessoas da empresa.
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R1.Durante o més de abril de 2017 foram registradas as seguintes temperaturas maximas diarias

wn

o :

o em uma cidade.

=

g 26°C 30°C 295 °C 28°C 29°C 26°C

S

4 255°C 26°C 24°C 26°C 27°C 26°C

°

i}

:E 27°C 28°C 33°C 29°C 31°C 32°C

=

< 325°C 34,5 °C 31°C 30°C 29°C 285 °C
25°C 26°C 26°C 27°C 285°C 27°C

Construa um histograma de seis intervalos com relagao a frequéncia absoluta, utilizando os
valores da variavel “temperatura”.

3) Resolucdo

Para facilitar a leitura, organizamos os valores em rol, em ordem crescente.

24°C 25°C | 255°C |26°C 26°C 26°C
26°C 26°C 26°C 26°C 27°C 27°C
27°C 27°C 28°C 28°C | 285°C | 285°C
29 °C 29°C 29°C | 295°C | 30°C 30°C
31°C 31°C 32°C | 325°C | 33°C | 345°

Em seguida, determinamos a amplitude total: 34,5 — 24 =10,5.

De acordo com o enunciado, temos de construir seis intervalos. Vamos considerar um valor
maior do que a amplitude total, nesse caso, 12, pois desse modo obtemos um valor inteiro
para a amplitude de cada intervalo:

12:6=2.
Conhecendo o valor da amplitude de cada intervalo, vamos organizar a frequéncia de cada
intervalo na tabela de frequéncias a seguir.

Temperatura (°C)

Frequéncia (f)

24126 3
2628 1
28+ 30 8
3032 4
3234 3
3436 1
Total 30
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Fonte de pesquisa: Estacao meteoroldgica local.
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Agora que temos a frequéncia dos seis intervalos, construimos o histograma com relagao a
frequéncia absoluta.

'Temperatura maxima didria registrada nol
més de abril de 2017 em certa cidade

Frequéncia

wn
1]
=
=2
o
wn
()]
—
wn
()}
©
o]
3=
2
)
<t

Temperatura (°C)

0" 22 26 28 30 32 34 36

Ronaldo Lucena/ID/BR

Fonte de pesquisa: Estacdo meteorolégica local.

1. (Unicamp-SP) O Cédigo de Transito Brasileiro classifica as infracées, de acordo com a sua natureza,
em leves, médias, graves e gravissimas. A cada tipo corresponde uma pontuacdao e uma multa em
reais, conforme a tabela abaixo.

Infracao Pontuacio Multa*
Leve 3 pontos R$ 53,00
Média 4 pontos R$ 86,00
Grave 5 pontos R$ 12800
Cravissima 7 pontos R$192,00

* Valores arredondados
a) Um condutor acumulou 13 pontos em infracdes. Determine todas as possibilidades quanto a
quantidade e a natureza das infracdes cometidas por esse condutor.

b) O gréfico de barras abaixo exibe a distribuicdo de 1000 infracées cometidas em certa cidade,
conforme a sua natureza. Determine a soma das multas aplicadas.

rDistribuigéo de 1000 infracoes de ;

transito cometidas em certa cidade

50Infrag‘.t?;es cometidas (%)

404 40%
0/

304 30%
0/ [=4
20- 20% ]
104 —10% g
Natureza [&
Leve Média Grave Gravissima dalInfracdo |(E
i

Dados fornecidos pela questao.
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2. A tabela abaixo foi construida a partir da classificagdo que os alunos do 32 ano atribuiram a uma
prova de Matematica.

Nivel de dificuldade Quantidade de alunos
Muito facil 15
Facil 10
Mediana 5
Diffcil 6
Muito dificil 4

Fonte de pesquisa: Alunos do 32ano.

Construa uma tabela de frequéncias com as frequéncias absoluta, relativa, absoluta acumulada
e acumulada relativa.

3. Observe o quadro com a altura, em metros, de cada funcionario de uma empresa em 2017.

176 172 191 179 188 180 190 182
185 178 176 173 175 187 174 181
177 172 179 177 180 179 172 184
191 177 185 175 173 181 178 183

Com essas informacdes, construa uma tabela de frequéncias com cinco intervalos, indicando a
frequéncia absoluta e a frequéncia relativa.

4. Baseando-se nos salarios dos funcionarios de uma determinada empresa, em 2016, foi construida
a seguinte tabela.

Salario Frequéncia Frequéncia

(R$) (f) relativa (fr)
832 1544 29 52%
1544 2256 4 7%
2256+ 2968 9 16%
2968+ 3680 2 4%
3680+ 4392 5 9%
4392+ 5104 7 12%
Total 56 100%

Fonte de pesquisa: Departamento de gestdo de pessoas.

Construa um histograma com relacdo a frequéncia absoluta dos saldrios dos funcionarios
dessa empresa.

5. Em grupo \ Facam uma pesquisa a respeito da altura, em metros, dos seus colegas de turma.

o8 Em seguida, determinem as frequéncias absoluta, relativa, absoluta acumulada e acumulada

relativa. Depois, organizem os dados em uma tabela de frequéncias e construam um histograma
com relagdo a frequéncia relativa da altura dos colegas.
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@ Medidas de posicao ou tendéncia central

Provavelmente, vocé aprendeu em anos anteriores a calcular a média aritmética, a moda
e a mediana para dados discretos. Agora, veremos como determinar essas medidas de
tendéncia central para dados agrupados em intervalos.

Lembre-se de que as medidas de tendéncia central podem resumir, de maneira concisa,
as informagdes contidas em um conjunto de dados. Por exemplo, a partir da idade de cada
pessoa de um determinado grupo, podemos determinar uma Unica idade que caracteriza a
idade de todo o grupo.

Média aritmética
Considere a altura dos alunos do 32 ano do Ensino Médio de certa escola.

Para calcular a média aritmética ()_() de um conjunto de dados agrupados em intervalos,
primeiro, determinamos o valor médio (vm) de cada intervalo com a média aritmética de
seus extremos.

Altura (cm) Frequéncia (f) Valor médio (vm)

C>r Mesmo envolvendo 154

apenas niimeros R 2 oL

inteiros, tanto o

valor médio quanto 158 166 3 162

a média aritmética

de um conjunto de 6 174 0 70

dados agrupados em

intervalos podem

nao ser inteiros. 1741182 13 178

182190 7 186
Total 40

Fonte de pesquisa: Alunos do 32 ano do Ensino Médio.

Depois, adicionamos o produto entre cada frequéncia e seu respectivo valor médio e
dividimos esse resultado pelo total de frequéncias. Esse procedimento corresponde a
admitir que todas as observagdes de uma classe estao concentradas em seu ponto médio.

2-154+8-162+10-170 + 13-178 + 7-186 _ 6920 _

40 40 73

R:

Portanto, a média de altura dos alunos desse 32 ano do Ensino Médio em 2017 é 173, isto
é x=173 cm.

Nao escreva no livro.
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Moda

A moda (Mo) de um conjunto de dados agrupados em intervalos corresponde ao valor
médio do intervalo de maior frequéncia.

No caso da altura dos alunos do 32 ano do Ensino Médio, apresentada anteriormente, o
intervalo de maior frequéncia é 1774 182, com 13 termos. Portanto, a moda equivale ao valor
médio desse intervalo que é 178, isto é, Mo = 178 cm.

Mediana

A mediana (Md) de um conjunto de dados agrupados em intervalos corresponde ao valor
médio do intervalo que contém o termo central, se a quantidade de termos for impar. Se a
quantidade de termos for par, a mediana corresponde a média aritmética entre os valores
médios dos intervalos que contém os dois termos centrais.

No caso da altura dos alunos do 32 ano do Ensino Médio, a quantidade de termos é par,
pois temos 40 alunos. Os termos centrais sao o 20% e o 21 pertencentes aos intervalos
166 174 e 1774 + 182, respectivamente. Logo, a mediana é:

_ 170+ 178 _

Md >

174

Portanto, a mediana da altura dos alunos desse 3° ano do Ensino Médio é 174, isto é,
Md =174 cm.

Qual dessas trés medidas de tendéncia central é a Unica que pode ser utilizada para
variaveis qualitativas nominais? Justifique.

R2.0 histograma a seguir apresenta informacoes a respeito de uma corrida de rua.
'Tempo que os participantes levaram
para completar certa corrida de rua em 2017

Frequéncia
80 T e

70+
60
50
40
304
20

10

0 200 30 40 50 60 70

Tempo (min)

Ronaldo Lucena/ID/BR

\ J

Fonte de pesquisa: Comissao organizadora da competicao.

Calcule a média aritmética, a moda e a mediana do tempo que os participantes dessa corrida
de rua levaram para completar a prova.
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3 Resolucao

(%]
il
Inicialmente, vamos determinar o valor médio (vm) de cada intervalo. 'E
©
(%]
a
}
_ wn
°
Altura (cm) Frequéncia (f) Valor médio (vm) s
25 2
20+ 30 4 [P <
2
3040 23 35
4050 71 45
5060 43 55
6070 9 65
Total 150

Fonte de pesquisa: Comissao organizadora da competicao.

Agora, podemos calcular a média aritmética ()?):

5= 4°25+23-35+71-45+43-55+9-65 _
150
Portanto, o tempo médio dos participantes para completar essa corrida de rua foi 47 min.

O intervalo de maior frequéncia é 40 — 50, com 71 termos. A moda equivale ao valor médio
desse intervalo, que é 45, logo, Mo = 45 min.

A quantidade de termos é par, pois temos 150 participantes. Os termos centrais sao 0 752 e 0
76, pertencentes ao intervalo 40 - 50. Logo a mediana é dada por:

45 + 45 _
2

Portanto, a mediana do tempo que os competidores levaram para completar essa corrida de
rua foi 45 min.

6. Observe o histograma.

47

Md = 45

Altura da populagao adulta de
certa cidade em 2016
Quantidade de pessoas
600 580
500
400+
300+ 300
200 &
100+ 2o 50 50 §
g — — Altura (m) 3
161 1,65 1,69 1,73 1,77 1,81

Fonte de pesquisa: Comunidade médica da cidade.

a) Determine o valor médio de cada intervalo.

b) Calcule a média aritmética, a moda e a mediana da altura da populacdo adulta dessa cidade.
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7. A tabela de distribuicao de frequéncias

ao lado, que apresenta a nota de uma
avaliacao dos alunos de uma turma, esta
com uma parte hachurada.
Sabendo que nessa prova a média da
turma foi de 7 pontos e que todos os
alunos participaram da avaliagao, de-
termine quantos alunos obtiveram nota
no intervalo 8 10 e o total de alunos
desta turma.

Fonte de pesquisa:
Direcdo da escola.

8. (Fuvest) Examine o gréfico.

PORCENTAGEM DE REGISTROS DE NASCIMENTO DO ANO,

Notas Quantidade de alunos
OF2 0

24 2

46 5

68 14

810

Total

POR GRUPOS DE IDADES DA MAE

Porcentagem (%) BRASIL - 1999 / 2004 / 2009

350 B9 I 1999
IR I 2004

30,0 w

25,0
20,0
15,0
10,0

5,0

0,0

menosde  15a 20a 25a
15anos 19anos 24anos 29anos 34 anos

35a 40 anos
39anos ou mais

2009

idade Idade
ignorada

Fuvest/Fac-simile: ID/BR

IBcE. Diretoria de Pesquisa, Coordenagdo de Populagdo e Indicadores
Sociais, Estatisticas do Registro Civil, 1999/2004/2009. Adaptado.

Com base nos dados do grafico, pode-se afirmar corretamente que a idade
a) mediana das maes das criangas nascidas em 2009 foi maior que 27 anos.
b) mediana das maes das criancas nascidas em 2009 foi menor que 23 anos.
¢ ) mediana das maes das criancas nascidas em 1999 foi maior que 25 anos.
d) média das maes das criancas nascidas em 2004 foi maior que 22 anos.

e) média das maes das criangas nascidas em 1999 foi menor que 21anos.

@ Medidas de dispersao

Vimos que as medidas de tendéncia central podem apresentar, de maneira concisga, as infor-
magdes contidas em um conjunto de dados. Agora, veremos medidas estatisticas, denominadas
medidas de dispersao, utilizadas para indicar a distribuicao dos valores em torno de sua média

aritmética. Observe a tabela.

Notas de alguns alunos em
quatro avaliagdes de 2017

Aluno Nota

Aline 6 6 6 6
Bruno 7 8 4 5
Camila 10 6 5 3

capitulo 6 Estatistica

Fonte de pesquisa: Direcdo da escola.
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Podemos obter a nota média dos alunos nessas avaliagdes calculando a média aritmética.

e Aline:
- _b6+6+6+6 _
X= =6
4
* Bruno:
- 7+84+4+5
X= =6
4
e Camila;
- 10+6+5+3 _
X= 2 =6

A nota média desses alunos é 6 pontos, mas a dispersdo de suas notas em torno da média é
diferente, pois as notas de Aline nao variaram e as notas de Bruno e de Camila variaram. Para
determinar quais das notas estdo mais dispersas em relacdo a média aritmética, podemos
calcular o desvio médio (Dm), também chamado desvio absoluto médio.

Para isso, primeiro, calculamos os desvios de cada valor em relacao a média aritmética:

* Desvios das notas de Bruno

X,—x=7—-6=1 X,=X=4—-6=-2
X. —X=8—6=2 X —X=5—6=—] > Qualguer que seja o
g ¢ conjunto de dados,
» Desvios das notas de Camila asoma dos desvios
sempre sera igual a zero.
x,—x=10—-6=4 X,—Xx=5-6=—1
X,~X=6-6=0 X,~X=3—-6=-3

Em ambos os casos, a soma dos desvios é igual a zero (1+2—2—-1=0e4+0—-1-3=0).

Para trabalhar com os desvios sem que a soma seja igual a zero, define-se desvio médio
como a média aritmética dos valores absolutos dos desvios.

* Desvio médio das notas de Bruno:

R e R
e Desvio médio das notas de Camila:
RS R R

Portanto, o desvio médio das notas de Bruno foi de 15 ponto por avaliagdo e o desvio
médio das notas de Camila foi de 2 pontos por avaliacao. Como o desvio médio das notas de
Bruno é menor do que o desvio médio das notas de Camila, podemos afirmar que as notas
de Camila estao mais dispersas do que as notas de Bruno.

O desvio médio (Dm) de um conjunto com n valores é obtido por meio da média
aritmética dos valores absolutos dos desvios de cada valor em relacao a média arit-
mética de um conjunto de dados.

’x1 —7(‘ + ‘Xz —)?‘ 4 ‘x3 —7(‘ + .+ X, —)?‘
Dm = =
n n

x,.—)_<|

n
i=1

N&o escreva no livro.
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Embora o desvio médio (Dm) expresse, de maneira aceitavel, a dispersdo de um conjunto
de dados, uma das medidas de dispersdo mais utilizadas em Estatistica é a varidncia (V).

A variancia (V) de um conjunto com n valores é obtida calculando-se a média
aritmética dos quadrados dos desvios de cada valor em relacdo a média aritmé-
tica de um conjunto de dados.

—\2
(x,. - X)

(x1 —T()Z + (X2 —)_()2 + (x3 —)?)2 + ...+ (xn —)?)2 i

M:

V: =

No caso das notas de Bruno e de Camila nas quatro avaliacdes, temos:
* Variancia das notas de Bruno:
2
T+ 2+ (=2) + (1)

10
V= = =25
4 4~

2

 Variancia das notas de Camila;
4-2 + Oz + (—1)2 + (—3)2 26
V = N = 6’5
4 4

Como a variancia das notas de Bruno é menor do que a variancia das notas de Camila, as
notas de Camila estao mais dispersas que as de Bruno, conforme mostra o resultado obtido
com o desvio médio.

Ao observar o calculo da varidncia (V), notamos que os desvios de cada valor em relacio a
média aritmética sdo elevados ao quadrado. Assim, o resultado obtido estd em uma unidade
diferente da variavel, o que pode causar alguns problemas de interpretacao.

Para evitar esses possiveis problemas de interpretacdo, costuma-se utilizar o desvio pa-
drio (Dp). Essa medida de dispersao corresponde a raiz quadrada da variancia (V), dessa
maneira, se obtém um resultado na mesma unidade da variavel.

No caso das notas de Bruno e de Camila nas quatro avalia¢oes, temos:

* Desvio padrao das notas de Bruno:
Dp = VV = /25 =158

* Desvio padrao das notas de Camila:
Dp = VV =65 =255

Portanto, o desvio padrao das notas de Bruno foi de aproximadamente 158 ponto por
avaliacdo e o desvio padrao aproximado das notas de Camila foi de aproximadamente 2,55
pontos por avaliagao.

> Quanto menor o desvio
) ~ ) padrao, mais homogénea
O desvio padrao (Dp) de um conjunto com n valores é a distribuicdo dos
é obtido calculando-se a raiz quadrada da variancia (V). valores da variavel, isto é,
mais préximos da média
Dp = 4Y, aritmética estardo esses
valores.

O desvio padrao pode ser representado por um ndmero negativo? Justifique.
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R3.(UPE) Numa competicdo esportiva, cinco atletas estdo disputando as trés primeiras coloca-
¢Oes da prova de salto em distancia. A classificacdo sera pela ordem decrescente da média
aritmética de pontos obtidos por eles, apds trés saltos consecutivos na prova. Em caso de
empate, o critério adotado sera a ordem crescente do valor da variancia. A pontuacdo de cada
atleta esta apresentada no quadro a seguir:

Pontuacao
Atleta
12 salto 2°salto 3¢salto
A 6 6 6
B 7 3 8
C 5 7 6
D 4 6 8
E 5 8 5

Com base nas informagdes apresentadas, o primeiro, o segundo e o terceiro lugares dessa
prova foram ocupados, respectivamente, pelos atletas

a)A CE b) B; D; E c)ED;B d) B; D; C e)A: B D

A soma das pontuacdes de cada um dos 5 atletas é igual a 18. Por terem sido realizados 3

saltos, a média aritmética é:
18
3

Calculando a variancia da pontuacdo de cada atleta, obtemos:

X = = 6.

(6 — 6) NGB ka5

vV, = 3 =0
2 2 2
7—6)+(3—-6) +(8—6
B Gl L Rl B o R T
3 3
2 2 2
5-6)+(7—-6) +(6—6
N A L
3 3
2 2 2
(4—-86) +(6—6) +(8—156) 3
vV, = 3 —?—2,67
_(5-6 +(8-6/+(5-86 4
vV, = e _?_z

Note que V, <V <V <V <V,.

Desse modo, o primeiro, o segundo e o terceiro lugares dessa prova foram ocupados pelos
atletas A, C e E, respectivamente.

Portanto, a alternativa correta é a.
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R4.Em uma rede social da internet, uma publicacdo recebeu 100 “curtidas” de pessoas com idades
entre 18 e 23 anos nos primeiros 15 minutos de postagem. O quadro abaixo mostra a quanti-
dade de pessoas de cada idade que “curtiram” essa publicagdo nesse intervalo de tempo.

Idade (anos) 18 19 20 21 22 23

Quantidade de “curtidas” 32 14 9 20 17 8

Qual é o desvio padrdo da idade dos internautas que “curtiram” essa publicacdo nos primeiros
15 minutos de postagem?

Primeiro, calculamos a média aritmética.

18-324+19-14+20-9+21-20+22-17+23-8 _ 2000
100 100

)_(:

=20

Calculando a variancia V = . temos:

[ 38— 20) 4 14(19 — 20) + 9(20 — 20)' + 20(21 = 20 + 17(22 — 20)' + 8(23 — 20)

100 B

302
= — =302
100 :

Note que nesse caso foi necessario multiplicar os desvios de cada valor em relagdo a média
aritmética pela frequéncia respectiva para obter a variancia.

Por fim, fazemos:
Dp = VV =+302=174
Portanto, o desvio padrao da idade dos internautas é aproximadamente 1,74 ano.

R5.0bserve na tabela abaixo informagdes a respeito da massa dos alunos de uma turma do
32ano do Ensino Médio.

Massa dos alunos do 32 ano do Ensino Médio
de certa escola em 2017

Massa (kg) Quantidade de alunos
4050 1
50+ 60 6
6070 13
70 80 7
8090 2
Total 29

Fonte de pesquisa: Professor de Educagdo Fisica.

Determine o desvio médio, a variancia e o desvio padrdo da massa desses alunos.
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Para calcular a média aritmética, primeiro, determinamos o valor médio (vm) de cada intervalo:

Massa dos alunos do 32 ano do Ensino Médio
de certa escola em 2017

Massa (kg) | Quantidade de alunos | Valor médio (vm)

40+ 50 1 &

2
50+ 60 6 55
6070 13 65
7080 7 75
8090 2 85

Total 29

Fonte de pesquisa: Professor de Educagao Fisica.
Em seguida, fazemos:

1-45+6-55+13-65+7-75+2-85 _
29

Como precisamos dos desvios de cada valor em relacdo a média aritmética para calcular o
desvio médio e a variancia, vamos determina-los:

X = 66

X, —x=45—66 = —21 X,—x=75—-66=9
X, —x=55—=66=—11 X, —x =85 —66 =19
X, —X=65—66=—1

Calculando o desvio médio, temos:

1- -2 +6- -1+ | +7-8|+2-h9] 20
m= =

=69
29 29
Portanto, o desvio médio das massas dos alunos é aproximadamente 6,9 kg.
Calculando a variancia, temos:
2 2 2 2 2
1-(=21) +6-(—M) +13-(-1) +7-9+2-19
yo V21 e () (=) _ 2469 _ g,

29 29
Portanto, a variancia das massas dos alunos é aproximadamente 85,1.
Calculando o desvio padrao, temos Dp = /85,1=9,2.

Portanto, o desvio padrao das massas dos alunos é aproximadamente 9,2 kg.

9. Observe as notas que cada aluno dos grupos A, B e C recebeu apés uma apresentacdo de traba-
Ilho em grupo.

A=1{6,3,8910,8} B=1{6,6,6,757} €=1{76,88,10,9}
a) Qual grupo obteve a maior média de notas?

b) Determine o desvio padrdo de cada grupo.

¢) Qual desses grupos foi o mais regular?

Nao escreva no livro.
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10. Observe a quantidade de gols marcados por dois jogadores de handebol no quadro abaixo.

Quantidade de gols
Marcelo Rodrigo
Partida 1 5 4
Partida 2 8 2
Partida 3 3 9
Partida 4 8 8
Partida 5 2 8
Partida 6 1 5

Qual desses jogadores foi o mais regular?

11. A altura, em metros, dos alunos matriculados em determinado curso esta representado no his-

tograma abaixo.
Altura dos alunos matriculados em \
determinado curso em 2016
Quantidade de alunos
16 - .

14
12
104
8 -

6 -
4 4
2

o Altura (m)

Ronaldo Lucena/ID/BR

\ J

Fonte de pesquisa: Coordenagao do curso.

Com relagdo a altura desses alunos, determine o desvio médio, a varidncia e o desvio padrao.

12. (Enem/Inep) Marco e Paulo foram classificados em um concurso. Para classificagdo no concurso
o candidato deveria obter média aritmética na pontuacao igual ou superior a 14. Em caso de em-
pate na média, o desempate seria em favor da pontuacdo mais regular. No quadro a seguir sao
apresentados os pontos obtidos nas provas de Matematica, Portugués e Conhecimentos gerais, a
média, a mediana e o desvio padrdo dos dois candidatos.

Dados dos candidatos no concurso.

Matematica | Portugués Conhge::g;sentos Média | Mediana | Desvio Padrdo
Marco 14 15 16 15 15 032
Paulo 8 19 18 15 18 497

O candidato com pontuagdo mais regular, portanto mais bem classificado no concurso, é
a) Marco, pois a média e a mediana sdo iguais.

b) Marco, pois obteve menor desvio padrao.

¢) Paulo, pois obteve a maior pontuacao do quadro, 19 em Portugués.

d) Paulo, pois obteve maior mediana.

e) Paulo, pois obteve maior desvio padrao.
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Conhecimento e mercado de trabalho

@)
: - . {ge]
No Brasil, a taxa de desemprego nao é alimentada somente pela falta de vagas, mas também un
pela falta de mdo de obra qualificada. As tecnologias avangam rapidamente e precisam (g]
de pessoas que consigam acompanhar seu desenvolvimento. Porém, mais do que pessoas E
bem treinadas e capacitadas para realizar certas tarefas, o mercado de trabalho precisa de Q
pessoas responsaveis com prazos wn
e horarios a cumprir, que sejam Quantidade de concluintes de curso ; Q
capazes de trabalhar em equipe superior no Brasil em 2003, 2008 e 2013 B
e estejam abertas a aprender e se Quantidade de concluintes TU
capacitar sempre. 1200000 >
As estatisticas mostram que a 1000000 991010
populacdo, em geral, vem procu- |
rando se adequar as exigéncias do 800000 -
novo mercado, mas ainda ndo é o
R,-A 600000 —
suficiente.
PP . ) 400000 —
No gréfico é possivel perceber um crescimento da
quantidade de concluintes do Ensino Superior entre
0s anos 2003 e 2013. 200000 —

Fonte de pesquisa: INEP. Disponivel em:
<http://download.inep.gov.br/educacao_superior/ 0——
censo_superior/apresentacao/2014/coletiva_censo_su-
perior_2013.pdf>. Acesso em: 27 abr. 2016. |

2008 2013 Ano

\
Ronaldo Lucena/ID/BR

Conforme os dados do Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas (Inep), constata-se que a
procura por aperfeicoamento, usando como exemplo a conclusao da graduagao, vem sendo
uma preocupagao entre a populagao. Em 2012, cerca de 15% dos jovens da faixa etaria con-
siderada adequada para cursar o Ensino Superior (de 18 a 24 anos) estavam frequentando
ou ja tinham concluido esse nivel de ensino.

E essencial que os jovens continuem a dar prosseguimento em sua preparacio profissional
e quem ja esta no mercado de trabalho deve procurar aperfeicoar-se constantemente. Além dos
beneficios pessoais, como autoconfian¢a, melhores saldrios ou estabilidade, o aprimora-
mento profissional é fundamental para o desenvolvimento do nosso pais.

5 N . . P 2 .
%i% [N Vocé pretende dar continuidade aos estudos apés o término do
’ Ensino Médio? Se sim, qual profissao pretende seguir?

[5) O texto diz que o crescimento profissio-
nal de cada individuo influencia o desen-
volvimento do pais. Vocé concorda com

essa informacao? Justifique.

{4 No texto, sdo apresentados
varios dados de pesquisas e
representacdes estatisticas.
Em sua opiniao, qual a
importancia desses dados e

representacdes no entendi-
mento de um assunto?

Grupo de graduados em dia de formatura.
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7 Nimeros complexos

Vocé ja deve ter estudado caracteristicas de alguns conjuntos numéricos, como o conjunto
dos nimeros naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Agora, estudaremos as princi-
pais caracteristicas do conjunto dos nimeros complexos.

°
=

Nt
Q.
o]
(&)

ASurgimento dos nimeros complexos

Na histéria da Matematica, observamos que novos tipos de nimeros sempre enfrentaram
periodos de controvérsias. Isso ocorreu especialmente com os ndmeros negativos, o ndme-
ro zero, 0s nUmeros irracionais e os nimeros complexos.

Acredita-se que aimportancia dos nimeros complexos foi percebida
pela primeira vez para se resolver equagdes de 3° grau, no século XVI.
No livro Ars Magna, de Girolamo Cardano, é apresentado um método
de resolucao de alguns tipos de equagao do 3° grau que, quando
aplicado a equacao x’ =15x + 4, chegava-se a solucao:

3 3
X= \/2 + VvV—=121+ \/2 — V=121 Girolamo Cardano

(1501-1576).

Esse parecia ser um resultado invalido, pois envolve a raiz quadrada de um nlmero nega-
tivo. Porém, percebeu-se que, ao operar com esses nimeros utilizando-se as propriedades
usuais de nimeros reais, essa expressao era igual a 4 e, como se pode verificar, x = 4 é
realmente uma raiz da equagdo X’ = 15x + 4. Assim, apesar do desconforto de se lidar com
nlimeros aparentemente “ilegais”, chegava-se, ao final, a um resultado legitimo.

Essa é apenas uma das situacoes, e talvez a primeira com relevancia reconhecida, em
que se justifica o uso de raizes quadradas de ndmeros negativos. O desenvolvimento
do novo conjunto numérico em que esses ndmeros sao permitidos, hoje denominado
conjunto dos niimeros complexos, contou com contribuicdes de grandes matematicos,
entre eles 0 matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introducdo a histéria da matemadtica. Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

#Conjunto dos nimeros complexos

@ Representagao algébrica de um niimero complexo

Todo nimero complexo z pode ser representado na forma a + bi, com a, bER. O sim-
bolo i representa a unidade imaginaria, definida como sendo um ndmero complexo cujo
quadrado é igual a —1, ou seja, i’ = —1. Costuma-se escrever i = vV —1.

O conjunto de todos os nimeros complexos é denotado por C. Assim, temos:

C={a + bi|a, bER]

Na forma algébrica a + bi de um nimero complexo, os nimeros reais a e b sao denomina-

dos, respectivamente, parte real e parte imaginaria do nimero complexo.
z = a + bi

N N
partereal  parte imaginaria
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Se z=a + bi, utilizamos as notacdes Re(z)=a e Im(z)=b para denotar as partes real e
imaginaria de z respectivamente. Os nimeros que possuem a parte imaginaria igual a zero
sdo 0s numeros reais, e aqueles que possuem a parte imaginaria diferente de zero sao de-
nominados nimeros imaginarios. Quando um nimero imaginario tem a parte real igual a
zero, esse é um numero imaginario puro.

3) Exemplos

z,=4-5=z = 4 + (=5)i—z é um nimero imaginario, pois Im<z1> # 0.
Re(zl)

Im(zw)

z,=7=z,= 7 + 0 i—z éumnamero real, poislm(zz>=O.

—

Re(zz> Im zz)

z,=12i=z, = 0 + 12i->z, € um ndmero imaginario puro, pois Im<23>¢0 e

Re(z3)=0. ele) m(e)

Cadantmero real € um nimero complexo cuja parte imaginaria é igual a zero, logo, R é um
subconjunto de C, ou seja, RCC.

Todo nimero natural é um nimero complexo? Justifique.

As operacoes de adicao, subtracao e multiplicacao de nimeros complexos sao realizadas
como se 0s nimeros complexos fossem expressdes algébricas, simplificando termos seme-
ape 2
Ihantes e utilizando o fato de que i = —1.

3) Exemplos

(2+10)+(9-3)=(2+9)+ (10 =3)i=1+7i
> Adivisao
5i—(94+)=-94+(5-1)i=—-9+4i de nimeros
|
(3—4i)-3i=3-3—4i-3i=9 12" =9I —12- (<1) =12+ 91 | corgertnds
(3+i)(5+2i)=3-5+3:2i+i-5+i-2i= posteriormente.

=15+ 6i+5i+ 2" =15+ i+ 2+(—1) =13 + N

@ Representacao geométrica de um niumero complexo

Um ndmero complexo é determinado pelas suas partes real e imaginaria, de maneira que
um ndmero a + bi,com g, bER, pode ser identificado com o par ordenado (a,b).
Do mesmo modo como estudamos no capitulo 4, podemos associar esses pares orde-

nados de nimeros reais (a,b) com os pontos de um plano. O ponto P(a,b) é denominado
imagem do nimero complexo a + bi.

Im(z)
I LP@b) » Quando utilizado para representar nimeros

: complexos, o plano de coordenadas ortogonais
! z .
: é denominado plano complexo ou plano de

o ' B . 2 .

& ! Argand-Gauss. O eixo horizontal é denominado

£ | . . . . P

2 ! eixo real e o vertical, eixo imaginario.

é 0 a Re(z)

N&o escreva no livro.
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Observe a representagao geométrica das imagens dos nimeros z, =2+ 2i, z,= =3+,
z,=—2-3i,z,=1—4i,z,=4ez,=—2i

Im(z)

N
Ronaldo Lucena/ID/BR

Ri.Sejaz = 37(i = V3)
a) Determine a parte real (Re(z)) e a parte imagindria (/m(z)) de z.

b) Represente a imagem de z geometricamente.

-4

a) Como z = 3/ (,‘ — \/§> segue que: b) Representando a imagem de z
geometricamente, temos:
z=3(-1)(i= V3) =
Im(z)
= —3(:‘— x/§)=3x@—3i
Portanto, Re(z) = 3V3e Im(z) = —3. 3‘.@
0 i Re(2) B
73- __________________ lZ %

R2.Determine o conjunto solucao, em C, das equagdes do 2° grau.

a)%x2—3x+9=0 b) —x2+2x—3=0
. , _ —b+ Vb’ — 4ac B
a) Utilizando a férmula resolutiva x = o para equacoes do 2° grau, fazemos:
—(—3)1\/(—3) — 4.9
X = =3+xv-9=3x3j

1
Z
Logo S = {3 + 3,3 — 3i}.
b) Analogamente ao item anterior, temos:
—2+4/2 —4- (1) (-3 Vs ;
V. (0)-(3) _24v=8 _2+2V2i _.. s
2- (1) 2 2
Logo S = {1+ V2i,1 - Vai}.
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R3.Determine os valores de x e y para que 0s nimeros complexos z, e z, sejam iguais em cada
item.

a)z,=(2x —3)+(63y)iez, = (x — 2)+ (7y3>i

b)z,= (3 +1)+ (15 -y)i e Zz:(zj/+6)+(xz7)i

a) Para obtermos z,=1z,, as partes reais devem ser iguais entre si e as partes imaginarias
também devem ser iguais entre si. Assim:

2X—3=x—2=>x=1
3 3 2 y:0
B3y =7y =7y —63y=0:>7y<y —9)20 ou
y==3

Portanto, z, =z, quandox=Tey=0ouy =%3.

b) De maneira semelhante a anterior, para que z, = z,, devemos ter:

3x =5 (I)

3X+1=2y+6=y= >

15_y:X1‘7 X+ 7 (”)

=y=15—-
De l e ll, temos:

3x—-5 _ 60—x—7
2 4

=>12x—20=120—-2x—-14=14x=126=x=9

Substituindo x por 9 em |, obtemos:

A BISV-U L
y_i_

1
2

Portanto, z, =z, quandox=9 ey =11.

R4.Dados os nimeros complexos z, = 1+ 4i e z, = 5 — 2i, efetue as operagoes indicadas em cada
item e represente o resultado geometricamente:

a)z+z,
b)z-z,

c)zz+(zw)

2

a)z,+z,=(1+4)+(5-2)=(1+5)+(4—-2)i=6+2i

Im(z)
P R .Z1 +ZZ %
0 6 Re(z)
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b)z,-z,= (1+4i)- (5—-2i)=
=1-5+1-(=2i)+4i-5+4i-(-2i)= Sejam z,=3—1i e z,=x+2yi, calculando o
- produto z, - z,, obtemos:
=5-2i+20i—87 =13+18i . .
z,-z,=(3—1i) (x + 2yi) =
Im(z) = 3x + 3~ 2yi + (—i)x + (—i)(2yi) =
»]8_ __________________ .21.22 :l
=3x+6yi—xi—2yP =
= (3x 4 2y) 4 (6y - x)i
Como z, - z, € um ndmero real, a sua parte imagi-
nria ¢ igual a zero (6y — x = 0). Portanto, a
alternativa correta é c.

R6.Determine os valores de x,yE€R para que os

0 13 Re() nimeros complexos z, = (3x Y= 11) +3i e

o 4+ <%x + 2y — 15>i sejam, respectiva-

C)Zz + <z1 )2 =5_2j+ (1 + 4,-)2 4 mente, imaginario puro e real puro.

—5—2i+ T +8i+ (4i) =
-1

=6+6i+16i° = <10+ 6i

Para que z, seja um nmero imaginario puro, a sua
parte real deve ser igual a zero:

3X+y—-N=0=y=1-3x (n
Im(2) | Para que z, seja um nlimero real puro, a sua
ZZJ:EZJZZ_ ______________ 61 parte imaginaria deve ser igual a zero:
| 5 \
: S %x +2y—15=0=
| g g
| 3 15 — —=x
! g 2 30 — 5x
i 2 SYs—s Py (1)
-10 0 Re(z) &
;5 De l e ll, temos:
30 — 5x
NM—3x=——"=44—-12x=30—-5
R5.(UEPB) O produto dos numeros complexos P 4 = X X=

(3 —i)(x + 2yi) é um ndmero real quando o | g 14=x=2
‘ Substituindo x por 2 em |, temos:

onto P(x,y) esta sobre a reta de equacao:
: (y) R y=1-3-2=11-6 =5

a)x+6y=0 d) 6x+y=0 Portanto, para que z, e z, sejam respectivamen-
b)éx—y=0 e)3y—x=0 te, imaginério puro e real puro, é necessario que
c)ey—x=0 x=2ey=5.
Atividades
1. Determine a parte real (Re(2)) e a parte imaginaria 2. Determine a forma algébrica do nimero complexo

(Im(z2)) de cada nimero complexo abaixo. em cada item, dada sua imagem.

a)z,=2+3i a) (3,4)

b)z,=1—i b) (0,2)

C)23:_13I . C) (_7’0)

d) z = —1—=2i

ST d) (8, —M)

192  capitulo 7 Nimeros complexos Nao escreva no livro.



3. Determine os valores de x e y para que se tenha:

a) 5x+6i=3—2yi c)(3x+2)+(y—5)i=14+20i
b) —4x+7i=—4+7yi d)%+%f=4x—7yi

4.5ez =2+ 3iez,=1— 2idetermine:
a)z+z, b)z,—z, ) 2z,+z, d)z,-z,

5. Para cada nimero complexo, determine a condicdo que p € R deve satisfazer, de modo que:

a) z,=3— (p + 4)i seja um ndmero real;

b)z,=(3+p)+ (6 - pz)iseja um ndmero imaginario puro;
c)z,= (Sp + 30)+ 7i seja um nimero imaginario puro;
d)z,=-20— (3p + 5)1 seja um numero real.

6. (Uepa) Um dos resultados importantes da producdo de conhecimentos reside na possibilidade
que temos de fazer a interacdo de mdltiplos saberes. O conceito de nimero complexo é um bom
exemplo dessa possibilidade exploratéria da producdo cientifica, ao permitir relagdes com alge-
bra, geometria plana, geometria analitica, trigonometria, séries e aritmética. Nesse sentido, consi-

dere os nimeros complexos z, =2 +2i, z,=5 — 6i, z,= —4 + 18i e 0s nimeros reais k, e k, tais
que a soma dos nimeros complexos k. z, e k,z, resulta o complexo z,. Nestas condigGes, o valor
K,
de (k]) é:
1 1
a)s b)8 c)1 d)— e)—
) ) ) ) )

7. Determine a forma algébrica dos ndmeros complexos z, z,, z,, Z,, Z,, Z, € Z, @M que suas imagens
estdo indicadas no plano de Argand-Gauss.
Im(z)

Ronaldo Lucena/ID/BR

4 Re(@)

8. Em um plano complexo indique as imagens dos seguintes nimeros complexos:
cz,=4+3i cz,=—2—4i ez =1+i
cz,=—1+2i °z,=3—3i °z,=6
9. Resolva no cadernos as equagdes do 22 grau em C.
a)xX¥+25=0 b) 2 +32=0 c)xX—4x+5=0 d) =X +12¢—40x=0

10. Determine os nimeros complexos z tais que z> —z+1=10.

X+1 x x-—1
11. Desafio \ (Mackenzie-SP) Em C, o conjunto solucdo daequacdo| 2x  2x  2x | =X +2x+56é
(N} -1 —1 =1
“Ta){2+2i2-2i c) {1+ 401 4i} e) {2 —2i1+2i}
b) {—1— 4i,—1+ 4i} d) {1+ 2i, -1 - 2i}

12. Qual é o conjunto solucdo em € da equagdo (—8x + 4) - <% + 1) = 23—5?
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MADivisao de nameros complexos

Vimos como efetuar as operagdes de adicao, subtracao e multiplicacdo de ndmeros
complexos. Neste tépico, veremos como dividir um ndmero complexo por um ndmero real
e por outro nimero complexo.

Para dividir um nimero complexo z=a + bi por um nlimero real x nao nulo, dividimos a
parte real e a parte imaginaria de z por x.

3) Exemplo

18+9i _ 18 , 9. 3.
—_— =+ =i =3+ =
6 6 6 2
Para dividir um niimero complexo por outro nimero complexo ndo nulo, utilizamos um
procedimento semelhante ao de racionalizar denominadores, multiplicando o dividendo e
o divisor por um nimero conveniente. Neste caso, o objetivo é reduzir o quociente a uma

divisao por um ndmero real.
3) Exemplo
A+3i _4+3i 1-2i _ 48 +3i-6 _10-5 _

1+ 2i T+2i 1—-2i 12—(2i)2 1+ 4

2—i

O passo crucial nessa divisao foi multiplicar o dividendo e o divisor por 1—2j,
considerando que o divisor é 1+ 2i. A justificativa para essa escolha é que sempre ao multi-
plicarmos a + bi por a — bi obtemos um ndmero real, pois:

(a + bi)(a = bi)=a®— (bi) =a?+ b

Definimos:

O conjugado de um numero complexo a + bi,
com a, b€R, é o nimero complexo a— bi.

Denotamos o conjugado do niimero complexo z por z.

Assim, utilizando essa terminologia, numa divisao entre dois nimeros complexos, multi-
plicamos o dividendo e o divisor pelo conjugado do divisor.

3) Exemplos

Sez=2—jentaoz=2+1.

Sez=(1+i) entioz=(1+if =1+ 2i + i’=2i=~2i

O inverso multiplicativo de um nimero complexo z nao nulo é o nimero denotado por
_ - . - 1
7' tal que z-z7'=1.Esse inverso é igual a—.

3) Exemplos

Sez=3—jentdoz ' = = : = =3 4 1
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Um ndmero complexo pode ser igual ao seu conjugado? Justifique.

O conjugado de um ndmero complexo é (til nao apenas na divisao de nidmeros
complexos, mas também em outras situagdes, como ainda estudaremos. Observe abaixo
algumas de suas propriedades.

Sejam z e w niimeros complexos e k um nimero real. Entao:

a) kz=kz

Demonstracao

a) Sez=a+ bi,com a,b €ER, temos:

kz=k(a + bi)=ka + kbi = ka — kbi = k(a — bi)=kz

b) Sez=a+ biew=c+di coma,b,cdER, temos:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i=
=(a+c)—(b+di=(a—bi)+(c—d)=z+w

c) Utilizando as propriedades dos itens a e b, temos:

z=w=z+ (Nw=z+(Nw=z+ (-N)w=z—-w

d)Sez=a+ biew=c+di coma,b,cd€ER, temos:

z-w=(a + bi)(c + di)=(ac — bd) + (ad + bc)i=

= (ac — bd)— (ad + bc)i ()

z-w=(a + bi)-(c + di)=(a — bi)(c — di)=
=(ac — bd) — (ad + be)i (In

Comparando as igualdades em l e ll, temosz - w=z-w.

e) Utilizando a propriedade d repetidamente, temos:

z”=z-z‘...-z=2-2-...-2=(z)n

N /N
n fatores n fatores
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M#Poténcias da unidade imaginaria

Observe os valores das primeiras poténcias de i com expoente natural.

e0=1 cit=7i=(=i)i=—1"=1
oi1:i .i5=i4'i=1'i=i

o= —1 =it iP=17=—

P =pei= (=)= =i il =it P=1-F=—j

Os

resultados dessas poténcias se repetem de 4 em 4, pois, como i* =1, tem-se:

"t=ijn-i*=i"-1=" paratodo n EN.

Um modo pratico de se calcular uma poténcia i”, com n €N, consiste em realizar a divisao
do expoente n por 4.

dividendo divisor

14
P

>Il= 1<

/N

resto  quociente
Ou, de outra maneira:

divisor resto
v 4
n=4-p+r

AN N\

dividendo quociente

comreNtal que 0=r<4.

Desse modo:

Isso significaque i" é igualai,sendo r o resto dadivisao de n por 4.Como O < r < 4, reduzimos,

com esse procedimento, qualquer poténcia de i com expoente natural a uma das poténcias:
.0 .1 .2

.3
i i, itoui.

3) Exemplos
Qualquer poténcia de i com expoente multiplo de 4 é igual a 1.

1

ot

8 .42 2

o />=1=
12 } 3

o 1

1
1

i“) =

capitulo 7 NGmeros complexos N&o escreva no livro



149527 _ .149500+27 __ .148500 . .27 R
! - = ! [>{ Observe que o resto
O nGmero 143500 é miiltiplo de 100 e, dadivisao por4deum

L 149500 ndmero qualquer com mais
portanto, também é mdltiplo de 4. Logo, i =1 de dois algarismos & igual
Assim: ao resto da divisao por 4 do

6 nimero formado pelos dois

149527 .27 4-6+3 4 3 3 . S .
i =i =i = (I ) =10 == altimos algarismos.

R7.Determine o conjugado dos nimeros complexos a seguir.

w .
i 1+ 2i

a)z=

Para determinar o conjugado de um quociente complexo, podemos inicialmente escrever o
quociente na forma algébrica e depois obter seu conjugado.

3—2i _ 3-2)-(=i) _ —3i+2’ _=3i+2(=)) .
a)z: - = - - == S E = —2—3j
i (=) —i - (=1
Comoz = —2 — 3j, temosz = —2 + 3i.
bywe At _ (4+i)(1—2) a-8i+i-2" _6-7_6_7,
1+ 2i (1+2i)(1—2i) 12—(2i)2 1+ 4 5 5
6 7/ LG 7 .
ey A ==+
Como w c 5l,temosw c 51
R8.Qual é a condicao para que z = ?_—:__ ZI' coma, b, ¢, dER e c+ di# 0, seja um ndmero ima-

ginario puro?

a+bi  (a+bi)c=d) ac—adi+bd—bd? (ac+bd)+ (b — ad)

ctdi (c+ di)c— di) ¢ — (dif ¢+ d
Para ser um nimero imaginario puro, a parte real deve ser igual a zero. Assim, para que
z= OT(? seja um nUmero imagindrio puro, é necessario que ac + bd = 0.

c+ di

R9.Simplifique as expressoes:

a)(1+i)32 by - ' )1+i+il+. +i”

16 16 a

a)(1+i) = [(1 + i)z] =[1+2i+7] =()°=2"i=6s53- () =65536-1=65536

23 24 4-5+43 4-6 (i4> -i3+ (i4) 3 3
i+ i + i 1-7 +1 i+ = f

e e (,’4 )4 7 7 e (_1) (_1) (_1)

c)SejaS=1+i+i+i+..+i". Temos:
0 0

S=T1+i—1—i+1+i—-T—i+. . . +i =0+i-1=-)+0+i—-1+i)+...+i

101
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Note que a soma S possui 102 parcelas e que elas se anulam a cada agrupamento de 4 par-

celas em sequéncia. Assim, precisamos saber quantas parcelas restam ao agruparmos as 102

parcelas de 4 em 4.

Como 102 =4 - 25 + 2, sobram as 2 dltimas parcelas i“e im, assim:

S=1+i+i+.. +i"=i"+i

RI0.Mostre que 1+ i+ i + 7 + ... + 1"

101 100 .101

425
I

25 25

+IF= () () ==

Considere S=1+i+ "+ 7 + ... + i". Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por i,

obtemos:

iS=i+i+i+... +ir+i"

Fazendo S—i- S, temos:

S — (= i i”—<i+i2+...+i” + i”“)

St i) =1+i+i+ ..

SO—i)=1+ (i
si—i)=1-i"
.'_I.n+1

t 1 1—i

13.

14.

15.

16.

17.
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Escreva cada quociente na forma algébrica.
2+ 1+ 5+3i 1+
a R
)= D 955 D
Dados o0s numeros complexos z =2+3i e
z,=1—2i, determine:
z z
1 2
a) Z_z b) 71
Determine a parte real e a parte imaginaria dos
nimeros complexos: .
a) zZ= Bl b) 7= M
i 5—4j
Dados o0s numeros complexos z=a+bi e
w=c+dicoma, b, ¢, dER e c+ di# 0, mostre
que: .
a)z+z=2-Re(z) c)(i)=é
_ w w
b)z—z=2-Im(z2)-i
Qual é a condicio para que z= at b’ com
c+di

a b, ¢, deERec+di#0,sejaum nimero real?

capitulo 7 Nimeros complexos

18.

19.

20.

21.

22.

. Mostre que (

Escreva cada uma das expressdes na forma a + bi.

0(21)

a) (5=1)+(2+3i)

Determine o valor de cada poténcia.
a) I.1O b) I.13 C) ’.100 d) ’.223
Simplifique as expressdes:
2
1+ 2i
a 4( ) O1+it+i+ -+
3+ 4i
b) (1+ i)’ A 1+i+ Pt e+ P

. .2015 2
Escreva o nimero complexo z=1i""~— i na forma
a+ bi.
. 3+ ai
Determine o valor da constante a para que T
i

seja um ndmero real.

3
—1ii\/§):1
5 .
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AMddulo de um nimero complexo

Em anos anteriores, vocé deve ter estudado que o médulo de um nlimero real x pode ser
definido como |x| = {X' sex=0
—x,5ex<0
Interpretamos geometricamente o médulo de um nidmero real dizendo que |x| é igual a
distancia do ponto correspondente a x até a origem da reta real. Temos, por exemplo, que
]—3\ é a distancia de —3 a origem, e ‘3| é a distancia de 3 a origem. Ambas as distancias sao
iguais a 3 unidades.

[-3=3 ~ B3I=3

4 -3 -2 1.0 1 2 3 4 X

Para estender a definicdo de médulo para os nimeros complexos, dizemos, entdo, que o
moédulo de um ndmero z€ C € igual a distancia de suaimagem a origem do plano complexo.

Im(z)
bt P(a,b)
0 a Re(z)

Lembre-se, do capitulo 4, que a distancia entre os pontos P(a,b) e O(0,0), no plano, é
dada por:

op=y(a=0) + (b~ 0f =V + &

Assim, definimos:

O modulo de um ndmero complexo z= a+ bi, com

a,bER, é o nimero real ndo negativo || = V a’ + b’
3 Exemplos Im(z)
5_.
cOA=]3 + 4i|=V3+4 =V25=5 Jy AB,4)
4/
- 0B=|—4i| = \[0' + (-4) = Vi6 = 4 .
(=2, 1 i
coc=|-2+il=y(-2) +T =5 | |

—4—3—2—1__ 1 2 3 4 Re(

- 0D=|-3 = 3i| = \/(=3) + (=3) = VI8 = 3V2 Lt

~44B(0,—-4)

N&o escreva no livro.
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Podemos questionar: Dado um nimero real r, quais sdo 0s nimeros complexos z tais que
|z| = r? Inicialmente, observamos que o médulo de um nlimero complexo é sempre real po-
sitivo ou nulo. Como o médulo de um néimero complexo é igual a distancia de sua imagem
a origem, entao, se r>0, os nimeros com moédulo igual a r correspondem aos pontos da
circunferéncia de centro na origem (0, 0) e raio r.

Algebricamente, se r>0e z=x+yi,com x, yER, entao:
2 2 2 2 2
lZ=reld =rrext+ty’=r
Conforme estudamos no capitulo 5, essa é a equacao reduzida da circunferéncia de centro
em (0,0) e raio r.

Qual é o nimero complexo z tal que |z|=0?

MRepresentacao trigonométrica
de um nimero complexo

Além de representar um numero_c)omplexo nao nulo z=a + bi pelo ponto P(a, b), também
é usual representa-lo pelo vetor OP. O angulo que esse vetor forma com o semieixo posi-
tivo do eixo real, medido a partir desse semieixo e no sentido anti-horario, & denominado
argumento de z. Esse angulo, quando pertence ao intervalo [0, 27[, € denominado argumento
principal de z e é denotado por arg(z).

Im(z)
ATA R . IP(a, b)
1
| > O argumento do nimero
|z ! R
g ! z=0nao sera definido.
g |
0 |
z 0 a  Re(@

—

Na imagem acima, 6 = arg(z), sendo z o nimero complexo correspondente ao vetor OP,
ou seja, z=a + bi. Para nimeros complexos cujas imagens estao no 1¢ quadrante, as rela-
cOes trigonométricas fornecem:

cosf=-1-= §a=|z|c056
4 S

b o
sene—W: b=|zlsen6 :
z oot i

Estas relagdes podem ser estendidas para nimeros complexos em qualquer quadrante.
Denotando o médulo de z por p (I8-se rd), ou seja, p= |z| podemos escrever:

Demonstra-se que um ndmero complexo é univocamente determinado pelo seu médulo
e pelo seu argumento.
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Arepresentacao z= p(cos 0 + isen 6) é denominada forma trigonométrica
ou forma polar do niimero complexo z # 0,em que p =|z| e 6 = arg(2).

Os nimeros p e 0 sdo as coordenadas polares do nlimero z.

3) Exemplos

Vamos determinar a forma trigonométrica de z=1+1.
* 0 modulo de z é:

p=|z|=\/12+12=\/§

* 0 argumento de z pode ser obtido a partir das relagdes trigonométricas:

cosech)cosG:ﬁ (1)
2 2
senG:Lc»senG:ﬁ (1)
V2 2
* Pela equacao I, supondo O =<6 <2, obtemos 0="_ou 6=7Tﬂ. Mas como
V2 ™

sen® = ——=—> 0, concluimos que 6 = —.
2 g 4

Logo, a forma trigonométricadez=1+ é&:
z= V2| cos = + isenl)
( 4 4

O argumento de z =1 + i também poderia ser obtido geometricamente, observando
que, nesse caso, ® = arg (z) é a medida de um dos &ngulos internos agudos de um
triangulo retangulo isésceles.

Vamos obter a forma algébrica do nlimero complexo z que possui médulo 1 e argu-

S . . . L. .
mento - Para isso, basta substituir esses valores na forma trigonométrica do nu-

mero complexo:

z=p(cos® + isend)=1- <cos —52 + isen —52 ) =
= cos( M) + isen ( M) — Im(2) 5
6 6
= - T ) +i L T
= C0s <Tr 5 >+lsen <1T 5 ) i X o g
0 Re(z) =
w . ey \/g 1.
cos — + isen — 5 i
Portanto:
2=- Y3, 1,
2 2
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@ Multiplicacao e divisao na forma trigonométrica

Um dos motivos que justifica o uso da forma trigonométrica para representar nimeros
complexos é que as operagOes de multiplicacao e divisao tornam-se, em geral, mais simples
de serem efetuadas quando os nimeros complexos estdo representados nessa forma.
Observe o teorema a seguir.

Sejam z, e z, numeros complexos ndo nulos, com z, = p1(cos 0, + isen 61> e
2= pz(cos 0, + isen 62). Entdo:

a)z,-z,= p1p2[cos (91 + 92> + isen (91 + 62)]

z p
b) - =1
)ZZ pZ

cos (61 - 62) + isen (61 = 62>]

Verifique a validade do teorema no caso em que z, ou z, é igual a zero no item a, e
no caso em que z_ € igual a zero no item b.

Demonstracao

a)z,-z,=p,(cos@, + isen®, ) p,(cos 6, + isend, )=
=p,p, [(cos 0, cos6, + i'sen 0 sen®, )+ (i cos®send, + isen, cos 62)] =
= p,0,|(cos 6, cos, — sen0send, )+ i(send, cosb, + sen, cos, ) =
= p1p2[cos (6, +6,)+ isen (6, + ez)]

b) z, p1<cos 0, + isen 91) B p1(cos 0, + isen 61) (cos 0, — isen 62> B
% p2<cos 0, + isen 62) pz(cos 0, + isen 62> (cos 0, — isen 92)

P, (cos 0,cos0, — i’sen 0,sen 92> + (— icosBsen®, + isen®, cos 92)]

pz(cosze2 - izsen262>

p1[<cos 0,cos6, + sen6.sen 92) + i(sen 0,c0s0, — senb, cos 61>]

p2<c05292 + senzez)

1
= g—l[cos (61 - 92>+ isen (61 — 62)]

Em particular, esse teorema mostra que paraz, #0 e z,# O:

i

i

. arg<z1)+ arg(zz>é um argumento de z,-z, e arg<z1> - arg(zz)é um argumento de é
2

4
8

z, - ZZ| = ‘z1| . ‘zz‘ e

(nao necessariamente principais).
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@ Potenciacao na forma trigonométrica

Utilizando o teorema anterior, vamos demonstrar a chamada Férmula de De Moivre para
o calculo de poténcias de um ndmero complexo na forma trigonométrica.

Sejaz= p(cosG + isen 6) um ndmero complexo ndo nulo. Para cada n €Z, tem-se:

7= p”[cos (n6) + isen (ne)]

Demonstracao
* Para n =0 a férmula é valida, pois 2 =1 e temos:
zozpo[cos(o - 9) + isen (O - 9)] =1-[cos0O + isen0] =1-(1+i-0)=1
e Para n=1a férmula é vélida, pois:
7'= p1[cos (1-8)+isen(1- 9)] =plcos® + isen6] =z =7
* Para n inteiro e n > 1, ao aplicarmos a férmula da multiplicacdo repetidas vezes, temos:
=72 . Z=p PP [cos(9+9+...+e)+isen(9+e+...+9)]=

S T~ U P ST AL

n fatores n fatores n parcelas n parcelas

= p”[cos (n®) + isen (ne)]

* Para n inteiro negativo, temos n = —m para algum m inteiro positivo. Assim:

1 1 1+ (cosO + isen0)
Z”:mezz_mz = =

[p(cose + isen e)]m pm[cos (m®) + isen (m@)]

1

p

= . [cos (0 — m8) + isen (0 — me)] =

5

> Note que, nesses calculos, utilizou-se
o fato de que a férmula de De Moivre
-m H 2 2. . . .
=p [cos (—me) + isen (—me)] = é valida para inteiros positivos, o que
foi provado no item anterior. Além
disso, foi utilizada a férmula da divisao
_ n H ’
=p [cos (n6) + isen (ne)] de ntimeros complexos.

Portanto,aférmula é valida para qualquer n €Z.

3) Exemplo

9
Vamos calcular (1 + i\/§) .Paraisso, escrevemos z= (1 + i\/§) na forma trigonométrica.
Assim temos:

g = 7+ (\/§>2=\/1T=\/Z:2

* um argumento 6 tal que cos 0 = % esenf= ? Logo, o argumento principal é
g=_"_
3

N&o escreva no livro. 203




204

Segue que z = 2<cos% + isen %) Assim:

=2 [cos <9 31> + isen (9 %)

=512(cos w + isenw)=512(=1+ i - 0)= —512

= 512[cos (3m) + isen (3'17)] =

Portanto, (1 + i\/’§>9 = —512.

R1.Determine a forma:

a) algébrica do nimero complexo z = 4<cos% + isen %)

b) trigonométrica do nimero complexo z = V2 +V2i.

a)z:4(%+i$):4-%+4-—‘f = 2+213i

b) Para determinar o argumento 6, fazemos:

_a _ V2 _ V2
c059—|—|=>cose— : ==
z
Y(2) + (v2)
_ b V2
senf = — = ——
I i
Comocosezgesenez \f,entéoe— Z

4 . w
Portanto, z= 2| cos— + isen— |.
( % 4 )

R12.0 nimero complexo z=a + bi, com g,b& R, é tal que o ponto (a,b) pertence a reta
rx+y==6e |z\ = 2/5. Determine os possiveis valores para a parte real Re(z) = a e a parte
imagindria Im(z) = b desse nlimero e represente-o geometricamente.

Como (g, b) pertence a reta x + y = 6, temos:
a+b=6=b=6-a (N
De |4 = 2V/5, segue que:
2Vo=Va@+b=20=a+b ()
Substituindo | em Il, temos:
0=+ (6—0a)=>20=c+36—120+a*=20" — 120+ 16 = 0

Para resolver essa equacao, fazemos:

_ —(-2)£y(-12) - 4276 Ry _
a= >3 == =>a=2oua=4

Com isso, @ = 4 ou a = 2. Substituindo esses valores em |, obtemos b = 2 ou b = 4, respec-
tivamente. Portanto, (4, 2) ou (2, 4).
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Note na figura ao lado que os possiveis valores
para z que encontramos correspondem as duas
intersecgdes entre areta r: x +y =6 e a circun-
feréncia A: x* + y* = 20.

[T I .

Re(z)

Ronaldo Lucena/ID/BR

R13.Dados os ndmeros complexos z, = 3<cos% + isen %) ez = 5(COS% + isen %) calcule:

a)z -z, b) —- c)(z1>

a) Utilizando a expressao

2,°Z, = PP,

cos (61 4k 62) + isen <61 4F 62)],temos:

T ™ . m K
L+ T )+ — + =
cos(3 6> /sen<3 6)

= 15<cos% + isen%) =15(0 +i-1)=15i

Z'Z:3'5' =

1 2

Portanto z, - z, = 15i

" - P
b) Utilizando a expressao 2—1 =_1
2 2

T3 (D) w32 () (2]

cos (91 3 92> + isen (61 B 92)], temos:

¢) Utilizando a formula z" = p”[cos (n@) + isen (ne)], temos:

<z1)5 = 35[cos (6 - %) + isen <5 = )} = 729[cos (2m) + isen (zn)] =729(1+i-0)=729
Portanto, (z1>6 =729.

R14.Considere o nimero complexo z conforme a imagem abaixo, em que 6 = 60°. Determine a
area do tridngulo cujos vértices sdo as imagens de z,z e a origem do plano complexo.

Im(z)
b P(5,b)

(U5 T A —————
Ronaldo Lucena/ID/BR

o

Re(z)
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Im(z)

Sejaz=5+ biez=5 — bi o seu conjugado, com bER.
Observe na figura ao lado as imagens de z ez. Das relagbes métricas

no tridngulo retangulo, temos tg(0) = g ,isto &, b=75-1tg(6).

b=5-1tg(60°) = 5V3

A distancia entre as imagens z e z é igual ao dobro da medida b e a

area A desse triangulo é:

2b-5
2

A= =5b

Logo:

A=5b=5-5v3=25V3

Portanto, a area desse triangulo é 25V3 ua.

Atividades

Ronaldo Lucena/ID/BR

24.

25.

26.

27.

28.
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Determine no caderno o médulo dos seguintes na-
meros complexos:

a)z,=3+4i
b) z,=18i

¢)z,=21
Faca no caderno um esbogo da representacdo geo-
métrica no plano de Argand-Gauss, do conjunto de

z=a+ bi,em que:

a) |4=2

29.

30.

Calcule no caderno as poténcias e dé o resultado
na forma algébrica.

a)(—1-1)°

Sejaz = \fS(cos18° + isen18°). Determine no caderno
a forma trigonométrica de:

b) (2—2\61)9

10
6 4
pontos correspondente ao ndmero complexo a)z ¢) =
3
b) 22-z"° d) (zz)
b)|Z=5ea<3
i 31. Desafio \ (PUC-SP) No plano complexo de origem

Escreva no caderno cada ndmero complexo na for-
ma trigonométrica.

<

O, representado na figura abaixo, o ponto A é a
imagem de um nimero complexo u cujo médulo é

a)z,=3-3i c)z,=7 ‘ igual a 4.
1 Im(z)
b) z,=13i A
Determine no caderno a representacdo algébrica
dos seguintes nimeros complexos: 60“’[7
) 0 Re(2) g
a)z= 7<cosl + lsen1> &) s
3 3 H
b) z,= 4(cosm + isen) B

c)z,=10 <COS%1T + isen%rrr)

. ' u -
Se B é o ponto imagem do complexo v = entao

é correto afirmar que:

Considerando os nlimeros complexos
| 3v3 + 3 ’ P a) o médulo de u+ v é igual a 4 V2.
4= 721 e z,=4 —4i, determine no b) 0 médulo de u— v é igual a 2v/2.

caderno a forma trigonométrica de:

a)zez, b) z,- z,

capitulo 7 Nimeros complexos

¢) B pertence ao terceiro quadrante.
d) B pertence ao quarto quadrante.
e) o tridngulo AOB é equilatero.
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Verificando rota @

1. Qual é o objetivo da estatistica descritiva?
2. Em quais situacdes é recomendado agrupar os dados de um conjunto em intervalos de classes?

3. A média aritmética sempre é a medida de tendéncia central mais adequada para representar
um conjunto de dados? Justifique.

4. Para que as medidas de dispersdo sao utilizadas?

5. Qual é a relacdo entre a variancia e o desvio padrao? Em algum momento, o desvio padrao
pode assumir o mesmo valor que a variancia? Se sim, quando?

6. Considere dois conjuntos numéricos que possuem média aritmética igual e desvio padrao
diferente. Qual desses conjuntos é o mais homogéneo?

7. Para o célculo do desvio médio e do desvio padrdo, qual medida de tendéncia central é utili-
zada: média aritmética, moda ou mediana?

8. Leia o cartum.
a) Pesquise o significado do termo
“imaginario” em um dicionario de
lingua portuguesa.

Marlon Tenério/Acervo do artista

b) Em sua opinido, por que 0s nimeros
imaginarios recebem o adjetivo
“imaginario”?

MARLON TENGRIO. Colegdo de seres imagindrios.
Disponivel em: <www.flickr.com/photos/
marlontenorio/6137372035/in/photolist-amkCTe>.
Acesso em: 3 dez. 2015.

9. O nlimero complexo a + bi com a = b = 0 é um ndmero real, imaginario ou imaginério puro?

10. O que significa dizer que o conjunto dos ndimeros reais esta contido no conjunto dos nimeros
complexos?

11. O que é a imagem de um nimero complexo?
12. Qual é o conjugado do nimero complexo a + bi, com a,b € R?

13. A imagem de um ndmero complexo e a imagem do seu conjugado é simétrico em relagdo a
qual eixo do plano de Argand-Gauss?

14. O que é o médulo de um nlimero complexo?

15. A pagina de abertura da unidade 3 apresentou a situagdo de vulnerabilidade ao risco de extin-
cdo do lobo-guara como assunto inicial, informando os principais motivos para o declinio
desta populagdo e uma previsdo para os préximos anos. Qual dos contetidos trabalhados du-
rante esta unidade se relaciona com este tema?
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Ampliando
fronteiras

A internet vai
dominar o mundo

Pare e pense: como seria se a internet fosse
“desligada” neste exato momento? Nao seria exagero -

. . . - Os brasileiros passam em |
dizer que causaria um colapso mundial, tanto fi- média 53 horas por dia no
nanceiro como social. A legislacao de alguns paises computador pessoal.
permite que o governo bloqueie 0s servicos da
internet em algumas situagoes, e isso ja foi feito
no Egito, em 2011, por exemplo. Veja algumas
informacdes a respeito do uso dessa
poderosa ferramenta.

[Os dados fornecidos sdo resultados de
pesquisas referentes aos anos de 2001
a 2015 (primeiro semestre), algumas
delas disponiveis no portal do IBGE J

[ O comeércio eletronico cresceu
16% no Brasil, movimentando
R$ 186 bilhdes. Entre as mulheres,
67% sdo consumidoras on-line e
preferem comprar livros (33%),
artigos de moda (32%) e
sapatos (30%), e 65% dos homens
fazem compras on-line e preferem
artigos eletrénicos (39%),
sapatos (30%) e livros (24%).

Alexandre Koyama/ASC Imagens
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Apesar da evolucdo da internet no Brasil, de acordo com a ONU,
84 milhdes de brasileiros ainda ndo tinham acesso a internet,
até o final do primeiro semestre de 2015, ficando na 672 posi¢ao
mundial. Para abranger a quantidade de usuarios, uma das apostas dos
especialistas é a expansao do acesso da internet pelo smartphone.

[l A velocidade média da internet
no Brasil é de 36 Mpbs, 25% a
mais do que em anos anteriores.

66% das casas conectadas a
internet no Brasil utilizam redes
Wi-Fi, somente 25% se conectam
pela rede movel.

47% dos brasileiros |
com 10 anos ou
mais de idade usam
o smartphone para
acessar a internet.
Destes, 84% acessam
a internet quase todos
os dias.

[ 31% dos brasileiros
compartilham
dados pessoais
com empresas pela

internet.
47% dos brasileiros estao |
ativos nas redes sociais.

I3 Vocé concorda que se a internet fosse “desligada”
nesse exato momento causaria um grande
colapso mundial, financeiro e social? Dé exemplos.

Em 2014 foram vendidos 545 | [ com que frequéncia e para quais finalidades
milhdes de smartphones, 55% vocé utiliza a internet?
a mais que no ano anterior. ’
Dos aparelhos vendidos, 15% [@ A cada 100 brasileiros, com 10 anos ou mais de
tinham rede mével 4G. .
A cada 30 minutos, 80% dos idade, quantos deles usam o smartphone para
usuarios brasileiros checam acessar a internet quase todos os dias?
seus smartphones pelo
menos uma vez e as principais 2] De acordo com o grafico apresentado, qual é a
razées do uso da internet .
nesses aparelhos 30 envio por'centagem dg'pessoas ’com 10 ou maJs anos
de mensagens on-line (61%), de idade que utilizaram a internet no periodo de

trabalho (26%) e estudo (13%). referéncia na regido em que vocé reside?
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8 Polindmios

AFuncao polinomial

Em estudos anteriores, vimos que as fungdes se aplicam a diversas situa¢des do dia a dia,
como modelar fendmenos naturais, analisar movimentos e trajetérias de particulas, calcu-
lar o lucro de um produto em funcdo de seu custo de producao e das vendas realizadas ou
avaliar as condi¢des de mercado para um investimento.

o
=

E
Q.
(4]
()

Além disso, vocé provavelmente estudou alguns tipos de fun¢des polinomiais, porém, com os
nomes de funcdo afim e funcao quadratica.

 Uma funcao quadratica f: R — R dada por f(x) = ax* + bx + ¢, com coeficientes a, b e
sendo a # 0, é uma fun¢ao polinomial de grau 2.

* Uma funcao afim g: R — R dada por g(x) = ax + b, com coeficientes a e b, sendo a # 0,
é uma funcao polinomial de grau 1.

*Uma funcao constante h:R—R dada por
h(x)=a, sendo a # 0 um valor constante, é
uma funcao polinomial de grau 0.

Partida de beisebal disputada em S&o Paulo (SP), no
Estadio Municipal de Beisebol Mie Nishi, em abril de 2015.

A trajetéria de uma bola arremessada em um jogo de
beisebol pode ser descrita por uma fungdo polinomial.

Uma generalizacdo natural para esses tipos de funcdes é a funcao f: R—R dada por
foo=ax"+a_x""'+..+ax+a, degraun,comn€EN,coeficientesa,,a,,...,a,_,a, ea #0.
A diferenca em relagao aos exemplos acima é que, neste capitulo, o dominio e o contradominio
das funcdes serd o conjunto dos nimeros complexos, conforme a seguinte definicao.

Uma funcdo polinomial complexa de grau n é uma funcao

. — =1
p:C—C daformap(x)=a, x"+a_x"'+ ...+ax+a, , em

=
a sao complexos e a #0.
Nesse caso, dizemos que p tem grau n.

que os coeficientes a,a,...a

n—1"

3) Exemplos
A funcdo p: € — C dada por p(x) = x’ é uma funcao polinomial de grau 3, pois é da
forma p(x)=a,x’+ ax*+a,x+a,sendoa,=1ea,=a,=a,=0.

A funcao constante g: € — C dada por g(x) = 2 + i é uma funcao polinomial de grau O,
pois € da forma g(x) = a,, sendo a, # 0.

A funcdo nula r: € — C é a funcdo constante dada
por r(x) = 0. Essa é uma funcao polinomial, mas
ndo se define o seu grau, pois ela ndo possui um
coeficiente diferente de zero.

> Vamos denotar o grau de uma
funcdo polinomial p porgr(p).
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®Valor numeérico

Se p: C—C é uma funcdo polinomial, entdo, para cada x € C, sua imagem p(x) é o valor
numérico de p em x.

3) Exemplo
Se p(x)=2x> — 3x + 4, entao:
* o valor numéricode pemx=—16¢:

p(=1)=2-(-1) =3-(-1)+4=—2+3+4=5
* 0 valor numéricode pem x =i é:

p(i)=2-7"—3-i+4=-2i—3i+4=4-75i

@lgualdade de fun¢oes polinomiais

Em geral, duas fungdes p: C—C e g: C—C sao iguais quando possuem o mesmo valor
numérico em todo ponto x € C, ou seja, quando p(x) = g(x) para todo x € C. No caso em que
essas func¢des sdo polinomiais, é possivel demonstrar que p e g sao iguais se, e somente se, elas
possuirem todos os coeficientes respectivamente iguais. Assim, se duas funcdes polinomiais
p e g sdo iguais, elas possuem o mesmo grau e, se elas forem dadas por:

px)=ax"+a_x""'+.+ax+a,
gx)=bx"+b _x"'+.+bx+tb,
entdo:
a,= bo; a,= b1; o Op iy T bn—1; n “n
3) Exemplo
Vamos determinar o valor de m e de n para que as fung¢ées polinomiais dadas por
p(x)=(m — 1)+ 4x’ + 2nx + 1 e g(x) = 4x* + 8x + 1 sejam iguais.
Para que se tenha p(x) = g(x), os coeficientes de mesmo grau devem ser iguais.

Ao igualar os respectivos coeficientes, obtemos m—1=0 e 2n= 8. Resolvendo cada
uma das equacgodes separadamente obtemos m=1en=4.

Portanto, para que essas fungdes polinomiais sejam iguais € necessario que m=1¢e
n=4.

@ Polindbmio
O conceito de polindmio esta relacionado com o de funcdo polinomial.
Um polindmio complexo é uma expressao do tipo:
aX"+a X"'+..+aX+a
n n—1 1 0

emquea,a,...,a ., a saonameros complexose X & um simbolo
chamado indeterminada.

De acordo com o exposto em relagdo a igualdade entre duas > Os polinGmios compostos ]
funcdes polinomiais, ha uma relacdo biunivoca entre fun- por apenas um termo
¢Oes polinomiais e polinémios, de modo que para cada fungao também podem ser
polinomial corresponde um Unico polinémio e vice-versa. chamados de mondmios, os
Assim, utilizaremos indistintamente os termos polinémio de dois termos, bindmios e
e funcio polinomial. os de trés termos, triné6mios. J

N&o escreva no livro.
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> Lembre-se
de queo
polindmio
nulo ndo
possui
grau.
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®Raiz de um polinémio

De fundamental importancia no estudo dos polindmios é o conceito de raiz.

Dizemos que um nimero complexo a é
raiz de um polindmio p quando p(a) = 0.

As fung¢des polinomiais em que o dominio e o contradominio sdo iguais a R, possuem
graficos representados por curvas no plano. Para essas funcoes, interpretamos geometri-
camente uma raiz como sendo a abscissa do ponto em que a curva intersecta o eixo Ox.
Embora nao seja pratico representar uma fungao complexa f: € — € em um grafico, existem
técnicas para a determinacao de suas raizes.

Quando uma funcao polinomial complexa p: € — C possui todos os coeficientes reais,
podemos restringi-la a uma funcdo polinomial real p: R—R, e as abscissas dos pontos de
interseccdo do grafico dessa fungao real com o eixo Ox, se existirem, corresponderdo as
raizes reais de p.

3) Exemplos

O polinémio p(x)=1 nao possui raiz. De modo mais geral, um polindmio de grau
Zero nao possui raiz alguma.

Um polinémio de grau 1 possui exatamente uma raiz.

De fato, se p(x) = a,x + a,, com a, # 0, temos:
a
| = N _ 0
px)=0<a x+ a,= Ocax= a,eX= R

1

a
. - o . . 0
Assim, a Unica raiz de p é o nimero — T
1
O grafico da fungdo polinomial dada por p(x) = x* + 1 restrita ao conjunto dos ndmeros
reais € uma parabola com vértice no ponto (0,1), como representado abaixo.

Como p(x)> 0 para todo x €R, p nao possui raiz real. Porém:

y
cp(i)=i"+1==1+1=0
2
ep(—i)=(—i) +1==1+1=0 .
Portanto, i e —i sao raizes complexas de p. 2
0 X g

RL.Seja p(x) = (m2 + 3m)x3 + (2m + 6)x* — x + 2 uma fungdo polinomial com m €R. Analise
0s graus assumidos pelo polinémio de acordo com os possiveis valores de m.

Igualando os coeficientes de x’ e x* a O, temos:
m*+3m=0=m(m+3)=0=>m=0o0um= -3
2m+6=0=>m= -3

Analisando os valores de m, temos:

m # 0 e m# —3, 0 polindbmio sera do 3° grau;
m = 0, o polindémio sera do 2° gray;

m = —3, 0 polindmio serd do 1° grau.

N&o escreva no livro



R2.Determine o valor numérico da fungdo polinomial p(x) = 3x* + x* — 2x* + x — 1 para:

a)x=2 b)x=V3
a)p(2)=3-2"+2-2-2+2-1 b)p(\/§)=3-(\/§)4+(\/§)3—2(\/§)2+\f3—1
p(2) = 49 p(V3)=4v3+20

R3.Determine os valores de a e b para que as fun¢des polinomiais definidas por

p(x) = <L> S x2— 20+ b+ 3e g = /-2x + x2 — 2x+ a? sejam iguais,
VG 2

Como queremos p(x) = q(x), entao:

\af:\/g:)\/ia:‘/;b:"a: % (1) b+3=a (I)
3

Delell, temosb + 3= (\/%) =2b+6=3b=b=056.

Substituindo b por 6 em |, obtemos a = \/% =3.

Portanto, para satisfazer p(x) = q(x), é necessario que a=3 e b =6.

R4.0 polindmio p(x) = 2x* + ax’ — bx admite as raizes 1 e 2. Determine os valores dos coefi-
cientes a e b.

Do enunciado, temos p(1) = p(2) = 0.
Com isso, obtemos:
{2'13+0'12—b'1=0:>{ 2+a—b=0:>{b=a+2
2-7244g-2%—-b-2=0 16+4a0—-2b=0 b=2a+8
Delell temosa+2=2a+8=a= —6.
Substituindo a por —6 em |, obtemos b= -6 +2=b= —4.
Portanto,a= —6e b= —4.
R5.(Cefet-MG) Os polinémios A(x) = x> —3x+2 e B(x) = x* — 2 + kx* — 3x — 2 tém uma
Unica raiz em comum. Os valores possiveis para k sdo nimeros

a) pares. b) primos. c) inversos. d) impares. e) simétricos.

Para determinar as raizes de A, fazemos:

—(-3)£ V(-3 —4-1-2 =
X—3+2=0=x= — B =3§1<X1_

Para que A e B tenham uma raiz em comum, fazemos B(1)=0 e B(2) = 0.
Para B(1) = O:
=2 T+k-17-3:1-2=01-2+k-3-2=0=k=6
Para B(2) = 0:
2'—2-27+k-2-3-2-2=0=16-16+4k—6—2=0=k=2
Note que os dois resultados para k sao nimeros pares. Portanto, a alternativa correta é a.
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' 1
R6.Calcule os valores de g, b e c considerando que =

a_ ., bx + ¢
X=1 xX+x+1

seja uma iden-
3 _
x =1

tidade, isto €, valida para todo valor de x que nao anule os denominadores.

Do enunciado, segue que:

1 _a(x2+x+1)+(bx+c)(x—1)

_aox*+axta+bx*+cx—bx—c _

x> =1

(a+ b+ (a—b+cx+(a—0

(x = 1) + x +1)

x> =1

a+b=0=>b=-a
=4qa—-b+c=0

a—c=1=c=a-—1

a x> —1

:>1=(a+b)x2+(a—b+c)x+(a—c):>

Substituindo b por —a e c por (a = 1)ema — b + ¢ = 0, obtemos:

a=(-a)+(a—-1)=0=3a=1=a=

Assim, b = —%e 7=

1
3 U

Portanto, a =

Atividades

1

3 3
1

b:—_ = ———
39C

1
3

1. Determine o grau de cada fun¢do polinomial abaixo.
a) p(x)=—3xX +5x" —x+2

XS
b) p(x)=7+ 3x% — 3x*
) p(x)=3x*+6x"+4x—8
d) p(x)=2¢—x — V7

2. Determine o valor de a e m, sabendo que a fungao
polinomial abaixo tem grau zero.
03
p(x)= <? —5m — 10>x“+ (Za2 — 100)x3— (a —6)
3. O gréfico representa a funcdo polinomial

fx)=x*+ %x — 5a, restrito ao conjunto dos

nameros reais.

Ronaldo Lucena/ID/BR

Determine o valor de f(a + 2).
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4. Determine o valor numérico da funcio polinomial

10.

p(x)=3x*+ 2’ — 5x + 6 para:
a)x= -2 )x=1+i
b)x=1i

. Quais devem ser os valores de a e b para que as

funcdes polinomiais p(x) =8x+ 9 e
gx)=(a — b)x*+ (a — 2)x+ (b — 1) sejam iguais?

. Verifique qual dos nimeros abaixo é raiz do

polinémio p(x) = 3x*> —12x* + x + 8.

a) 0 C) 2
b) 1 d) —i
. Quais os valores de a e b para que
X—5 a b . o
= + )
2 1 Y1 — seja uma identidade

. Determine o polindmio g(x) de grau 2 e suas raizes,

sabendo que g(0)= —5,q(—2)= -9 e g(—4)= —5.

. Para quais valores de a €R o polindmio

p(x) = 3x* — ax + 7 ter4 apenas raizes complexas?

Seja o polinémio p(x) = a + bx + 2cx* + 3dx®, com
a,b,ccd € R. Determine a, b, ¢ e d para que
2x - p(x) = 81 — p(x) + 6dx*.
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A 0Operagdes com polindmios

Assim como fizemos com os nimeros complexos, vamos apresentar primeiro as opera-
cOes de adicao, subtracao e multiplicagao de polindémios e, depois, a divisao envolvendo
polindmios.

@ Adicao, subtracao e multiplicacao
Para as operagdes de adicdo, subtracao e multiplicagao de polindmios sao validas as
propriedades associativa, comutativa e distributiva.
3) Exemplos
Sejam p(x) =x* — 2x+ 1e q(x) = 4x* + 2x.
Adicao de polindbmios:
p(x)+ q(x) = (x3 —2x + 1)+ (4x2 + 2x)=x3+4x2+ (=2 +2x+1=
=X+ 4 +1
Subtracao de polindémios:
q(x) — p(x) = (4x2 + ZX)— (x3 — 2x + 1)= X +AC+(2+2x—1=
==X+ 4+ 4x—1
Multiplicacao de polindmios:
pO)-q) = (X = 2x + 1) (4 + 2x) =
=X 4+ X 2X—2X A —2x-2x+ 14X +1-2x =
=45+ 2" — 8 — 4X° + 4x° + 2x = 4x° + 2x" — 8X° + 2x

*Se gr(p) =ne gr(q) = m, entao o grau de p(x) + g(x) ou p(x) — q(x) & no maximo, igual
ao maior dos nimeros n e m.

*Se p(x) e g(x) sdo ndo nulos, entdo o grau do produto p(x)-g(x) é igual a soma dos
graus de p e g, ou seja, gr(p - q)= gr(p) + gr(q).

Qual das propriedades citadas acima foi utilizada no exemplo de adi¢ao de polindmios?

@ Divisao
A divisao de polind6mios desempenha um papel importante no estudo das raizes de

polindmios, e isso esta diretamente relacionado com a resolu¢do de equagoes algébricas,
que estudaremos no proximo capitulo.

Para comecar, observe um modo usual de realizar a divisdo longa de 58 por 3.

dividendo divicor
— s
58 3
-3 19
2 8 ~
-2 7 quociente
01
ﬂ
resto

N&o escreva no livro.
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O dividendo, o divisor, 0 quociente e o resto se relacionam da seguinte maneira:

divisor resto
v v
58 = 3 19 + 1
N N
dividendo quociente

Se D (dividendo) e d (divisor) sio nimeros inteiros positivos, o quociente e o resto da
divisao de D por d sao, respectivamente, os niimeros inteiros g e r tais que:

D=d-qg+rsendo0=r<d.

Prova-se que, satisfazendo essas condi¢des, o quociente g e o resto r sempre existem e
sdo Unicos.

De modo analogo, dividir um polinémio p(x) por outro polindmio d(x) significa obter poli-
ndmios g(x) e r(x), denominados quociente e resto, respectivamente, tais que:

p(x)=d(x)- g(x)+ r(x), sendo r(x) identicamente nulo ou 0 <gr(r) < gr(d).

Aqui,também se pode demonstrar que o quociente e o resto existem e sao Unicos. Quan-
do r(x) é identicamente nulo, podemos es