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Apresentacao

Querido(a) aluno(a),

Preparamos este livro com dedicacdo a fim de proporcionar
a vocé condicdes de ampliar o que aprendeu a respeito da
Matematica, além de auxilid-lo(a) em seu ingresso aos cursos
de Educacdo Superior e a outros que vocé almejar.

Sem um leitor, este livro nada mais é que um apanhado de
letras, nUmeros e simbolos. No entanto, em suas maos, ele
se torna uma poderosa ferramenta, capaz de expandir seu
entendimento acerca do mundo em que estamos inseridos.

Neste material, vocé vai encontrar textos e atividades
que relacionam a Matematica com as outras areas, além de
situacdes em que seu conhecimento matematico sera posto
a prova. Esta obra também apresenta assuntos matematicos
direcionados a sua formacao cidada, fornecendo oportuni-
dades de reflexdo sobre atitudes que podemos, e devemos,
desenvolver paraviver melhor em uma sociedade dinamica e
em plena transformacao.

Bons estudos!

Os autores.

Trabalhadora especializada em topografia
manipulando um teodolito no canteiro de
obras ao ar livre.

A Matematica é Util em diversas profissoes.
Em situagdes praticas do trabalho de

um topégrafo, por exemplo, ele aplica
nog¢des de trigonometria ao manipular os
equipamentos topograficos e geodésicos.

Dmitry Kalinovsky/
Shutterstock.com/ID/BR



Conheca seu livro

Abertura de unidade \

Nessa secdo vocé, seus colegas e
o professor terdo a oportunidade
de dialogar a respeito de temas

relacionados com um dos
capitulos que serdo estudados
naquela unidade.

3
.!; ‘TIPO SANGUINED DAS PESSOAS QUE DOARMM SANGUE
| Atividades i R Atividades resolvidas |
Nessa secao vocé sera ) i w Essas atividades complementam
convidado a colocar em pratica T T T os contelidos apresentados no

capitulo e auxiliam no trabalho
com as atividades que vocé
devera resolver.

os conhecimentos que ja possui
e desafiado a perceber aspectos
que podem ser melhorados.
Algumas atividades estao
indicadas com icones.
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Icones

Atividades que exploram as diversas maneiras de @ Indica que as cores apresentadas nas
usar a calculadora cientifica e o uso de software. imagens nao correspondem as reais.

Atividades para serem E Indica que as imagens nao siao
desenvolvidas com os colegas. proporcionais entre si.

Atividades com maior grau de dificuldade e que
estimulam diferentes estratégias de resolucao.




Valores em agéo\

Nessa se¢ao vocé sera convidado a
refletir a respeito de diversos temas,
como o cuidado com o seu préprio
corpo, com 0 ambiente e o respeito
a0 préximo.

/ Verificando rota

Verficando rota )

Nessa se¢do vocé terd a oportunidade de
rever 0s conceitos gerais desenvolvidos ;
ao longo dos capitulos, verificando sua .
rota de aprendizagem.

© matemstico poon

Ampliando
fronteir.

Floco de neve de Koch

Curva de Koch

as

“a=0

)=l com 0 €K 1l que 0 <0 <1

s Helge von Koch (157015

Ampliando fronteiras \

A leitura dos textos apresentados

nessa secao permite que vocé amplie
as fronteiras do seu conhecimento em

temas sobre a histéria e as diversas
aplicagdes da Matematica.

iy Ferramentas

/ Matematica em acao

Nessa se¢ao voceé terd a oportunidade de
colocar a Matematica em acdo, dentro e fora
da escola, e de perceber a sua relagdo com
outras areas do conhecimento.

aLibreoffice Calc
e

Glojolale)
DOOOBD

Matemdtica
¥ em acdo

Tamanho aparente dos astros

alzados 3 oo nu

oolo)

Ferramentas \

Nessa se¢ao vocé vai aprender a utilizar

a calculadora cientifica e a planilha

eletronica BrOffice Calc, ambas exploradas
como ferramentas que aprofundam seus

conhecimentos matematicos.
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a capitulo 1
Conjuntos

a capitulo 2

‘ Funcdes

Certamente vocé conhece ou ja viu pessoas com tracos fisicos que as diferenciava
das demais. Na verdade, independentemente da nacionalidade, cada um de nés apresenta
suas préprias caracteristicas fisicas e habitos. Isso tudo é o que contribui para enriquecer

a diversidade cultural do povo brasileiro e de outros povos.

Para saber ao certo os grupos populacionais que compdem uma comunidade, fazemos
um levantamento de todos e depois classificamos e agrupamos de modo organizado.
Este é um procedimento relacionado a ideia de formagdo de conjuntos, assunto que sera

T patado nesta unidade.

P
N
\

N&o escreva no livro.
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1 Conjuntos
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#ANoc¢oes de conjuntos

Aideia de conjunto é umanogao primitiva que desempenha um papel fundamental em toda
a Matematica e aparece, intuitivamente, quando consideramos um agrupamento qualquer.

Imagine um recipiente, que tem ou nao objetos. Podemos associar esse recipiente a um
conjunto. Neste caso, cada objeto pertencente a ele é chamado elemento.

Os elementos de um conjunto podem ser nimeros, pontos ou até
mesmo outros conjuntos. Neste capitulo, vamos estudar
especialmente os conjuntos nos quais os ele-

mentos sao nimeros.

No supermercado, por exemplo, 0s
produtos nas prateleiras representam
elementos do conjunto de “todos os
produtos avenda”. Ja as mercadorias
que colocamos no carrinho de compras
llustranet/ASC Imagens representam os elementos do conjunto
dos “produtos pelos quais vamos pagar”.

@ Representagées de conjuntos

Em geral, representamos um conjunto por uma letra mailscula, e seus elementos ficam
separados por virgula (ou ponto e virgula) e entre chaves.

Observe algumas maneiras de representar os elementos de um conjunto.

Listamos os elementos entre chaves utilizando reticéncias [{ Com as reticéncias,

para suprimir alguns deles, se necessario. Por exemplo: suprimimos uma
quantidade finita ou

A= {0,1,2, 3, 4,5} C= {0,5,’ 25;45;65; } infinita de elementos.
Mas utilizamos esse
B={123,...,9899} D={...—3-2-107%23 ...} | ecureo apenas quando
ndo houver dividas a
respeito dos elementos
suprimidos, ou seja,

Os conjuntos A e B sao finitos, pois seus elementos
podem ser contados, ou seja, podemos associar seus

elementos aos nimeros naturais, de 1até certo nimero n, quando houver uma lei
e os conjuntos C e D sao infinitos, pois nao sao finitos. de formagao, mesmo
Por definicao, o conjunto vazio é finito. que nao expressa

formalmente.
Utilizamos uma propriedade ou lei de formacao. Por exemplo:

E = {x|x & um ntimero primo maior do que 2 e menor do que 15} Q[ O simbolo “|" & ]

P . lido como tal que.
F={z|zé inteiro negativo e z> —5}

G={2n|n & um numero natural}

A lei de formagao é uma condicao que define quais objetos serao elementos do conjunto.
No caso do conjunto E, um nlmero x sera elemento do conjunto se, e somente se, sa-
tisfizer a condicao de ser primo maior do que 2 e menor do que 15. Assim, 0s nimeros
3,5 e 7 sao alguns dos elementos desse conjunto, enquanto 4, 6, 8 e 9 nao sao.

capitulo 1 Conjuntos N&o escreva no livro



Representamos os elementos por meio de um diagrama.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

As figuras acima sao chamadas diagramas de Venn, em home-
nagem ao l6gico inglés John Venn (1834-1923), que as empregou
em um artigo com estudos a respeito de légica publicado em 1876.
Elas representam, respectivamente, 0s conjuntos H = {4,11,15,40}
el={-1071}.

MAULL & FOX, Fotografia de John Venn.S cm X 6 cm.

The Royal Society - Real Sociedade de Londres para o
Melhoramento do Conhecimento Natural, Londres (Inglaterra).

Maull & Fox. The Royal Society, Londres (Inglaterra)

@ Relag6es entre elementos e conjuntos

Oselementosdeum conjunto possuemumarelacao de pertinénciacom esse conjunto.
Assim, dizemos que um objeto x pertence a um conjunto M quando x é elemento de M.
Nesse caso, escrevemos simbolicamente x € M. Por outro lado, se y ndo é elemento
de M, dizemos que y ndo pertence a M e escrevemos simbolicamente y & M.

3) Exemplos
a) Para E = {x|x é um ndmero natural impar e x < 10} e F = {3,4,6,9}, temos:
cl€EEel1&F e7EEe7&F
c4&Eed4EF *9cEe9€EF

b) Considere os seguintes conjuntos:

A= {ala é um nimero natural mdltiplo de 3} C= {clc é um ndmero primo e par}
B = {b|b é divisor positivo de 12} D= {dl d é um nGmero inteiro e d* = 2}
Temos que:

=0 conjunto A é um exemplo de conjunto infinito: A= {0,3,6,9, ...}.

=0 conjunto B é um exemplo de conjunto finito: B= {1,2, 3,4, 6,12}.

=0 conjunto C é um exemplo de conjunto unitario, ou seja, um conjunto que possui
apenas um elemento: C = {2}.

= O conjunto D é o conjunto vazio, ou seja, possui zero elementos, denotado por (J ou { }

. - . . . . 2
pois nao existe ndmero inteiro d tal que d” = 2.

Quando todo elemento de um conjunto A também é elemento de um conjunto B,
dizemos que A é subconjunto de B, ou que A esta contido em B, e escrevemos simboli-
camente A C B. Essa relagao entre os conjuntos é chamada relacao de inclusdo.

N&o escreva no livro. n




3) Exemplo

Se A={4,5} e B={1,234,56}, entdo A C B, pois cada
elemento de A é também elemento de B. Observe ao lado a
representacao desses conjuntos em um diagrama de Venn.

ACB

Para A ndo ser subconjunto de B, basta existir um elemento de A que ndo seja elemento de B.
Neste caso, dizemos que A ndo estd contido em B, e escrevemos simbolicamente A ¢ B.

4 B
3) Exemplo
SeA = {012} e B = {1,2,3}, entdo A ndo esta contido em B, pois
0 € A mas O &€ B. Além disso, B ndo estd contido em A,
pois 3 € B mas 3 & A. Observe o diagrama de Venn ao lado.

*3

AZBeBZA

Dados os conjuntos A e B,se AC B e BC A, entdo todo elemento de A é elemento de B
e vice-versa. Logo, A e B possuem 0s mesmos elementos. Nesse caso, dizemos que 0s
conjuntos A e B'sdo iguais (A = B). De maneira simbélica, temos:

A=B<&ACBeBCA C{O simbolo “<" é lido como se, e somente se.

A relacdo de inclusdo tem as seguintes propriedades:
* Reflexiva: A C A para qualquer conjunto A, ou seja, todo conjunto esta contido em si mesmo.

* Antissimétrica: Se AC Be BC A, entao A = B. Trata-se da condicao de igualdade de dois
conjuntos.

* Transitiva: Se ACBe BCC( entao ACC.

A propriedade transitiva da inclusao de conjuntos é um tipo de silogismo e é utilizada para
avaliar argumentacoes légicas simples. Observe um exemplo desse tipo de silogismo.

Silogismo:
raciocinio
dedutivo formal,
que organiza
afirmacbes

Com bace em To,do ga'fanhoto Todo inseto é Logo: Todo gafanhoto
estruturas é um inseto. invertebrado. é invertebrado.
légicas. W w—/ J

Premissa: fato ou . ~
afirmagio que premissas conclusao

serve de base
paraa conclusao

deumraciocinio.  Observe que é possivel chegar a uma conclusao com base em
duas premissas. Nesse tipo de argumentacao, garante-se a veraci-
dade da conclusao sempre que as premissas forem verdadeiras.

Se A é o conjunto dos gafanhotos, B o dos insetos e C o dos
invertebrados, temos as premissas A C Be B C (, logo, a conclusao
é A C C. Observe ao lado a representacdo desses conjuntos por
meio de diagramas.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

12 capitulo 7 Conjuntos Nao escreva no livro



1. Represente no caderno, com chaves, o conjunto
formado:

a) pelas letras do seu primeiro nome.
b) pelo primeiro nome de trés dos seus colegas.

c¢) pelos ndmeros naturais impares menores do
que 15.

d) pelos divisores inteiros positivos do nimero 30.

2. Em grupo \ Observem os conjuntos representa-
°s dos pelos diagramas abaixo.

1)

)

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

a) Escrevam no caderno uma lei de formacio para
cada conjunto.

b) Os conjuntos P e Q sdo finitos ou infinitos? Justi-
figuem suas respostas.

. Em cada item, represente os elementos por meio
de um diagrama de Venn.

a) Conjunto @ dos nimeros quadrados perfeitos
maiores do que O e menores do que 30.

b) B={2,4,8,16,32}
c)D={y|yéprimoe2<y<17}
. Represente entre chaves os elementos de cada um

dos conjuntos.

a) A é o conjunto dos nimeros naturais menores do
que 7.

b) B = {(—Z)Xlxé natural e x < 4}

¢) C é o conjunto dos nimeros inteiros maiores do
que —6 e menores do que O.

d)D={ylyéinteiroe —2<y=<3}

Nao escreva no livro.

5. Considere os conjuntos:

8.

A= {xlx é um ndmero positivo de dois algaris-
mos iguais e menor do que 100}

B= {xlxé mdltiplo de 5e Ssxsmo}

Relacione os ndmeros de cada item indicando se

eles pertencem (€) ou nao pertencem (&) aos
conjuntos A e B.

a) 333
b) 80

c)55
d) V225

e) 99
f)7

. Classifique cada afirmacao em verdadeira ou falsa

e reescreva as falsas no caderno, corrigindo-as.

a) O conjunto dos ndmeros primos é finito.

b)A= {xlx é divisor natural de 13 e x < 10} é um
conjunto unitario.

c)B= {y |y é um ndmero natural de trés algarismos}
é um conjunto infinito.

d)C= {zlzé um némero primo par e z # 2}

é um conjunto vazio.

Determine todos os subconjuntos ndo vazios de
cada conjunto a seguir.

a)A={149}
b) B = {2,468}

Observe o diagrama de Venn e classifique no caderno
as alternativas em verdadeira ou falsa.

A
B
@DD E :
a)ECB d)CCBCA
b) ECA e)CCDCB
c)D=E f)YCZA

. (PUC-R]) Sejam x e y ndmeros tais que 0s conjuntos

{0,7,1} e {x,y,1} sao iguais. Entao, podemos
afirmar que:

a)x=0ey=5 d)x+2y=7
b)x+y=7 e)x=y
c)x=0ey=1

13




#0peracoes com conjuntos

Vimos anteriormente os conceitos principais envolvendo elemento e conjunto. Vamos agora
estudar as operagdes com conjuntos.
@ Unido de conjuntos

Dados os conjuntos A e B, definimos unido de A e B o conjunto formado pelos elementos
de A ou de B.A unido de A e B é denotada por A U B (I&-se A unido B).

fxe (A U B)@xEA ouXEB > Utilizamos a conjuncao “ou” para indicar que
e ’ um elemento da uniao de A e B pertence a
pelo menos um desses conjuntos.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

E

AUB={23,57912} CUD={234,56,78} EUF={1234}

Sejam A e B conjuntos. A unido de A e B é o conjunto formado pelos elementos
de A mais os elementos de B, ou seja,AUB= {x|xEAouxEB}.

@lInterseccao de conjuntos

Dados os conjuntos A e B, definimos intersecgao de A e B o conjunto formado pelos elementos
de A e de B.Essa interseccao é denotada por AN B (Ié-se A interseccao B).

u_n

xE (A N B)@XEA eXEB > Utilizamos a conjuncao “e” para indicar que
um elemento da interseccdo de A e B pertence
a esses dois conjuntos simultaneamente.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

ANB= {57} (ND= ENF={3}=F

Sejam A e B conjuntos. A intersec¢ao deles é o conjunto formado pelos elementos
deAedeBouseja, ANB={x|xEAexE B}.
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@ Diferenca de conjuntos

Dados os conjuntos A e B, definimos que a diferenca entre A e B, nessa ordem, é o con-
junto formado pelos objetos que sdo elementos de A e nao sao elementos de B. A diferenca
entre A e B é denotada por A — B.

3 Exemplos

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

A—B={212} C=D={357}=C E-F={124}

Sejam A e B conjuntos. A diferenca entre A e B é o conjunto formado pelos objetos
que pertencem a A mas ndo pertencem a B, ou seja, A—B= {xleA exe& B}.

@ Complementar de um conjunto

Dados os conjuntos A e B,com A C B, definimos que o complementar de A em relacdo a B

é o conjunto formado pelos objetos do conjunto B que nao pertencem a A. O complementar
de A em relagao a B é denotado por C.

3 Exemplo

B={1,2,34,56789}
5 A={1235}
\ C,=1{4,678,9)

Observe que o complementar de um conjunto A em relacdao ao conjunto B corresponde
a diferenca B—A.

Seja A um subconjunto de um conjunto B. O complementar de A em
relacdo a B é o conjunto formado pelos objetos que pertencem a B mas
nao pertencem a A, ou seja, 05 = {x € B|x & A}.

Chamamos conjunto universo aquele que contém todos os elementos do contexto no qual

estamos trabalhando e também contém todos os conjuntos desse contexto. Se o conjunto
universo estiver explicito no contexto, utilizamos simplesmente as notagoes A° ou A.

N&o escreva no livro. 15
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#Quantidade de elementos de um conjunto

Se A é um conjunto finito, denotamos sua quantidade de elementos por n(A). Em particu-
lar, temos:

*n(@)=0 *n(A)=1se A for um conjunto unitario

A quantidade de elementos da unido de dois conjuntos finitos A e B pode ser menor do
que ou igual a soma das quantidades de elementos de A e de B. Observe como podemaos

representar a quantidade de elementos do conjunto correspondente a parte destacada
em cada figura.

U —U —U

n(A)—n(A N B) n(A N B) n(B)—n(A N B)

Note que, ao adicionar as trés quantidades acima, obtemos a quantidade de elementos da
unido de A e B, ou seja:

n(A U B)=n(A)—n(A N B)+ n(A N B)+ n(B)—n(A N B)
Logo:
n(A U B)=n(A)+ n(B) — n(A N B)

l |

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Qual é a condicdo para obter a igualdade n(A U B) = n(A) + n(B)?

R1.Considere os seguintes conjuntos:
M= {x|x é um miltiplo de 4 e 0 < x < 12}
N= {xlx é um ndmero inteiro e —1 < x < 1}

P = {x|x & um ndmero pare 2 < x < 12}
Determine:

a)MUN b)NNP c)M—P d)NN(M— P) e)MNNNP

Inicialmente, explicitamos os elementos dos conjuntos M, N e P entre chaves.

M={0,4,8,12} N={o} P={4,6,8,10}

Em seguida, resolvemos os itens.

a) MUN = {0,4,8,12} c)M—pP={0,12} e)MANNP= &
byNNP= & d)NN (M~ P)= {0}
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R2.Certo clube fez um levantamento para
identificar quais de seus atletas estdo
aptos a disputar provas de triatlo. Cons-
tatou que entre eles 44 atletas estao
aptos para a natagao, 51 para o ciclismo
e 60 para a corrida. Dos que estdo aptos
para a natacao, 14 estdo aptos também
para o ciclismo, 15 estdo aptos também
para a corrida, 17 estao aptos para a
corrida e o ciclismo e 9 estdo aptos para
as trés modalidades do triatlo. Quantos O triatlo é um esporte olimpico que retine trés

atletas estio aptos para apenas uma modalidades: natacdo, ciclismo e corrida. Na imagem,
dalidade d iatlo? temos a atleta brasileira Pamella Nascimento de Qliveira,
modalidade do triatlo: 102 colocada na prova de triatlo dos Jogos Pan-Americanos,

em Toronto, Canada, em 2015.

Harry How/Getty Images

Inicialmente, nomeamos o conjunto formado pelos atletas aptos para a natagao, o ciclismo e
a corrida por A, B e C, respectivamente.

Desse modo, segue que:

n(A) = 44 n(A N B)=14 n(BNC)=17
n(B) = 51 n(ANC)=15 nANBNC)=9
n(C) =60
A/— T~ \B
. |
Dado que n(A N BN C)=9, registramos este ( =
valor na interseccao dos trés conjuntos, conforme 7\ o \/l \
o diagrama ao lado.
\
y C/
n(ANB)—n(ANBNC)
A \B\ Depois, determinamos a quantidade de atletas aptos
s para apenas duas modalidades do triatlo subtraindo
. a quantidade dos aptos para as trés.
6 8
Ay
nANC)—n(ANBNC) n(BN C)—n(ANBNC) n(A)=(5+9 +6)
A B £
Em seguida, determinamos a quantidade de atletas 24 5 29 i
aptos para apenas uma modalidade subtraindo 5 m
a quantidade dos aptos para apenas duas e a 6 8 j
quantidade dos aptos para as trés. RN . =
n(C)—(6+9+8) C

n(B)—(5+9+8)
Portanto, a quantidade de atletas aptos para apenas uma modalidade do triatlo é:

24 +29+37=90
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R3.(Uece) Dos 200 professores de uma universida-

de, 60 dedicam tempo integral a essa instituicao
e 115 sao doutores. Se entre os doutores apenas
33 dedicam tempo integral, entdao o nimero de
professores da universidade que ndo dedicam
tempo integral e nao sdo doutores é:

a) 107 b) 82 )58 d) 55

Sejam T o total de professores, | o conjunto de
professores que dedicam tempo integral a insti-
tuicao e D o conjunto de professores doutores.
Temos:

n(T) = 200
n(l) =60

n(D) =15
n(l N D)=33

n(l U D)= n(1) + n(D) — n(l N D)

n(l U D)=60+ 115 — 33 =142

Logo, a quantidade de professores que nao dedi-
cam tempo integral a instituicao e ndo sao dou-
tores é dada por:

n(T)— n(l U D) = 200 — 142 = 58
Portanto, a alternativa correta é c.

R4.Dados os conjuntos A e B, ndo vazios, chamamos

de produto cartesiano de A por B o conjunto
formado pelos pares ordenados, em que a pri-
meira coordenada pertence a A e a segunda
coordenada pertence a B. O produto cartesiano de
A e B é denotado por A X B.

A><B={(x,y)|xeAeyes}

Considerando os conjuntos A = {c,d} eB={123},
represente, entre chaves, os elementos do
conjunto:

a)AXB b)BXA c)AXA d)BXB

a) Os elementos do conjunto A X B sdo todos
o0s pares ordenados cuja primeira coordena-
da pertence a A = {c,d} e a segunda perten-
ceaB={1,23}

AxB={(c1)(c2)(c3)(d1)(d2)(d3)}

b) Os elementos do conjunto B X A sdo todos os
pares ordenados cuja primeira coordenada

pertence a B= {1,2,3} e a segunda pertence
aA={cd}:

BxA={(10)(1,d)(2c)(2d)Gc)Bd)

Note que A X B# B X A, apesar de ambos
possuirem a mesma quantidade de elementos.

¢ ) Os elementos do conjunto A X A sio todos os
pares ordenados cuja primeira e segunda

coordenada pertencema A = {c, d}:

AXA= {(c ) (c.d)(dc)(d, d)}

d) Os elementos do conjunto B X B sdo todos os
pares ordenados cuja primeira e segunda

coordenada pertencem a B= {1, 2, 3}:
BxB={(11)(,2)(13)21)22)3)
(3.1).6.2)33)}
Vale ressaltar que os conjuntos £ = {1,2} e

F = {2,1}, por exemplo, sdo iguais. Ja os pares
ordenados (1,2) e (2,1) sdo diferentes.

10. Utilize os simbolos de unido (U) e interseccdo (N) para representar a parte em destaque dos diagramas a

Atividades
seguir.
a) —u b) —u

18

) —U
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11. Em uma pesquisa realizada com 72 familias, veri- | 16. Sejam Q o conjunto dos quadrilateros, R o dos
ficou-se que 48 possuem cachorro, 21 possuem retangulos e P o dos paralelogramos, todos poligonos
gato e 13 possuem cachorro e gato. Quantas familias convexos de um mesmo plano.

nao possuem cachorro nem gato? a) Qual dos diagramas representa de maneira

- . ;
12. (Ufes) Em um grupo de 57 pessoas, 3 pessoas gostam correta a relagdo entre esses conjuntos:

de arroz-doce, brigadeiro e cocada; 7 pessoas gostam 1) Q
de brigadeiro e cocada; 8 pessoas gostam de arroz-

-doce e cocadg; 10 pessoas gostam de arroz-doce e

brigadeiro. O total de pessoas do grupo que gostam

de cocada é 15, de brigadeiro é 25 e de arroz-doce é

30. Calcule o nimero de pessoas do grupo que:

a) gostam de pelo menos um dos trés doces;

b) ndo gostam de nenhum dos trés doces;

) gostam de arroz-doce, mas ndo gostam nem de ") .
brigadeiro nem de cocada.
13. Sejam os conjuntos:
«A={-14,671} «C={-1,0,679}
*B=1{0,3,6,1}
Determine os elementos dos conjuntos indicados
em cada item. ) P
a)BUC d)BN(CUA)
b)ANB e)A—C
c)(CnA)uB f)C—-(BUA)

14. Considere os conjuntos:
< A={1,4,16}; : Q

°B= {xlx é um mdltiplo positivo de 8 e x < 48} ;

Iv) ~ Q g

(= {xlx é divisor positivo de 16}. %
R\ -
Determine: [ R ¥
a)A—B c)(B-C)UA g
b)A—C d)C; .
15. Seja U= {XlX é um ndmero inteiroe —4 < x < 4}

0 conjunto universo. Determine o complementar de b) Cite um elemento do conjunto:
cada conjunto a seguir em relagao a U. *0—R
a)A={-2,-10,12} cQ0—P
b) B={-2,13]} *RNP)INOQ
¢)C={yly>0eyédivisorde3} 17. (Uece) Em um grupo de 300 alunos de linguas es-
d) trangeiras, 174 alunos estudam inglés e 186 alunos

estudam chinés. Se, neste grupo, ninguém estuda
outro idioma além do inglés e do chinés, o nimero
de alunos deste grupo que se dedicam ao estudo
de apenas um idioma é:

a) 236. c) 244.

b) 240. d) 246.

Sergio Lima/ID/BR
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18. Sabendo que A é o conjunto dos nlmeros naturais

pares, B= {y|y é miltiplo de 3eb6<y< 25} e
C= {1, 3,5, 7,9}, determine:
a) n(g)

b) n(B — A) c)n(ANC)

19. Sejam os conjuntos A = {—2, 1} eB= {1,3, 4}‘

Represente entre chaves os elementos do conjunto:

a)AXA
b) BXA

20. Veja a promocdo que uma loja de informética rea-

Promogao imperdivel!!!

lizou para certo modelo de notebook e impressora.

|

Notebook Impressora w

Fotomontagem de Sérgio Lima criada com as fotografias cobalt88/
Shutterstock.com/ID/BR e Natalia Siverina/Shutterstock.com/ID/BR

R$ 1450,00 L R$ 525,00

Ou ainda: leve os dois por apeﬁ\s!

Todo o estoque de notebooks e impressoras da
promocao foi vendido para um total de 75 clientes,
dos quais 80% adquiriram um notebook e 64% ad-
quiriram uma impressora, todos com pagamento a
vista.

a) Sabendo que nenhum cliente levou mais de
uma unidade do mesmo produto, responda:
quantos clientes adquiriram o notebook e a
impressora?

b) Qual foi o valor arrecadado com as vendas dessa
promogao?

21. Desafio \ (Udesc) Considere em um conjunto uni-

20

\n/ .
= verso, com 7 elementos, os subconjuntos A, B e C,

v L
)

com 3,5 e 7 elementos, respectivamente. E correto
afirmar que:

a) (A N B)N Ctem no maximo 2 elementos.
b) (A N B)N Ctem no minimo 1elemento.
¢) BN Ctem 3 elementos.

d) AN Ctem no minimo 2 elementos.

e) AN B pode ser vazio.

capitulo 7 Conjuntos

22. Desafio \ (Cefet-MG) Uma enguete intitulada "O

<«

que mais falta no seu celular?” foi realizada em um

“ site da internet, apresentando o seguinte resultado:

23.

24.

Itens do celular N¢ de internautas
TV 97
touch screen 44
Wi-Fi 37
TV e touch screen 10
Wi-Fi e touch screen 15
Wi-Fie TV 18
Wi-Fie TV e touch screen 5
nenhum 15

O ndmero de internautas que responderam a es-
sa enquete foi:

a) 130
b) 148

) 155
d) 163

Uma empresa recebeu 75 curriculos para preencher
uma vaga de telemarketing, dos quais 33 eram de
pessoas com menos de 25 anos, 47 de pessoas com
o Ensino Médio completo e 13 de pessoas com
25 anos ou mais sem o Ensino Médio completo. Pa-
ra a primeira entrevista serao selecionadas pessoas
com menos de 25 anos cuja escolaridade minima
seja o Ensino Médio. Quantas pessoas serao sele-
cionadas para a primeira entrevista?

(Uepa) De acordo com a reportagem da Revista
VEJA (edicao 2341), é possivel fazer gratuitamente
curso de graduacgao pela internet. Dentre os oferta-
dos temos os cursos de Administracao (bacharelado),
Sistemas de Computacdo (tecnélogo) e Pedago-
gia (licenciatura). Uma pesquisa realizada com
1800 jovens brasileiros sobre quais dos cursos
ofertados gostariam de fazer, constatou que 800
optaram pelo curso de Administracdo; 600 opta-
ram pelo curso de Sistemas de Computacgao; 500
optaram pelo curso de Pedagogia; 300 afirmaram
que fariam Administracdo e Sistemas de Computa-
¢ao, 250 fariam Administracao e Pedagogia; 150
fariam Sistemas de Computacao e Pedagogia e 100
dos jovens entrevistados afirmaram que fariam os
trés cursos. Considerando os resultados dessa pes-
quisa, o nimero de jovens que nao fariam nenhum
dos cursos elencados é:

a) 150 b)250 ¢)350 d)400 e)500
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#Conjuntos numéricos

® Ndimeros naturais

Os nGmeros naturais sdo utilizados para contar e registrar quantidades.

Representamos o conjunto dos ndmeros naturais > Denotamos porN" o
da seguinte maneira: conjunto dos nimeros

naturais ndo nulos.
N={0123456,..} N'={123456,...)

Nesse conjunto:
* 0 sucessor de um néimero n é o nimero n + 1, que também é um ndmero natural.

e quando m é sucessor de um ndmero n, dizemos que n é o antecessor de m. Nesse caso,
m = n + 1 ou, de modo equivalente, n=m —1.

O numero O (zero) é o Gnico nimero natural que nao possui antecessor em N, ou
seja, 0 é o Unico nimero natural que ndo é sucessor de nenhum outro ndmero natural.

Para cada par de nimeros naturais n e m,a soman+ m e o produto n-m também sao
nimeros naturais. Porém, a subtracao e a divisao de ndmeros naturais nem sempre
resultam em nlmeros naturais. Por exemplo, nao é possivel calcular2 =4 ou5:2 emN.

O conjunto N é infinito e ndo ha um ndmero natural maior do que todos os outros, pois
qualquer que sejan €N, o seu sucessor n+1é um nlimero natural maior do que n.

3) Exemplos

*15+1=16e15—1=14, logo o sucessor de 15 é 16, e 0 antecessor Vista geral do estadio Camp

4 Nou, em Barcelona, Espanha,

15 é14. : , Espanha,

del5é durante a partida de futebol
*0+1=1, logo o sucessor de O é 1. Porém sabemos que O ndo entre Barcelona e Malaga

: - la Liga Espanhola, em 21 d
possui antecessor em N. Observe que 0 — 1 ndo resulta em um ~ Pe2 HlE2 Espannoia em 2ide

/ fevereiro de 2075.
ndmero natural. A guantidade de pessoas
. -~ . . em um estadio de futebol é
Converse com os colegas sobre duas situagdes do dia a dia em representada por um niimero
que sdo utilizados os nimeros naturais. natural. Esse niimero interessa,
por exemplo, aos organizadores
do evento.

Christian Bertrand/Shutterstock.com/ID/BR




@ Numeros inteiros

Qual o resultado da operagao de subtrair 5 unidades de 4 unidades? Em termos simbélicos,
é necessario calcular 4 — 5, cujo resultado devemos investigar. Observe.
4-0=14 4—-1=3 4-2=2 4—-3=1 4—-4=0 4—-5=7
Nessa sequéncia de subtragdes, os resultados formam uma sequéncia decrescente de
ndmeros. Cada um deles, a partir do segundo, é o antecessor do nimero anterior. Assim,
espera-se que o resultado de 4 — 5 seja 0 antecessor de O que, como vimos anteriormente,

ndo existe no conjunto dos nimeros naturais. Esse & o nimero negativo — 1, que corresponde
ao oposto do nimero 1.

O conjunto formado pelos nimeros naturais e pelo oposto de cada nimero natural nao
nulo forma o conjunto dos ndmeros inteiros. Os ndmeros naturais nao nulos (1,2,3,4,...)
sdo 0s nUmeros inteiros positivos, e 0s seus opostos (—1, —2,—3, —4, ) sdo os nimeros
inteiros negativos.

Dizemos que 0s nimeros inteiros m e n sao opostos quando sua soma é igual a zero, ou
seja, m + n = 0. Por exemplo:

+1é oposto de —1, pais 1+ (—1)=10

+ —5 é oposto de 5, pois (—5)+5=10

Em geral, o oposto de um nimero inteiro n € o nimero —n.

Veja a seguir dois exemplos em que os ndmeros inteiros sao utilizados.

EXTRATO BANCARIO
CLIENTE: PAULO SILVA
31/07/2017 09:30:47
DATA HISTORICO SALDO (R$) O saldo da Para representar
. +200,00 conta-corrente temperaturas na escala
de um cliente é Celsius, é necessario

. JULHO representado por utilizar também valores
% oo/07 PAGAMENTO DE FATURA =340,00 um valor negativo 2 negativos, pois o zero,
US 10/07 SAQUE - 50,00 quando 0s é" nessa escala, nao
S 12/07 DEPOSITO +70,00 gastos superam % corresponde a menor
E ...................................................... os valores E temperatura possivel.
§ REsUMO creditados. B
,‘E SALDO ATUAL (R$) -120,00 ]

Representamos o conjunto dos ndmeros inteiros da seguinte

maneira:

Z={.,-5-4,-3-2-10712345..}

Nesse conjunto:

* 0 sucessor de um nimero n é o nimero n + 1, que também é um ndmero inteiro.

° 0 antecessor de um ndmero n é o nimero n — 1, que também é um ndmero inteiro.

Para cada par de nimeros inteiros n e m,asoman + m,adiferencan —me o produton-m

sao também ndmeros inteiros. Porém, a divisdao de nimeros inteiros nem sempre resulta
em um ndmero inteiro. Por exemplo, nao é possivel calcular 1:2 em Z.
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Observe alguns subconjuntos de Z que se destacam.

« Conjunto dos nimeros inteiros ndo nulos: Z* = { —-3,—2,—1,1,2,3, } {n eZ|n# O}

« Conjunto dos nameros inteiros nao negativos: Z, = {0,1,2, 3,4, } = {n el|ln= O}
* Conjunto dos ndmeros inteiros nao positivos: Z_ = { —3,—2,—], 0} = {n eZ|ln< O}

« Conjunto dos ndmeros inteiros positivos: Z-, = {1,2,3,4, 5,6, } = {n eZ|n> O}

» Conjunto dos ndmeros inteiros negativos: 2 = {..., =4, =3, =2, —1} = {n eZ|ln< O}

» Conjunto dos ndmeros inteiros pares: {..., —6,~4,-2,0,2,4,6,...} ={2n|n € Z}

* Conjunto dos nlmeros inteiros impares: { —5—-3—-113, 5} {Zn +1lne Z}

Observe que um ndmero é par quando é da forma 2n, com nE€Z, e impar quando é da
forma 2n +1, com n €Z. Podemos demonstrar que os ndmeros da forma 2n+ 2, com n E€Z,
sdo pares e 0s numeros da forma 2n+ 5 com n €Z, sao impares, da seguinte maneira:

*Sen€E€Z, entio 2n+2=2(n +1).
Como (n + 1)EZ,2n + 2 é par.
*Sen€Zentio2n+5=2n+4+1=2(n + 2)+1.
Como (n + 2)EZ,2n + 5 é impar.

® Numeros racionais

Ao realizarmos uma medicao, como determinar a altura de uma pessoa, a massa de uma
fruta,alargura de umarua, atemperatura de uma substancia, nem sempre obtemos valores
inteiros. Isso significa que, fixada uma unidade de medida, ndo podemos esperar que todas
as medigoes correspondam a quantidades inteiras da unidade.

A medicao de uma grandeza, utilizando-se um instrumento de medida qualquer, € chamada
medicdo empirica. Nesse caso, ha sempre um limite de precisdao que varia de acordo com
diversos fatores, como a escolha do instrumento de medida e o rigor de quem esta medindo.
Em geral, o resultado das medicGes empiricas é aproximado, cujos valores obtidos sdo ex-
pressos por nimeros chamados nlimeros racionais.

0750 kq de
massa

A temperatura
agora é de —2 °C.

Tem 25,2 cm de
comprimento.

Illustragdes: llustranet/ASC Imagens
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O conjunto dos nimeros racionais inclui, além dos nimeros inteiros, os chamados nimeros
fracionarios. Eles correspondem a divisoes, cujo resultado € um ndmero decimal com uma
quantidade finita de casas decimais, ou a uma dizima periddica. Os elementos do conjunto dos

. . . . a .
nldmeros racionais podem ser escritos na forma 5 emquea&EZebel"

Representamos o conjunto dos nimeros racionais da seguinte
maneira:

Qz{%laelebel*}

Ao realizar uma divisdo entre niimeros inteiros, com o divisor diferente de zero, ha trés
possibilidades.
12 possibilidade » a divisao resulta em um ndmero inteiro.

3 Exemplos
12 5 15
] = 6 o — = 5 - = —3
2 1 5
22 possibilidade > a divisao resulta em um ndmero com uma quantidade finita de casas
decimais.
3) Exemplos
5 22 131
o ——=—125 . =44 *——=16,375
4 ' 5 ) 8 !

32 possibilidade > a divisao resulta em uma dizima periédica.

3) Exemplos
10 3 ° 13 11
10 3,333 .. 20 ,1818 ..
10 90
10 20
1 90
2
%= 3333. =33 %= 11818.. =118
l l
o periodo € 3 o periodo €18

E possivel demonstrar que essas sdo as (nicas possibilidades para o resultado de uma
L. a P ~
divisao 5 coma€&€Z,bEZ", porém nao o faremos nesse momento. Em outras palavras, um
ndmero racional s6 pode ser: um nimero inteiro; um nimero com uma quantidade finita de

casas decimais; ou uma dizima periédica.
Por outro lado, todo nimero inteiro, todo nimero com uma quantidade finita de casas

. . ,_ . .z . . ~ a * . 7
decimais e toda dizima periddica possui a representacao 5 coma€&€Z b€&LZ, ouseja é um

. , . - @ . < . . .
nGmero racional. Diz-se que a fracao " nesse caso, € uma fragao geratriz do nimero racional.
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Para cada par de nimeros racionais p e g,asoma p + g, a diferenca p — g, o produto p- g
. p ~ . . S
e o quociente 7 com g # 0,530 também ndmeros racionais.
Observe alguns subconjuntos de Q que se destacam.

« Conjunto dos ndmeros racionais ndo nulos: Q" = {p EQlp # 0}
* Conjunto dos nimeros racionais nao negativos: Q, = {p EQlp= O}
* Conjunto dos nlmeros racionais ndo positivos: Q_ = {p eQlp O}

<
¢ Conjunto dos nimeros racionais positivos: Qi = {p eEQlp> O}

» Conjunto dos nimeros racionais negativos: Q~ = {p EQlp< O}

®Numeros reais

Os nimeros que podem ser representados por uma fracao foram, por muito tempo, sufi-
cientes para as necessidades do ser humano, pois todas as medicdes realizadas de maneira
experimental podem ser representadas de modo aproximado, por meio de um nimero ra-
cional. Porém, a necessidade de se considerar outros tipos de nimero surgiu na época do
matematico e fil6sofo grego Pitagoras (c. 585 a.C.-500 a.C.).

Acredita-se que os seguidores da famosa escola pitagérica fundada
por Pitagoras descobriu que a medida da diagonal de um quadrado
ndo pode ser expressa por-um nimero racional, fato que nao foi bem
aceito pelos proprios pitagdricos, sendo, inicialmente, mantido em
segredo.

Universal Images Group/Universal

Colegao particular. Fotografia:
History Archive/Diomedia

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introducdo a histéria da matemdtica. Trad. Hygino H. Domingues.
Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

Pitagoras, fil6sofo e matematico grego.
Autor desconhecido. Técnica: gravura.

Esse problema esta relacionado com o conceito de comensurabilidade entre dois segmen-
tos de reta. A afirmacdo anterior também pode ser expressa dizendo que o lado e a diagonal
do mesmo quadrado sao incomensuraveis.

De modo geral, dizemos que dois segmentos de reta sao incomensuraveis quando a razao
entre suas medidas nao pode ser expressa por um nUmero racional, qualquer que seja a
unidade de medida escolhida.

Considere o quadrado representado ao lado, cujo lado mede uma uni- ]
dade de comprimento.

Pelo teorema de Pitagoras, temos que d=T"+"=d=2 d
Logo a medida d corresponde ao nimero positivo que elevado ao
quadrado resulta em 2, ou seja, d= V2.

Sergio Lima/ID/BR

]
Observe como podemos obter um valor aproximado para d. 1
V<d <2 logo,1<d<2. <147 < d’ <1,42°, logo, 1,41 < d <1,42.
12 4 19881 2 20164
14 <d <15, logo, 14 <d=<1_5. < 1,414° <d < 1415, logo, 1,414 < d < 1,415,
19 2 25 199939 2 2002225
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Continuando esse procedimento, obtemos um limitante inferior e um limitante superior
para o possivel valor de d, de modo que a diferenca entre eles torne-se cada vez menor.
Esses limitantes sdo ndmeros racionais, pois referem-se a nimeros decimais representados
com uma quantidade finita de casas decimais.

No entanto, pode-se demonstrar que V2 ndo é racional. Esse procedimento continua in-
definidamente, pois d ndo sera igual a um dos limitantes, inferior ou superior,em nenhuma
etapa. O nimero d possui uma representaco decimal infinita. E importante observar que
essa representacao nao pode ser periddica, pois, caso contrario, o nimero corresponderia a
um ndmero racional.

Observe as 25 primeiras casas decimais nesta representagao:

1,4142135623730950488016887

A representacdo acima é chamada expressao decimal.

Em geral, uma expressdo decimal € um simbolo g,a,a,a.a,...,em que a € um namero in-
teiroea,a,a,a, ... formam umasequénciainfinita de digitos, ou seja, cada g, é um nimero

inteiro com 0 < as< 9.

Se convencionarmos que a cada expressao decimal corresponde um nilmero, en-

2

tdo o conjunto de todos eles é chamado conjunto dos nudmeros reais, denotado
por R. Nesse conjunto, os nimeros racionais correspondem aqueles em que, na expressao

decimal a,a,0,a,a,..., a partir de certo ponto:

todos os digitos a, sao iguais a zero. Por exemplo:

*12,250000... * 8,31250000... * 250,0000...

a sequéncia de nameros g, torna-se periddica. Por exemplo:

©0,94444... *3,454545. .. °0,3333...

As expressdes decimais do item a correspondem aos nlimeros inteiros e aos decimais
exatos. Nas expressoes do item b, incluem-se as dizimas periddicas. Todas as expressdes
decimais que ndo satisfazem as condic¢des dos itens a e b correspondem a nimeros irracionais,
ou seja, nimeros que ndo sdo racionais.

O conjunto de todos os ndmeros irracionais é o complementar de @, considerando-se R
como conjunto universo. Assim, denotaremos esse conjunto por Q.

3) Exemplos

O nGmero V2 é irracional, ou seja, V2 € Q". De modo geral, pode-se demonstrar
que, paraqualquerpENeneN" - {1} 0 nimero v/p s6 pode ser natural ou irracional,

ou seja, toda raiz n-ésima nao exata de um ndmero natural é irracional. Assim,
também sao irracionais:

«V3~173 « V10 ~215 e V2~119 e V12~229

Na expressdo decimal 0,101001000100001..., o primeiro digito 1 é seguido de um
digito O, o segundo digito 1 é seguido de dois digitos O, e assim por diante, com o
n-ésimo digito 1 seguido de n digitos 0. Essa expressao decimal corresponde a um
ndmero irracional.
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Pode-se demonstrar que o nimero , definido como a razao do comprimento C
pelo didmetro d de uma circunferéncia, é um niimero irracional. Se AB é um diame-
tro da circunferéncia e o comprimento de MN é igual ao comprimento dessa mesma
circunferéncia, entio AB e MN sio segmentos incomensuraveis.

Sergio Lima/ID/BR

Curiosidade: mundo comemora dia da letra grega Pl no sabado, 14

O dia do PI (7) é comemorado todo ano no dia 14 de marco. O dia foi fundado por
Larry Shaw, responsavel pelo museu Exploratorium.edu. A data foi escolhida por ser
semelhante a aproximacido numérica mais conhecida do PI (3,14) quando consideramos
a forma de exibicdo do calendario norte-americano (3/14).

Em 2015, além da coincidéncia com os nimeros do dia e do més, o ano também permitira
novas comparacdes. Ao chegar o momento, calendarios em formato norte-americano
exibirdo 3/14/15, o equivalente as quatro primeiras casas decimais do  (3,1415).

[...]

CuriosipAbE: mundo comemora dia da letra grega Pl no sabado, 14. Empresa Brasil de Comunicag¢do, 13 mar. 2015. Disponivel em:
<www.ebc.com.br/tecnologia/2015/03/curiosidade-mundo-comemora-dia-da-letra-grega-pi-no-sabado-14>. Acesso em: 21 out. 2075

Os conjuntos dos nimeros naturais, dos inteiros e dos racionais sao subconjuntos de R e
NCZCQCR.

Outros subconjuntos que se destacam sao:

« Conjunto dos ndmeros reais nao nulos: R* = {X ER|x # 0}

* Conjunto dos ndmeros reais ndo negativos: R, = {x ER|x= O}
* Conjunto dos ndmeros reais nao positivos: R_ = {x ER|x= O}
« Conjunto dos nameros reais positivos: R}, = {x ER|x> O}

« Conjunto dos nimeros reais negativos: R” = {x ER|x < O}

A reta real

Considere uma reta na qual seja definida uma origem O e uma unidade de comprimento u
de medida1,a qual denominamos reta real. A partir da origem, cuja localizacao ou abscissa é 0
(zero), tomamos os sentidos positivo (a direita da origem) e negativo (2 esquerda da origem).

Nessa reta, podemos localizar qualquer nimero natural. Veja por exemplo, os nidmeros
localizados na imagem abaixo.

Sergio Lima/ID/BR

o origem
sentido negativo sentido positivo
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Todo nimero natural tem um ponto correspondente na reta real, mas nem todo ponto da
reta corresponde a um nimero natural. Dizemos entdo que o conjunto N ndo “completa”
toda a reta real.

Nessa reta, podemos localizar também qualquer ndmero inteiro. Veja alguns exemplos.

Todo nimero inteiro tem um ponto correspondente na reta real, mas nem todo ponto da
reta corresponde a um nlmero inteiro.
Nessa reta, podemos localizar também qualquer nimero racional. Veja alguns exemplos.

7

2 5,6
|

|

Para localizar o nimero racional:
e —3,4 = —3—=, dividimos o segmento entre —3 e —4 em cinco partes iguais e conside-

ramos duas partes no sentido negativo contados a partir do —3;
. % = 3,5, consideramos o ponto médio do segmento entre 3 e 4;

. 5,6 =5666... = SL, dividimos o segmento entre 5 e 6 em trés partes iguais e conside-
ramos duas partes no sentido positivo contados a partir do 5.

ptgq } \ . .
Observe que —>5 . compgq €Q e p # g, é um nlimero racional localizado entre p e

g. Logo ha sempre um nlimero racional entre p e g. Isso mostra que existe uma infinidade
de nimeros racionais entre dois nimeros também racionais quaisquer, bastando para isso
repetir indefinidamente o mesmo processo.

Todo nimero racional tem um ponto correspondente na reta real, mas nem todo ponto da
reta corresponde a um numero racional. Por exemplo, o ponto cuja distancia até a origem
sejaigual a V2.

Nessa reta, podemos representar também qualquer ndmero real. Veja alguns exemplos.

ID/BR

llustragoes:
Sergio Lima/

"
|
T T T T T 1 T L T T
3

Todo numero real tem um ponto correspondente na reta real e, reciprocamente, todo
ponto da reta corresponde a um nimero real, ou seja, existe uma correspondéncia biuni-
voca entre os nimeros reais e os pontos da reta. O conjunto R “completa” todos os pontos

dareta.
Todo nUmero irracional também possui um ponto correspondente na reta real, mas nao
é possivel indicar o seu local exato nela. Desse modo, ndo é possivel apresentar de maneira

exata a sua expressao decimal.
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R5.Em cada item, determine a fracdo geratriz dos seguintes nimeros racionais.

a) 4,475 b) 0,10

a) Considerando x = 4,475, multiplicamos ambos
os membros dessa igualdade por 1000.

4475 _ 179
1 =447 = ==
000x 5= x= T2 =0

179

Portanto, a fracdo geratriz de 4,475 é 20"

b) Considerando x = 0,10, multiplicamos ambos
os membros dessa igualdade por 100.
100x = 10,10

Para eliminar a parte periddica, subtraimos x
de ambos os membros.
100x — x = 10,ﬁ = %

Substituindo x por 0,10 no segundo membro:

100x — x = 10,10 — 0,10 =

—99x=10=x=_9

99
Portanto, a fracdo geratriz de 0,10 é ;%

Atividades

¢) 2,083

¢) Considerando x = 2,083, multiplicamos ambos

0s membros dessa igualdade por 1000.
1000x = 2083,83

Para eliminar a parte periédica, subtraimos 10x
de ambos 0s membros.

1000x — 10x = 2083,83 — 10x
Substituindo x por 2,083 no segundo membro:
1000x — 10x = 2083,83 — 10 - 2,083

1000x — 10x = 2 083,83 — 20,83

990x = 2063
_ 2083
930
Portanto, a fracdo geratriz de 2,083 é %

25. Observe o diagrama a seguir.

Sergio Lima/ID/BR

27. Associe cada nimero das fichas a um ponto que foi

nomeado na reta real.

a) Copie e complete o diagrama acima em seu
caderno, inserindo nele as letras dos conjuntos
A Be(talqueACN,BCZe(CCQ.

b) Agora, distribua adequadamente os nimeros a
seguir no diagrama que vocé copiou.

100

% 2 VidE -3 24 30

26. Escreva um namero inteiro e um ndimero racional
na forma fracionaria entre:

a)V2e Vs b) —V27e —V17

Nao escreva no livro.

28.

29.

- 15
5 ™ 0,3 -
4
4 V5 V2
A B € DEF G I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 §

Escreva no caderno e relacione os conjuntos em
cada item usando os simbolos C ou .

a)Q eR c)NeZ e)QUQ eR
b)QeZ d)Z e Q

Considere o conjunto

=

A={XE]R|—\f7<x\\f7}.

Quantos elementos de A sao:
a) naturais? ¢ ) racionais?
b) inteiros? d) irracionais?
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30. Determine quais ndmeros do quadro a seguir | 33. Represente no caderno cada fracdo na forma decimal.

pertencem aos conjuntos indicados em cada item. 28 b) 1019 . 100
33 75 6
V2 -4 1 5 75 -
3 2475 1004 34. Desafio \ (Fuvest) O namero real x, que satisfaz
7 88 % 3<x<4, tem uma expansdo decimal na qual os
—155 m (-2) 11 “ 999999 primeiros digitos a direita da virgula sio

iguais a 3. Os 1000 001 digitos seguintes sao iguais
a 2 e os restantes sdo iguais a zero. Considere as se-

a)RNQNZNN cA)RNQ . i N
guintes afirmacoes:

b)RNQNZ d)RNQ"
1) x éirracional.

31. Em grupo \ Observem o tridngulo is6sceles a seguir.

) x= E.

[ - 3

‘.
n) x-10°%°°° & um inteiro par.
Entao,

a) nenhuma das trés afirmacdes é verdadeira.

Sergio Lima/ID/BR

b) apenas as afirmacées | e Il sio verdadeiras.

. & ¢ ) apenas a afirmacao | é verdadeira.
a) Utilizando o teorema de Pitdgoras, calculem a )ap s

medida da altura h desse triangulo. d) apenas a afirmacéo Il é verdadeira.

b) Indiqguem pelo menos um conjunto numérico ao e) apenas a afirmacio Ill é verdadeira.

qual o nimero obtido no item a pertenca.

35. Seja A CN um conjunto formado por nimeros
pares ou multiplos de 5. Determine a quantidade
de elementos de A, sabendo que nesse conjunto ha

exatamente:

c) Podemos obter um triangulo isésceles cuja
medida da altura seja um ndmero natural? Se
sim, citem um exemplo indicando as medidas
de seus lados.

) B ] . * dez nimeros pares;
32. Determine no caderno a fragao geratriz dos nimeros

a seguir. * trés mdltiplos de 5;

a) 62,4 b) 0,45 c¢) 9,590 » dois muiltiplos de 10.

36. Em grupo \ Leiam a tira.
..
o®

Fernando Gonsales/Acervo do artista

GoNsALEs, Fernando. Niquel Ndusea: um tigre, dois tigres, trés tigres. Sao Paulo: Devir, 2009. p. 5.

a) A quais conjuntos numéricos pertencem os nimeros citados na histdria?

b) Sendo P e | o conjunto dos nimeros pares e impares, respectivamente, ambos ndo negativos, qual conjunto
numeérico é formado por PU I?

¢) E possivel determinar a quantidade de elementos dos conjuntos P e I? Justifiquem.
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MlIntervalos

Os intervalos sao subconjuntos de R que aparecem em certos contextos, como no estudo
de equacoes, inequagdes e funcdes. Para isso, sao utilizadas algumas notagdes especificas
para denotar tais conjuntos. Se a e b sao ndmeros reais, com a < b, 0s seguintes conjuntos
sao intervalos limitados, com extremos a e b.

-[a,b]z{xE]Rlasxsb} -[a,b[z{xelRlasx<b}
@ L @ o
a b a b
intervalo fechado intervalo fechado a esquerda
-]a,b[={x€]R|a<x<b} -]a,b]={xElR|a<x$b}
a b a b
intervalo aberto intervalo fechado a direita

Observe que os extremos de um intervalo podem ou ndo pertencer ao conjunto. Na re-
presentacao do intervalo na reta real, os extremos indicados com uma “bolinha” preenchida
pertencem ao conjunto, ao passo que os indicados com uma “bolinha” sem preenchimento
nao pertencem ao conjunto.

Os conjuntos a seguir sdo também intervalos, porém ilimitados.

-[a,+oo[={xEIR|x>a} -]—oo,b]Z{xE]Rlxsb}
@ W
a b
intervalo fechado, ilimitado a direita intervalo fechado, ilimitado a esquerda
-]a,+oo[={XE]R|x>a} -]—oo,b[z{xE]Rlx<b}
a b E
intervalo aberto, ilimitado a direita intervalo aberto, ilimitado a esquerda &
. ]—oo’ —I—oo[ =R e > g

intervalo ilimitado a esquerda e a direita

Qual é o significado dos simbolos — (menos infinito) e +% (mais infinito) na nota-
cdo de intervalos?

A Algumas equacoes e inequagoes

As equacdes e as inequacdes podem ser utilizadas como abstracoes de situacdes praticas, de
modo que a solucdao de um problema seja obtida por meio de operacdes sistematicas realizadas
baseando-se em sentencas matematicas. Resolver uma equagao (ou umainequacio) em U significa
obter o conjunto solucdo da equacdo (ou inequagao) considerando-se U como conjunto universo.

A seguir,vamos lembrar alguns tipos de equagdes e inequagdes e ver COMOo expressar suas
solucdes utilizando a linguagem de conjuntos.

@ Equacbes e inequacdes do 12 grau

Na compra de um fogdo, Marcio pagou R$ 4500 de entrada e mais algumas parcelas de
R$ 7500. Se até agora ele pagou R$ 49500, quantas parcelas ja foram pagas?

Denotando por x a quantidade de parcelas pagas, temos 45 + 75x = 495.

Esse € um exemplo de equacdo do 1° grau. Veja a seguir uma definicao.
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Uma equacao do 1° grau de incégnita x é toda equacao que pode ser escrita na
forma ax + b =0, sendo a e b coeficientes reais constantes.

Para a equagao que obtivemos, temos as seguintes equivaléncias:
45+ 75x =495 45+ 75x —495=0<75x —450=0

Aequacao anterior é do 1° grau, pois € equivalente a uma equacao daformaax +b=0,em
que a=75e b= —450.

Agora, suponha que Marcio tomou um taxi que Ihe cobrou R$ 5,00 de bandeirada, mais

jﬁ;;’f,;’?,‘j:que R$ 2,10 por quildmetro rodado. Sabendo que ele possui R$ 16,55 em dinheiro, quais dis-

Otax"mei_oi”f'ui tancias ele podera percorrer com o taxi de modo que essa quantia seja suficiente para
no prego final ]
aser pago pelo pagal’ a COI’I’Ida7

passageiro, nas E b| d t d . ~ P . C| t
corridas do taxi sse problema pode ser representado por uma inequagao. Para isso, denotamos por x a

32

distancia percorrida pelo taxi:
5+ 21x=<16,55 em que x = 0.
Esse é um exemplo de inequagao do 1° grau.

Qual o significado da solu¢ao da inequagao no problema proposto?

Em geral, temos a seguinte definicao.

Uma inequacdo do 1° grau de incégnita x é toda inequagao que pode ser escrita
nas formas a seguir, sendo a e b coeficientes reais constantes, com a # 0.

eax+b<0 cax+b<0 cax+b>0 cax+b=0

@ Equacoes do 22 grau

Uma inddstria fabrica chapas metalicas de for-
mato retangular com 4 m de comprimento e 3 m
de largura. Deseja-se fabricar uma chapa maior,
também retangular, aumentando o comprimento
e alargura em uma mesma medida x.

x
Sergio Lima/ID/BR

Qual o valor de x para que a chapa maior cubra
uma area de 20 m*?

Observe que a area coberta pela chapa maior é
dada por (x + 4)-(x + 3), em metros quadrados.
Assim, temos:

T r——————————— == ===

(x+4)(x+3)=20X +3x+4x+12=20x"+7x—8=0
Esse € um exemplo de equacdo do 2° grau. Em geral, temos a seguinte definicao.

Uma equacdo do 2° grau de incégnita x é toda equacdo que pode ser escrita na
forma ax’* + bx + ¢ =0, sendo g, b e c coeficientes reais constantes, com a # O.
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—b+V/b*— 4ac
2a '
Assim, os valores de x que satisfazem a equacdo x* + 7x — 8 = 0 sao dados a seguir.

Essa equacdo pode ser resolvida com a féormula resolutiva x =

(e —7£V7 —4-1-(-8) _ —7+VE8l _ —7+9 [X =]
21 2 2 X, =—8

2

Como as dimensdes da chapa nao podem ser negativas, a solucdao do problema é x=1,ou
seja, 0 comprimento e a largura da chapa devem ser aumentados em 1 m.

@ Conjunto solucao de equacgdes e inequagoes

Leia os problemas a seguir.

1. Qual é o comprimento de um terreno retangular de 6 m de largura e 123 m” de area?
2. Quantas pessoas devem contribuir com R$ 6,00 para se obter exatamente R$ 123,00?

A solucao de cada problema, se existir, € dada pelo valor de x tal que 6x=123. Ao resolver

essa equacao, temos:

bx =123 :>x=%:>x=20,5

Logo x deve ser igual a 20,5.

Retornando aos problemas, podemos concluir que o comprimento do terreno é de 205 m.
Porém nao é coerente dizer que 20,5 pessoas devem contribuir com a quantia de R$ 6,00. De
modo geral e implicitamente, consideramos um conjunto universo aquele ao qual as raizes da
equacao considerada devem pertencer. No problema 1, podemos considerar R, como conjun-
to universo, enquanto no problema 2 o conjunto universo a considerar pode ser N.

Nesse caso, o conjunto solucdao da equacdo 6x =123 é dado por:
«S= {x eR;|6x = 123} = {20,5} quando R, é o conjunto universo.
°S= {X eNJ|ex = 123} = & quando N é o conjunto universo.

Uma inequacao também possui um conjunto solu¢ao, formado pelos valores que satis-
fazem a inequacgao e que pertencem ao conjunto universo. Observe, por exemplo, como
resolver a inequacdo 2,1x — 11,55 <0 em R’

20x _ 1,55

=

2Ix—N55<=0=21x<1155= =x=<55

Logo,s={xelRi|xs 5,5}={erR|o <x< 5,5}=]o;5,5].
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R6.Considere os intervalos A = [1, +oo[, B=]—c0,0[ &
C=1]-1,1]. Determine:
a)AuC
b)ANB

c)A—C
d) Cy

a)AUC={xER|xEAouxE(}

A s 3
1
C o »
-1 1
AUC o'
=

Portanto, AU C=]—1,+eo[ = {x ER| x< —1}.

b)ANB={xER|xEAex€EB

A @A D
1
B ¥ O
0
ANB

Portanto, ANB= J = { }

c)A-C={xER|xEAex&(}

A o >
1
C ®
-1 1

A—C o 3
1

Portanto, A — C=11, +oo[ = {x € R|x > 1}.

d)Eé={x€]R|x€]Rex$C}

R

Cr

=1 1

Ilustrages: Sergio Lima/ID/BR

Pontanto, C;:]—oo’ —1 U1, +eo| =
= {xE]Rle —10ux>1}.
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R7.Determine o conjunto solucdao das inequagdes no
conjunto dos ndmeros reais.

a)3x—2=-5+x b)%x+4>x

a)3x—2=-5+x=3x—x=—-5+2

2x2—3:>x>—%

s=[—i,+oo[ous={erR|x> —i}
2 2

b)%x+4>x x<%
1 2
7x—x>—4
< 2.2
~ s —a-(4) o
? x<8
7x<4

S=]-e,8[0uS={x ER|x <8}

R8.A operadora de celular Bem-falar oferece duas

opgdes para os clientes que utilizam o servico de
SMS (servico de mensagens curtas).

[0 nome da operadora de celular apresentado nesta atividade € ficticio. J

Opgao 1 Opgao 2

O Ji Lk

i | et -

| R$ 0,12 SMS llimitado H
por.SMS R$ 999 por e
enviado DS @ s

A partir de quantos SMS enviados semanalmente a
opcao 2 é mais vantajosa que a opgao 1?2

Considerando x a quantidade de SMS enviada, sa-
bemos que pela op¢ao 1 o valor a ser pago sema-
nalmente corresponde a 0,12 - x, enquanto pela
opgdo 2 o valor equivale a R$ 9,99.

Verificamos para qual quantidade x a opcdo 2 é
mais vantajosa por meio de uma inequacao:

S99
012x>999 = x> W = x> 83,25

I

Portanto, o conjunto solucdo da inequagao é
S={xER|x>8325}.
Como x corresponde a um ndmero inteiro nesse caso,

a partir de 84 SMS enviados semanalmente, a op¢ao
2 é mais vantajosa que a opg¢ao 1.

N&o escreva no livro
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R9.Determine o conjunto solu¢do das equagdes a

seguir no conjunto dos nimeros reais.
a) —3x*+16x+35=0
b)x*+9x+22=0
c)2x*—20x+50=0

Para determinar o conjunto solu¢do das equagdes de

2° grau, utilizaremos a férmula resolutiva dada por
b+ \/b2 — 4ac

X= o , em que b’ — 4ac é chamado
discriminante e geralmente é substituido pela letra
—b+
grega A (18-se: delta). Assim, x = bz_ia\/Z.
a) —3¢+16x+35=0
a= —3;b=16;c=35
A=16"—4-(-3)-35=676
_ —16+ V676
2-(=3)
_ ~“l6+26_ 5
_—16+26 [ -6 3
-6 —16 — 26
2 —B =7
_ 5
Portanto, S= —?,7 )

b) x*+9x+22=0
a=1b=9c=22
A=9"—4-1-22=—7
Como V—7 ndo esta definida no conjunto dos
nlimeros reais, pois nao existe nimero real que
elevado ao quadrado resulte em —7, segue que

s={ }=2

¢) 2¢—20x+50=0
a=2b= —20;c=50
A=(-20f—4-2-50=0

_ —(-20)= V0
=T
L~ 20+0 _
= 20%0 [T 4
4 |\, _20-0_.
2
4

Portanto, S = {5}

R10.Um grupo de amigos alugou uma chacara por

R$1000,00 e dividiu o valor igualmente entre eles.
Porém, outros 5 amigos resolveram participar da
divisdo, sendo devolvido a cada um do grupo inicial
o valor de R$ 10,00. Quantos amigos participaram
da divisao inicialmente?

Nao escreva no livro.

Seja x a quantidade de amigos inicialmente. De
acordo com o enunciado, como o valor pago pelo

1000

aluguel da chacara por amigo foi —

e depois

outros 5 participaram da divisao do aluguel, cada

um dos amigos do inicio recebeu uma restituicao
de R$10,00. Logo:

1000 _10= 1000
X X5

,comx#*—5ex#0

Observacdo: A equagao apresentada acima é
denominada equacdo fracionaria, pois possui ao
menos uma incégnita no denominador. Como
o denominador de uma fragdo deve ser diferente
de zero, é necessdrio ficar atento as condi¢des de
existéncia na resolucdo desse tipo de equagao.

Resolvendo a equagao, temos:

1000 —10= 1000
X+5

1000 —10x _ 1000

X X+5

(x + 5)- (1000 — 10x) = 1000 - x
1000x — 10x* + 5000 — 50x = 1000x
1000x — 10x* + 5000 — 50x — 1000x = 0
—10x* — 50x + 5000 = 0

Multiplicando ambos os membros da equacao
por —1, temos:

10x* + 50x —5000 =0
a=10; b=50;c= —5000

A=50"—4-10-(—~5000) = 202500

_ —50+ V202500
2-10
—50 + 450
=" = 2
_ 504450 [* 20 0
20|, _ 50450 _
20

Portanto, o conjunto solucdao da equacao é
S={-25,20}.

Aqui, consideramos apenas x = 20, pois x representa
a quantidade inicial de amigos. Logo 20 amigos
inicialmente participaram da divisao do aluguel da
chacara.
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37. No quadro abaixo, algumas notac¢des de intervalos foram substituidas por letras maitsculas. Identifique e escreva
no caderno a notacao de intervalo correspondente a cada letra.

Representacdo na reta real Notacdes de intervalos
—
o {xeR| —5=x=<-2} A
R e —— — oo
by B ]=e, 2]

2 OO ¢ b
£ 20

é R D E =
E 0

38. Represente os intervalos a seguir na reta real.
a) {erR|x> 8}
b) {xelRl —st<7}
c){xE]RIx<1oux>3} \
d){xE]RleB} \

39. Determine quais sdo o0s nlUmeros inteiros que

pertencem a cada intervalo real. ‘
a)|2,9] c)[03]
b) [6,10] d)] -5 1|

40. (Enem/Inep) Os vidros para veiculos produzidos por
certo fabricante tém transparéncias entre 70% e ;
90%, dependendo do lote fabricado. Isso significa
que, quando um feixe luminoso incide no vidro, uma
parte entre 70% e 90% da luz consegue atravessa-lo.
Os veiculos equipados com vidros desse fabricante
terdo instaladas, nos vidros das portas, peliculas pro-
tetoras cuja transparéncia, dependendo do lote fa-
bricado, estara entre 50% e 70%. Considere que uma
porcentagem P da intensidade da luz, proveniente de
uma fonte externa, atravessa o vidro e a pelicula.

De acordo com as informacdes, o intervalo das
porcentagens que representam a variacdo total
possivel de P é:

a) [35,63] d) [50,90|
b) [40,63] e) [70,90|
¢) [50,70]
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41. Determine AU B e AN B para cada um dos inter-
valos reais a seguir.

a)A=[-16leB=]~e2|

b)A=[0,4]eB=[15]

c)A=|v23/eB=[2]
1

A= |7 eo-[3 o]

42. Dados os intervalos A={xER| -8 <x<7},
B={xE]Rlx>3}eC={x€lR|5<x$7},
determine:

a)A-C c)B—C
b)A—B d)B—A

43. |dentifique em cada equagdo dada seus coeficientes
a, b e cesuaincégnita.

a)xX’—4 =0

b)y' +5y=0
c)2¢—4x—6=0
d)z2z—1)+6=4(z+1)

44, Determine o conjunto solu¢do de cada uma das

equacdes na incégnita x.
a)9+x= —2x

b) 5x—13=3(1— x)
c)x+3 =%+ 4x

d) 2V7+x=3x—10

e)%= comx#2ex#0

6
X—2'

Nao escreva no livro.



45.

46.

47.

Eduardo dos Santos/ASC Imagens

Resolva as inequacoes em R e determine o conjun-
to solucao de cada uma delas.

a) x+18<<2x
b) 6x+05<x+3
c)3+5(x—4)=5+7x

d)é}<2@x+ﬁ)—1
e) —2(x+7)<5(5x+8)

x+10 3+ x

f)1— >

4 2

A balanca a seguir ndo estd em equilibrio. Nelg,
cada cubo vermelho tem a mesma massa.

a) Escreva no caderno e resolva uma inequagdo
que represente a situagdo acima, na qual x repre-
senta a massa de cada cubo.

b) Qual deve ser a massa de cada cubo para deixar
a balanca em equilibrio?

(Enem/Inep) Um grupo de 50 pessoas fez um orga-
mento inicial para organizar uma festa, que seria
dividido entre elas em cotas iguais. Verificou-se
que, para arcar com todas as despesas, faltavam
R$ 510,00, e que 5 novas pessoas haviam ingressa-
do no grupo. No acerto foi decidido que a despesa
total seria dividida em partes iguais pelas 55 pes-
soas. Quem ndo havia ainda contribuido pagaria a
sua parte, e cada uma das 50 pessoas do grupo
inicial deveria contribuir com mais R$ 7,00.

De acordo com essas informacdes, qual foi o valor
da cota calculada no acerto final para cada uma
das 55 pessoas?

a) R$14,00 d) R$32,00
b) R$17,00 e) R$5700
¢) R$22,00

N&o escreva no livro.

48. Para cada item, escreva e resolva uma equagao para

representar a situacdo em que os perimetros dos
dois poligonos apresentados sejam iguais. Em
seguida, determine o perimetro, em metros, de cada
poligono.

1+ 2x
a)
3
6 5x ax
5
6—X
y
2+1
b) [] [-]
y—2 :
£
| ] 8
y—2 £
v E
Z-H

49. Para determinar o conjunto solucdo de um sistema

de duas inequagdes de mesma incdgnita, basta
determinar SN S,, em que S, e S5, sdo conjunto
solucao de cada inequacado. Sabendo disso, associe
cada sistema a um intervalo que represente sua
solucdo. Para isso, escreva a letra e o simbolo romano
correspondentes.

3x<x+4 5x +8>2x—1
a){ c)
x—2<3 0=2(x—3)
X+ 2
>1
b){ 3
8 <5x+3
1)
— o o
-3 3 S
) N g
) g
0 3
2

50. Considere a equagdo 3¢ — 12x + 3k = 0, de incdgnita x.

a) Para quais valores de k a equacdo possui duas
raizes reais distintas?

b) Para quais valores de k a equacdo possui duas
raizes reais iguais?

¢) Para quais valores de k a equagdo nao possui
raiz real?
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51. De uma folha de papel com formato retangular serd
recortado um triangulo isésceles conforme a imagem
a seguir, cujas medidas sdao dadas em centimetro.

50

2X

a) Escreva no caderno uma férmula para calcular a
area do papel que sobrara apés o corte.

Para determinar a area de um triangulo
qualquer, conhecidas as medidas da base (b)
e da altura (h), podemos utilizar a férmula
A= M

2

b) Sabendo que a area do triangulo é 300 cm?, es-
creva uma equagao para calcular o valor de x in-
dicado na figura e resolva-a. Depois, determine a
medida da base e da altura desse triangulo.

52. Em grupo \ Julguem verdadeira ou falsa cada afir-

.; magdo a seguir. Depois, reescrevam as que Vvocés
julgarem falsas, tornando-as verdadeiras e consi-
derando x ER.

2
a) O conjunto solucdo da equagdo (x — 5) = 4 esta
contido no conjunto dos ndmeros naturais.

b) As raizes das equacdes x*+2x—24=0 e
x*—3x—10=0 delimitam e pertencem aos in-
tervalos A e B respectivamente, sendo
ANB=[-6;3

¢) O conjunto solucao da equacdo X’ —x—90=0
estd contido em Z, mas nao esta contido em N.

53. Sabendo que a equagio
(m+2)¢+2m—-6)x+4=0
na incégnita x possui duas raizes reais iguais,
calcule o valor de m.

54. Determine o conjunto solugdo S real das equagdes.
a)x¢+2X_6=0  ¢)¥-2x+5=0

4 4
b) X’ +8x—20=0 d) 9 —6x+1=0

* Qual das equagdes possui 0 conjunto solucdo
unitario?

* Qual das equagdes possui o conjunto solugao vazio?
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55. Em um terreno quadrado foi construida uma casa
com 120 mz, deixando em um dos lados externos um
corredor de 2 m de largura e na frente um quintal de
4 m de largura, conforme a ilustracdo a seguir.

4m
®

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

—
2m

Qual é a area, em metros quadrados, do terreno?

56. (Fuvest-SP) Um empreiteiro contratou um servico
com um grupo de trabalhadores pelo valor de
R$ 10800,00 a serem igualmente divididos entre
eles. Como trés desistiram do trabalho, o valor
contratado foi dividido igualmente entre os demais.
Assim, o empreiteiro pagou, a cada um dos traba-
Ihadores que realizaram o servico, R$ 600,00 além
do combinado no acordo original.

a) Quantos trabalhadores realizaram o servico?

b) Quanto recebeu cada um deles?

57. (Enem/Inep) Uma padaria vende, em média, 100
paes especiais por dia e arrecada com essas vendas,
em média, R$ 300,00. Constatou-se que a quanti-
dade de pdes especiais vendidos diariamente
aumenta, caso o preco seja reduzido, de acordo
com a equacdo g = 400 —100p, na qual g repre-
senta a quantidade de paes especiais vendidos
diariamente e p, 0 seu preco em reais.

A fim de aumentar o fluxo de clientes, o gerente
da padaria decidiu fazer uma promocao. Para
tanto, modificara o preco do pdo especial de modo
que a quantidade a ser vendida diariamente seja a
maior possivel, sem diminuir a média de arrecadagao
didria na venda desse produto.

O preco p, em reais, do pao especial nessa promog¢ao
devera estar no intervalo

a) R$0,50<p <R$ 150
b) R$1,50<p<R$ 2,50
c)R$2,50=<p<R$ 3,50
d) R$3,50<p <R$ 4,50
e) R$4,50=<p<R$550

N&o escreva no livro



Funcoes

o
=

&E
Q.
(4]
(9

ANocoes de funcao

Em anos anteriores vocé provavelmente aprendeu que grandeza é algo que pode ser medi-
do. Comprimento, area, volume, temperatura, velocidade e massa sao exemplos de grandezas.

Em muitos casos, a variacdo da medida de uma grandeza depende da va-
riacdo da medida de outra(s). Por exemplo, ao comprar certos alimentos a
grandeza "quantia a pagar” depende da grandeza "massa do alimento”, assim
como a grandeza “velocidade” depende das grandezas “tempo” e “espaco”.

Para estudar algumas dessas relagdes entre grandezas podemos usar
o conceito de funcao que, no decorrer da histéria desenvolveu-se com a
contribuicdo de varios estudiosos. Entre eles destaca-se Gottfried Wilhelm
Leibniz, que em 1694 parece ter introduzido a palavra funcdo na sua forma
latina equivalente. A ideia de funcdo pode ser utilizada como exemplo da
tendéncia dos matematicos de generalizar e ampliar conceitos.

Colegdo particular. Fotografia: Heritage Images/Diomedia

Fonte de pesquisa: EVES, Howard. Introdugdo a histéria da matemadtica.
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004 Gravura do alemdo Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716),
matematico, filésofo, diplomata e

bibliotecario.

Veja o exemplo de uma situagao que envolve a ideia de funcao. Autor desconhecido, 1836, Colegio

particular.

GRANDE_ La.

pROMOCAQ
DE CAMISETAS:

Cada pesa Ccusta 3apengg /

fotografia lasha/Shutterstock.com/ID/BR

Fotomontagem de Rafael Luis Gaion criada com a

Com essa informacao, podemos construir um quadro relacionando a i
. . Quantidade | Valor a ser

quantidade de camisetas e o valor a ser pago na compra delas. de camisetas | pago (R%)

O prego a ser pago depende da quantidade de camisetas compradas.
Nesse caso, dizemos que a grandeza “valor a ser pago” é a variavel depen- ! 22
dente, geralmente indicada por y, e a grandeza “quantidade de camisetas” 2 44
é a variavel independente, comumente indicada por x. Essa relagdo de de- 3 66
pendéncia caracteriza-se como uma funcao, pois para cada valor atribuido 4 g8
a variavel independente (x) existe um Gnico valor correspondente para a
variavel dependente (y) Isto &, para cada quantidade de camisetas existe
um Unico preco. X 22 - x

N&o escreva no livro. 39
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Essas duas grandezas também podem ser relacionadas pela férmula ou lei de formacgao

abaixo.

valor a ser pago

%

—_—

y:

quantidade de camisetas

w—/

=~

valor por camiseta

Desse modo, podemos determinar o valor a ser pago na compra de 7 camisetas, por exemplo.

y=22-x=22-7=154

Portanto, o valor a ser pago na compra de sete camisetas é R$ 154,00.

Para representar uma funcdo podemos utilizar a ideia de conjuntos. No caso da situacao
acima, o conjunto A representa os valores correspondentes a quantidade de camisetas,
variavel independente (x), e o conjunto B representa os valores a serem pagos, variavel
dependente (y) Utilizando um diagrama de flechas, temos:

* Todos os elementos de E possuem
correspondente em F.

» Cada elemento de E estd associado a
um Unico elemento de F.

* Nesse caso, temos uma fun¢ao de E
em F, que pode ser expressa pela lei
de formagdo y =x + 2, com xEE e
yEF

capitulo 2 Funcdes

Essa fungao associa cada
elemento x € Aa um Unico
elemento y € B, por meio da lei
de formagao y = 22 - x.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

* Todos os elementos de P possuem
correspondente em Q.

* Cada elemento de P esta associado a
um Unico elemento de Q.

* Nesse caso, temos uma fun¢ao de P
em @, que pode ser expressa pela lei
de formacio y=x* com xEP e

yEQ.

N&o escreva no livro



Agora veja exemplos de relagdes entre conjuntos que nao correspondem a fungoes.

* Nem todos os elementos de R possuem
correspondente em S. O elemento
—2 € R nao tem correspondente em S.
Por isso, o diagrama de flechas ndo
representa uma fun¢ao de R em S.

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

* Nem todos os elementos de T estdo
associados a um UGnico elemento de V.
O elemento 0 € T tem mais de um
correspondente em V. Por isso, o dia-
grama de flechas nao representa uma

funcao de Tem V.

y=f(x) lé-sey

(f: A— B) & uma regra (ou lei) que determina como associar a & igual a f de x.

Dados os conjuntos A e B ndo vazios, uma funcao f de A em B E[
cada elemento x € A um Unico elemento y = f(x) € B.

@ Dominio, contradominio e conjunto imagem

Ao escrevermos uma fungao f: A — B, denominamos o conjunto A como
dominio e o conjunto B como contradominio da funcao f, e os indicamos por
D(f) e CD(f), respectivamente. Cada elemento f(x) € B chama-se a imagem
de x pela funcdo f, ou o valor assumido pela fungao f para x € A.

Ao conjunto formado por todos os elementos f(x)E B que sdo imagens de
algum x € A pelafuncao f,denominamos conjunto imagem de f e indicamos
por Im(f). Logo Im(f) C CD(f).

3) Exemplo

Considere a funcdo f: A— B,com A = {~3,-1,0,2} e B= {~7,—5—3,—1,2,3}, que associa
cada elemento x de A ao seu dobro subtraido de uma unidade em B, pois a fungao f é definida
pela lei de formagao f(x) = 2x — 1. Vamos determinar a imagem y de cada elemento x de A.
Desse modo, a imagem de:
—36f(-3)=2-(-3)—-1= -7 cx=06f0)=2-0-1= -1

—1éf(-1)=2-(-1)—1= -3 x=26f2)=2-2—-1=3

°X

° X

Nessa funcdo f temos:
Dif)=A={-3-102}
(f)=B={~7-5-3-123}
Im(f) = {~7,-3,-1,3}

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR
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@ Sistema cartesiano ortogonal de coordenadas
Usamos a notacao (a, b) para indicar um par ordenado de nimeros reais a e b, em que a
pode ser chamada primeira coordenada e b, segunda coordenada.

Um par ordenado (a, b) surge como as coordenadas de um ponto P em um plano ao fixar
um par de eixos ortogonais Ox e Oy que se intersectam no ponto O, chamado origem.

y
o I ’P(q, b) Eixos ortogonais: retas
-] ! perpendiculares que se
! intersectam sob um angulo reto

. ! (90°) e nas quais sdo fixadas
o 1 . .
S i uma origem e uma unidade.
B :
2 [-]
g 0(0,0) a X

Considerando o ponto P, a coordenada a é chamada abscissa de P e a coordenada b é
chamada ordenada de P, obtidas ao tragar por P uma perpendicular aos eixos Ox e Oy,
respectivamente. Assim, (a,b) é o par de coordenadas do ponto P relativo ao sistema de
eixos Oxy.

O sistema de eixos ortogonais em um plano
também é conhecido como plano cartesiano,
em homenagem ao seu precursor René Descartes,
matematico e fildsofo francés (1596-1650). Em
1637 ele publicou um tratado filoséfico a respeito de
ciéncia universal, intitulado Discurso do Método
para Bem Conduzir a Razdo e Procurar a Verdade
nas Ciéncias, acompanhado de trés apéndices.
No terceiro apéndice, Descartes apresentou métodos
de resolucdao de problemas em Geometria, que
serviu de fundamento para o desenvolvimento
do sistema cartesiano ortogonal de coordenadas.

Alamy Stock Photo/Latinstock

Musée du Louvre, Paris (Franca). Fotografia: GL Archive/

HALL, FRANS. Retrato de René Descartes,

Fonte de pesquisa: EVES, Howard. Introducdo a histéria da matematica. 1649. Oleo sobre tela, séc. XVII.
Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. 78 cm X 69 cm. Museu do Louvre.

Dizemos que dois pares ordenados de ndmeros reais sao iguais se, e somente se, suas
abscissas forem iguais e se suas ordenadas forem iguais, ou seja:

Logo um par ordenado (a,b) é diferente do conjunto {a,b}, porgue sempre {a,b} = {b, a}.
Como as coordenadas do ponto O, origem dos eixos ortogonais, é (0,0), indicaremos esse
ponto com o ndmero zero nas imagens de sistemas de eixos ortogonais seguintes.

capitulo 2 Funcdes Nao escreva no livro



Os eixos Ox e Oy dividem o plano em quatro regides denominadas quadrantes.

y
Em cada quadrante as coordenadas (g,b) de seus
2¢ quadrante [ 12 quadrante pontos possuem sinais especificos.
* No primeiro quadrante, tem-sea > 0e b > 0;
0 X * No segundo quadrante, tem-sea < 0e b > 0;
3¢ quadrante | 4° quadrante * No terceiro quadrante, tem-sea <0e b < (;
* No quarto quadrante, tem-sea > 0e b < 0.

Desse modo, os pontos dos eixos coordenados nao pertencem a quadrante algum.

3) Exemplos y

* A(—3,5) pertence ao segundo quadrante. AT —————— 54

* B(4,3) pertence ao primeiro quadrante. | ‘3‘ __________ B

+ ((3,0) nado pertence a quadrante algum, pertence ao ' 2T '
eixo Ox. : I :1“ — i

* D(2, —3) pertence ao quarto quadrante. TN s g2 g

« E(0, —4) ndo pertence a quadrante algum, pertence | :i_; E
ao eixo Oy. ' a7 :D

* F(—5, —5) pertence ao terceiro quadrante. P =1 5

Cada par ordenado de nimeros reais corresponde a um Unico ponto no plano cartesia-
no, assim como cada ponto no plano cartesiano corresponde a um Unico par ordenado de
ndmeros reais. Essa correspondéncia possibilita traduzir conceitos e propriedades geomé-
tricas para uma linguagem algébrica, assim como interpretar geometricamente relagdes
entre nimeros reais. A area da Matematica que aborda esse assunto especifico recebe o
nome de Geometria Analitica, contemplada no estudo do 32ano.

@ Grafico de fungoes

O grafico que representa uma funcdo f com dominio e contradominio contidosem R é o
conjunto dos pontos do plano cartesiano, cujas coordenadas obedecem a lei de formacao
da fungdo. Assim, para esbocgar o grafico de f, indicamos no plano cartesiano os pares orde-
nados (x.y) com x € D(f) e y = f(x).

Veja como esbogar o grafico da funcdo f: A— Rdadapor f(x) =2x —1comA = {—1, 0,2,3}.

x fo)=2x =1 (x.y)
e Inicialmente atribuimos os valores do do- 1 f(=)=2(-1)=1==3 | (=1,-3)
minio para x, determinamos os valores
correspondentes para y = f(x) e obtemos 0 f0)=2-0-1=—1 (0,-1)
os pares ordenados (x,y).
2 f2)=2-2-1=3 (2,3)
3 f3)=2-3-1=5 (35)
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* Depois, indicamos esses pares orde- Caso essa mesma funcdo f tivesse o

nados em um plano cartesiano para dominio real, D(f) =R, haveria infinitos
obter a representacdo grafica da valores para x e, consequentemente,
funcao. infinitos valores para y. Assim, o grafico

da funcao f seria constituido por infinitos
pontos, que nesse caso formariam uma

reta.

y y
[ S 1 3 S
41 i 41 '

: :
T T
27 P P
1+ b b

210 1 2 3 4 X 2 3 4 X

5—1
2T
&3+

X g(x)=x2—2x (x, y) s
-2 | g(-2)=(-2) ~2(~2)=8 |(-28) 91
____8. ______________
0 gl0)=0°-2-0=0 (0,0) A |
6T i
_ ¥ _ f 51 |
1 g)=17=2-1=—1 1,-1) | |
P\ 4T : B
. AN S : s
2 g(2)=2"-2-2=0 (2,0) 5 ,1 o g
3 9(3)=3"-2-3=3 (33) : : : : : : : }
-3 22 —110___1 2 3 4 5 X =2
4 gl4)=4"-2-4=8 (4,8)

Umafuncao f: A — Ré chamada funcao real.

Nesse caso, escolhemos apenas alguns dos infinitos valores que a variavel independente (x)
pode assumir, pois de acordo com o dominio da funcdo (R) poderfamos atribuir qualquer
valor real para x. Essa representacao grafica € chamada parabola.

Afuncao cujo grafico € uma reta chama-se funcao afim e a funcao cujo grafico € uma parabola
chama-se fun¢do quadratica. Essas funcdes e seus respectivos graficos serdao estudados mais
detalhadamente na préxima unidade.

capitulo 2 Funcdes Nao escreva no livro



Uma das caracteristicas das funcdes, vista anteriormente, é que para cada valor atribuido
avariavel independente (x) existe um Gnico valor correspondente a varidvel dependente (y)
isto &, o grafico de uma fungdo deve ter um (nico ponto de coordenadas (x,y) para cada x.
Geometricamente, isso significa que qualquer reta perpendicular ao eixo Ox no plano cartesiano
deve intersectar o grafico de uma fungao em, no maximo, um ponto.

Considere, em cada plano cartesiano, um conjunto de pontos representado por uma linha
vermelha e retas tracadas perpendicularmente ao eixo Ox.

-
N P
yd

\\
-1 -1 ol -1
0 X 0 X
Nessa representacao, qualquer reta Nessa representacao, existem retas
perpendicular ao eixo Ox intersecta a linha perpendiculares ao eixo Ox que intersectam
em, no maximo, um ponto. Logo essa linha a linha em mais de um ponto. Logo essa linha
corresponde ao grafico de uma funcdo. nao corresponde ao grafico de uma funcdo.

Ao observar o grafico de uma funcao no plano cartesiano é possivel determinar o dominio (D)
e o conjunto imagem (Im) da funcao, projetando o grafico nos eixos ortogonais.

3) Exemplos
y y
9 44
grafico da &

81y ! funcdo f N 31 %
74 imagem /v \~7 | 5
P S A [ N | dominio 5
5+ i i — t /: o—t " g‘
44 i i -4 -3 ? 7 2
3o i : : e |
24 i i i gréfico da !
11 i i i fungdog I\ :

; N 51
0] 1 2 3 4 5 ‘ 6 7 8 9 10 X

dominio

D(f)= {x€RI2=<x=<9}ou D(f) = [2.9] D(g)={xER| -3<x<6}ou D(g)=[-36]
im(f)={y ER|3<y=<8}oulm(f)=[38]  Im(g)={yERI —4<y=<3}ouim(g)=1-43]

A projecdo do grafico de uma funcdo no eixo Ox corresponde ao dominio da fungdo e a
projecao no eixo Oy corresponde ao conjunto imagem da funcao.

O numero 6 faz parte do dominio da fungdo g? Justifique sua resposta.
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R1.Considere os conjuntos
A={-2,-101eB= {1137}
e a lei de formacdo da funcdo h, tal que h: A — B,
definida por h(x) = 2x* — 1.

a) Represente a funcdo h utilizando diagrama de
flechas.

b) O conjunto Im(h) é igual ao conjunto CD(h)? Por
qué?

c) O ponto P(1,h(1)) pertence a qual quadrante
do plano cartesiano?

Logo temos o seguinte diagrama de flechas.

Sergio Lima/ID/BR

b) Nao, porque os conjuntos Im(h) = {—1,1,7} e

a) Inicialmente, calculamos h(x) para cada x € A.

h(=2)=2-(-2) —1=8-1=7
h(=1) = 2
ho)=2-0)—1=0—-1=—1
h)=2-0 —1=2

o(h) = {—1, 1, 3,7} nio possuem 0S Mesmos
elementos, pois 3 € (D(h), mas 3 & Im(h).

(
(= —1=2-1=1 ¢) O ponto P<1, h(1)> corresponde a P(1,1). Como a
( 2

abscissa e a ordenada de P sao positivas, entao P
—-1=1 estd no primeiro quadrante.

R2.ldentifique em quais dos itens abaixo estdo representados graficos de fungoes. Justifique sua resposta.

a) b) c)

d)

AME
N

X
llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Qualquer reta perpendicular ao eixo Ox deve intersectar o grafico que representa uma funcao em, no maxi-

mo, um ponto.

a) b) c) d)
y y y
/’\' /’/u——
[ IT\ [] / 1 [ [-] [
0 / X 0 X 0 X
N

llustrages: Sergio Lima/ID/BR

Observe que, nos itens b e d, qualquer reta perpendicular ao eixo Ox intersecta a linha vermelha em um
Unico ponto. O mesmo nao acontece nos itens a e ¢, pois existe pelo menos uma reta perpendicular ao
eixo Ox que intersecta essas linhas vermelhas em mais de um ponto. No item ¢, ha uma reta perpendicular

a0 eixo Ox que coincide com a linha vermelha.
Portanto, apenas os itens b e d correspondem a graficos de funcdo.

capitulo 2 Funcoes
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1. Identifique qual é a variavel dependente e qual é a 3. Observe o cubo a seguir.
variavel independente em cada caso. Em seguida,
considerando as grandezas citadas, escreva uma
férmula que expresse uma em funcao da outra.

Sergio Lima/ID/BR

.
|
|
;
a) Uma vendedora de méveis recebe como salario i
10% do valor total das suas vendas. X+2 i
b) Uma operadora de telefonia cobra R$ 0,30 por mi- ________ 4
nuto de ligacao local, emitindo na fatura, ao final £ A 2
de cada més, o valor gasto com as ligagdes locais. X+ 2

¢) Um pintor utiliza em média 100 mL de tinta para

. , a) Escreva uma férmula que expresse o volume (V)
pintar 1 m* de parede.

desse cubo em funcao de x.

2. Por causa de sua praticidade, o consumo de salada b) Determine o volume do cubo, em metros clbicos,
no pote de vidro tem se tornado um habito comum para os valores de x, em metros, a seguir.
de quem tem uma vida agitada e corrida. ox =1 ox =052
Considere que certo pote de salada custe R$18,00. ox =13 o x = 4

¢) E possivel atribuir o valor 0 a variavel x? Em caso
afirmativo, qual seria o volume do cubo?

d) Qual é o conjunto dos valores que a variavel x
pode assumir na funcao? Justifique.

4. (Enem/Inep)

O saldo de contratacoes no mercado formal no
setor varejista da regido metropolitana de Sao
Paulo registrou alta. Comparando as contrata-
¢oes deste setor no més de fevereiro com as de
janeiro deste ano, houve incremento de 4300
vagas no setor, totalizando 880 605 trabalhado-
res com carteira assinada.

Africa Studio/Shutterstock.com/ID/BR

O consumo de salada é importante em uma
alimentacao equilibrada.

Incremento: ato ou

Com essa informagdo, montamos um quadro que [.] efeito de aumentar.
relaciona a quantidade de potes de salada ao preco SALDO de emprego formal do comércio paulista cresce 6,3% em margo.
total Folhapress. Texto na integra disponivel em: <www1.folha.uol.com.br/

mercado/2010/04/725984-saldo-de-emprego-formal-do-comercio-
paulista-cresce-63-em-marco.shtml?mobile>. Acesso em: 13 jan. 2016.

Quantidade de potes (x) | Prego total (R$) de x potes Suponha que o incremento de trabalhadores no
setor varejista seja sempre 0 mesmo nos seis

1 18,00

primeiros meses do ano.
2 3600 Considerando-se que y e x representam, respecti-
3 54,00 vamente, as quantidades de trabalhadores no setor
4 7200 varejista e os meses, janeiro sendo o primeiro,

fevereiro, 0 segundo, e assim por diante, a expressio
algébrica que relaciona essas quantidades nesses

a) Escreva uma férmula para calcular o valor meses €
gasto y de acordo com a quantidade x de potes a) y = 4300x
de salada comprados. b) y = 884 905x

b) Calcule a quantia gasta, em reais, na compra de: c)y = 872005 + 4300x
* 5 potes; * 8 potes; d) y = 876005 + 4300x
* 6 potes, * 9 potes. e) y = 880605 + 4300x
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5. Muitos automéveis, quando estacionados em lo-
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cais proibidos, acabam sendo removidos pelos
agentes de transito e encaminhados para o patio
do Detran. Apés o dia 6/2/2015, para recuperar o
automével no Detran do Rio de Janeiro, o proprietario
tinha de efetuar o pagamento de uma taxa de remogdo
de R$ 158,13, referente ao reboque, mais a diaria de
R$ 74,91, referente a estadia no pétio.

De acordo com essas informacgdes, para calcular a
quantia P a ser paga pelo proprietario ao recu-
perar o automével guinchado, utiliza-se a férmula
P = 158,13 4+ 74,91q (g se refere ao tempo, em dias,
da permanéncia no patio do Detran).

Marcus Victorio/Brazil Photo Press

Cena de um automovel sendo rebocado por estacionar em
local proibido de um bairro do Rio de Janeiro, em 2014.

a) Qual é a variavel dependente na férmula citada
no texto? E a variavel independente?

b) Quanto pagara o proprietario do automével que
ficar no patio por 15 dias?

¢) Por quantos dias o automével permaneceu no
patio se o proprietario pagou R$ 2854,89?

. Observe o grafico da funcao f:A— B, com

D(f)= {1, 2,3} e construa um diagrama de flechas
da funcdo f.

2 i E

L B e e

S IS T
Sergio Lima/ID/BR

capitulo 2 Fungdes

—

7. Represente a funcdo definida por f(x)=x2—2x

em que D(f)={0,1,2,3} e (D(f)={~1,0,1,2,3}, por
meio de um diagrama de flechas.

8. Quais dos diagramas ndo representam uma fungéo

f: A — B? Justifique.
a)

c)

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

9. Observe o cartaz de uma confeitaria.

LR iNBeLD
-y

Bolos com
mais de 5 kg

R$ 225,00

mais R$ 30,00
o kg que
exceder 5 kg

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia Luiz Rocha/Shutterstock.com/ID/BR

Bolos até 5 kg
R$ 45,00 o kg

Qual alternativa melhor representa os precos pra-
ticados pela confeitaria?

a) f(x)= 45x + 30x + 75

45x,se 0 <x<5
b)f(x>_{30x—75,sex>5
)f( )= {45x,se0<x£5
30x +75,sex>5
30x,se 0 < x=<5
d)f(x)_{45x+75,sex>5

> Dizemos que
as fungdes dos
itens b, ce d sdo
definidas por mais
de uma sentenga
ou por partes.

Nao escreva no livro.



10. Represente por meio de um diagrama de flechas a

1.

12.

funcdo f de A em B, definida por f(x) = x>, com
A=1{0,123,4} e B={0,1,2,4,9,10,16}. Em seguida,
expresse o conjunto imagem listando os elementos
entre chaves.

Classifique as afirmagdes a seguir em verdadeira ou
falsa, justificando as que sao falsas.

a) O gréfico a seguir representa uma funcao.

Sergio Lima/ID/BR

b) Em uma funcdo f: A— B, denominamos o
conjunto A como contradominio e o conjunto B
como dominio da funcdo f.

¢) O conjunto dos elementos do contradominio
que se correspondem com os elementos do
dominio, pela aplicagao da fung¢ao, é chamado
conjunto imagem da funcao.

d) Em uma funcio, o conjunto imagem sempre sera
igual ao contradominio.

Seja a representacdo grafica da funcdo
h: [—1, 2] — R definida por h(x) = 2"

w
X
Sergio Lima/ID/BR

Determine no caderno:
a) Im(h)

b) h(—1) ¢) h(0) d) h(2)

N&o escreva no livro.

13. Em cada item, determine o maior subconjunto

14.

15.

16.

17.

A CR tal que a férmula dada define uma funcao
deAemR.

a) fx) = 4x°
b) 900 =~
) pl)=V2x—8

d) gx)= Vx + 9

Localize os pontos a seguir em um mesmo plano
cartesiano. Em seguida, escreva a qual quadrante
cada um pertence.

a) P(—2,—4)

b) 0(1.3)

c)R2 -2)

d) S(—3,1)

Sejam os conjuntos:

M={-4,-3 =11 eN={-2-10}.

Quais dos pontos localizados no plano cartesiano a
seguir representam elementos de M X N?

@
Sergio Lima/ID/BR

Todos os vértices de um triangulo retangulo ABC
pertencem ao segundo quadrante de um plano carte-
siano. Se A(—2,1), o cateto AC do tridngulo, paralelo
ao eixo Oy, mede 6 unidades e a hipotenusaBC mede
10 unidades, quais as coordenadas dos vértices Be C
desse triangulo?

No caderno, faca um esbogo do grafico de cada
funcao a seguir.

a)fR—Rtalquef(x)= —x + 4.
b) g: R — Rtal que g(x) = X;B.

¢) h:[1.5] > Rtal que h(x) = x — 2.
d) p:{0,1,2,3, 4} — Rtal que p(x) = 2x — 2.
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18. (Enem/Inep) O gréfico fornece os valores das acdes

Sergio Lima/ID/BR

19.

50

da empresa XPN, no periodo das 10 as 17 horas,
num dia em que elas oscilaram acentuadamente
em curtos intervalos de tempo.

Valor da Acdo (em reais)

460 —————————————

BOf————————
3 ————— ——
280 ———

200 |- —
150 |- —

I

I
100f—1————1—

I

|

10 11 12 13 14 15 16 17
Tempo (em horas)

Nesse dia, cinco investidores compraram e vende-
ram o mesmo volume de a¢des, porém em horarios
diferentes, de acordo com o seguinte quadro.

Investidor | Hora da compra | Hora davenda
1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Com relacdo ao capital adquirido na compra e
venda das acdes, qual investidor fez o melhor
negécio?

a)l c)3 e)5s
b) 2 d) 4
Determine o dominio e o conjunto imagem da fun-

cdo f cujo grafico esta representado a seguir.

-

)
N 1

Sergio Lima/ID/BR

capitulo 2 Funcoes

20. O preco de venda P(x), em reais, de um rolo de

determinado tecido pode ser calculado pela férmula
P(x) = 219x, em que x é o comprimento do tecido,
em metros.

a) De acordo com a férmula, qual o preco do metro
do tecido?

b) Sabendo que um rolo inteiro desse tecido foi
vendido por R$ 1095,00, qual o comprimento
total de tecido contido nesse rolo?

¢) Qual dos graficos abaixo representa o preco P(x),
considerando a venda de um rolo de tecido de
comprimento x metros?

1095,00 4-----nmmmmmmmmm -
880,30 domooooeemeee

665,70 f--------- .

451,10 4------ .

236,50 +--1 |

1 1
21,901 1
Ol 10 20 30 40 50 X

)
P
1095,00\
o 21,90\ X
i)
P
1095,00 4-mnmmmmmmmmmee .
1
1
1
i E
: E
| s
0 50 X .
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Reduza seu lixo!

A destinacdo de residuos sélidos precisa ser repensada por todos. Isso inclui o poder plblico
(federal, estadual e municipal), iniciativas privadas e cidadios, que se referem a cada um de
nés. Quando sao depositados em local inadequado, como um lixao a céu aberto, provocam
sérios impactos ambientais porque sua decomposicao é altamente téxica, contaminando o
solo, a dgua e o ar, sem falar dos riscos a saide das pessoas.

Em 2010, foi instituida no Brasil a Politica Nacional de Residuos Sélidos (PNRS). O projeto
propoe reduzir a producao de residuos sélidos, aumentar a reutilizacao e a reciclagem e adequar
a destinagao de residuos sélidos e organicos. Ainda no Brasil, em 2014, uma estimativa mostrou
que uma pessoa produzia em média 1062 kg de residuos diariamente. A imagem a seguir traz
a média de residuos solidos gerados por regiao.

(@)
g
(7
(g]
=
(o))
wn
()]
| -
o
(3]
>

Geragdo de Norte Sudeste
, . 0,893 1,239

residuos sdlidos o

urbanos no Brasil

(em kg/hab./dia),
por regiao — 2014 m m

Fonte de pesquisa: Abrelpe. Disponivel em:
<www.abrelpe.org.br/Panorama/panorama2014.pdf>. Acesso em: 20 fev. 2016.

Maryane Silva/ASC Imagens

Como reduzir nosso lixo?

ey No mercado 5 Em casa
* Planejar as compras para evitar desperdicio. * Planejar as refeicoes, para evitar desperdicio.
* Levar sacolas retornaveis. » Evitar o uso excessivo de papel higiénico, papel
- Optar por produtos concentrados, que tenham ~  toalha'e guardanapos de papel.
refil ou utilizem pouca embalagem. « Substituir frituras, a fim de evitar o descarte de éleo.

* Comprar produtos que possuam embalagens e Utilizar acendedor de fogao ao invés de fésforos.
reciclaveis e retornaveis.

* Nao comprar produtos sé por estar na promogao.

[N Que outras atitudes, além das apresentadas,
podem ser tomadas para reduzirmos a quanti-
dade de lixo produzida diariamente?

5] Qual era, em 2014, a quantidade média de re-
siduos sélidos gerada por dia, por pessoa, na
regiao onde vocé vive?

Shutterstock.com/

Lightspring/
ID/BR

(4 Escrevaalei deformacio de umafuncior N - R
que relacione a quantidade de pessoas p com a
quantidade média r{p) de residuos sélidos urba-
nos gerada diariamente por elas em 2014 no
Brasil. Em seguida, calcule quantas toneladas
desses residuos eram geradas diariamente,
em média, por uma populagao de 400 mil
habitantes.
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llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

® Funcao crescente, decrescente e constante

Vamos analisar o comportamento do grafico da funcao f: R —>R definida por f(x) = % + 3,
representada no plano cartesiano.

e S s o

A representacao grafica de f corresponde a uma reta, e quanto maior o valor dado a x,
maior é o valor correspondente a f(x) = % + 3.

Podemos verificar algebricamente esse fato considerando x, e x, nimeros reais quaisquer, de
modo que x, < x,. Assim:

X X,

X1<x2:>71<7:>%+3<%+3:>f(x1)<f(x2)

Nesse caso, dizemos que a funcdo f é crescente.
Agora, considere a representacdo grafica da funcao g: R — R definida por g(x) = x*.

y

= N W »~ U1 O
} } } } } !
T T T T T T

43210 1 2 3 4 X
Para x =< 0, a funcao g é decrescente, pois quando aumentamos o valor de x, o valor cor-

respondente a g(x) diminui. Para x = 0,a funcao g é crescente, pois quando aumentamos o
valor de x, o valor correspondente a g(x) também aumenta. Assim, essa fun¢ao é decrescen-

te no intervalo ]—oo, O] e crescente no intervalo [O, +oo[.

Considere agora a representacao grafica da funcao h: R—R a seguir, definida por duas
sentencas:
—X+ 2,sex<5
h(x) = '
) {—3,sex> 5
Nesse caso, para x < 5 a funcao h é decrescente, pois

quando aumentamos o valor de x, o valor correspon-
\ dente a h(x) diminui. Para x > 5, o valor correspondente

a h(x) permanece constante e igual a —3. Assim, dizemos

= NS <
) f !
t t t

que h é constante no intervalo ]5, +oo[ .No caso dessa

—————--U
o+
~

x

fungao h,como h(5) = —5+ 2 = —3,também é correto

dizer que h é constante no intervalo [5, +oo[.
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Dizemos que uma funcao f é:

* crescente em certo intervalo de seu dominio se, para todo x, e x, desse
intervalo, com x, < x,, tivermos f(x1) < f(xz);

* decrescente em certo intervalo de seu dominio se, para todo x, e x,
desse intervalo, com x, < x,, tivermos f(x1) > f(xz);

* constante em certo intervalo de seu dominio se, para todo x, e x, desse
intervalo, tivermaos f(x1) = f(xz).

@Zero de uma funcao

E denominado zero de uma funcdo f todo valor de x € D(f) tal que f(x) = 0.

Geometricamente, o zero de uma funcdo corresponde a abscissa de cada ponto do grafico
que intersecta o eixo Ox.

No grafico de f a seguir, x,, x, e x, sao 0s zeros da fungdo, ou seja, f(x1) = f(xz) = f(xa) =0.

y

T
X1 0 x\/x3 X

@ Funcao injetora, sobrejetora ou bijetora

Sergio Lima/ID/BR

Dependendo de certas caracteristicas, uma funcao pode ser denominada injetora, sobre-
jetora ou bijetora.
Funcao injetora

Uma funcao f: A— B é chamada injetora ou injetiva quando elementos diferentes em A
sao transformados por f em elementos diferentes em B, ou seja, f é injetora quando:

Em outras palavras, podemos afirmar que uma funcdo é injetora quando nao ha elemento
algum do contradominio que seja imagem de mais de um elemento do dominio.

N&o escreva no livro.
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Observe as representacgdes de fun¢des por meio de diagrama de flechas.

* Funcao injetora * Funcao nao injetora

f

NZo héa elemento no contradominio (B) que Existe um elemento no contradominio
seja imagem de mais de um (B) que é imagem de dois elementos
elemento do dominio (4). diferentes do dominio (A).

Veja outras representagdes de fungdes.

*f:R — R definida por f(x) = x + 5 * g:R — R definida por g(x) = x* — 1

NF - ==

w +
~4
X

X
2T
Essa funcio é injetora, pois para todos os Essa funcao nao & injetora, pois para dois
elementos distintos x , e x, do dominio de f elementos distintos x, e x, do dominio de g
temos: podemos terg(x]) = g(xz). Por exemplo,
X, #X,=x, +5#x, +5= f(x1) * f(xz) tomando x, = —2 e x, = 2, temos:
9(=2)=g(2)=3

Geometricamente, qualquer reta perpendicular ao eixo Oy no plano cartesiano deve
intersectar o grafico de uma funcdo injetora em, no maximo, um ponto.

3) Exemplos

y y

~ - /N |
b AV,

&
<
E
0 \\ X 0 X %
a g
Nessa representacao, qualquer reta Nessa representacao, existemn retas
perpendicular ao eixo Oy intersecta o grafico perpendiculares ao eixo Oy que intersectam
em, no maximo, um ponto. Logo esse grafico o grafico em mais de um ponto. Logo esse
representa uma funcao injetora. grafico ndo representa uma funcao injetora.
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Funcao sobrejetora

Uma funcao f: A— B é chamada sobrejetora ou sobrejetiva quando, para qualquer ele-
mento y € B, pode-se encontrar pelo menos um elemento x € A, de modo que f(x) = y.

Em outras palavras, podemos afirmar que uma funcao f é sobrejetora quando o conjunto
imagem for igual ao contradominio, isto é, Im(f) = CD(f).

Observe as representacdes de fungdes por meio de diagrama de flechas.

* Funcao sobrejetora * Funcao ndo sobrejetora

Todos os elementos
do contradominio (B)
sao imagem de pelo
menos um elemento
do dominio (A).

Existem elementos
no contradominio (B)
que ndo sao imagem
de elemento algum
do dominio (A).

Veja outros exemplos:

* f: R — R definida por f(x) = x* — 2x *g: R = R definida por gix) = —x + 1
y f y
5t 54
4 44
3 31
2 21
N
) _:110___% Tt x 32 —1? N2 3 4 5X
4 21
-2 5l .
Essa funcao nao é sobrejetora, pois o conjunto Essa funcdo é sobrejetora, pois
imagem é diferente do contradominio, isto é, o conjunto imagem é igual ao
Im(f) # CD(f). Por exemplo, —2 & um contradominio, isto &, Im(g) = (D(g).

elemento do contradominio, mas nao é
imagem de elemento algum do dominio de f.

Funcdo bijetora

Uma funcao f: A— B é chamada bijetora ou bijetiva quando & ao mesmo tempo injetora
e sobrejetora. Quando isso ocorre dizemos que f é uma bijecdo, ou uma correspondéncia
biunivoca, entre A e B.

Observe as representa¢des de fun¢des por meio de diagrama de flechas.

* Funcao bijetora * Fun¢ao nao bijetora * Funcao nao bijetora
B £
£
E injetora e sobrejetora E sobrejetora, mas ndo é injetora,  E injetora, mas ndo é sobrejetora,
simultaneamente. porque existe um elemento porgque existem elementos no
no contradominio (B) que é contradominio (B) que nao sdo
imagem de dois elementos imagem de elemento algum do

diferentes do dominio (A). dominio (A).
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Veja outros exemplos:
* f: R — R definida por f(x) = X’

A funcdo fé injetora e sobrejetora
simultaneamente.

@ Funcao composta

*g: R - R definida g

por g(x) = 2x* — 2 37
2..
’] -+

14+

-341

llustragoes: Sergio Lima/ID/BR

Essa fungao ndo é injetora, pois para dois
elementos distintos x, e x, do dominio de g

podemos ter g(x1) = g(xz). Por exemplo, tomando

x,= —lex,=1temos g(—1) = g(1) = 0.Além
disso, a funcdo g ndo é sobrejetora, pois o
conjunto imagem é diferente do contradominio,

isto é, Im(g) * CD(g).

Podemos destacar trés unidades de medida de temperatura: grau Celsius (°C), grau
Fahrenheit (°F) e kelvin (K). Observe as férmulas de conversio entre elas.

« de kelvin (T,) em grau Celsius (T,):

T, =T, — 273

« de grau Celsius (T_) em grau Fahrenheit (T.):

T.=18T, +32

N

> A escala Celsius é medida de
temperatura oficial no Brasil
e a escala Fahrenheit é muito
utilizada em paises de lingua
inglesa. Ja a escala kelvin é
utilizada para fins cientificos.

J

Quantos graus Fahrenheit equivalem a 400 K?

Para responder a pergunta, inicialmente convertemos 400 K em graus Celsius:

T.=400—2/3=127

Em seguida, convertemos 127 °C em graus Fahrenheit:

T.=18-127+32=2606

Portanto, 260,6 °F equivalem a 400 K.

Note que utilizamos as duas formulas: de kelvin em graus Celsius e depois de graus
Celsius em graus Fahrenheit. Para simplificar, podemos escrever uma Unica férmula de

conversao de kelvin em graus Fahrenheit.

T.=T-23 T, =18T +32
n ﬂ

L

)

capitulo 2 Funcdes
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Para isso, efetuamos:

T.=18 T, +32=18(T, —273)+32=18T,— 4594 =T, =187, — 4534
TK — 273

Para verificar, convertemos novamente 400 K em graus Fahrenheit:
T, =18-400— 4594 =2606
Portanto, 400 K equivalem a 2606 °F.

Ao escrevermos uma Unica férmula de conversdao por meio da “composicdo” das outras
duas formulas, estamos usando a ideia de fungao composta, que estudaremos a seguir.

Considere as funcdes f: A»>Be g: E—>F, com BCE. A funcdo composta de g com fé a
funcdo denotada por geof, com dominio em A e contradominio em F, isto & gof: A—F que a

cada elemento x € A faz corresponder o elemento y =(gef)(x) = g(f (X)) E F.

Observe a representacdo da fungdo gef por meio de um diagrama de flechas.

3) Exemplo

%,1},B={—1,0,2},E={—2,—1,0,2} eF={014} eas
funcGes f: A— B definida por f(x) =3x—1e g: E—~ F definida por g(x) = x’. Como BCE,

podemos determinar gef, com dominio A e contradominio F.

Considere os conjuntos A= {O,

-f(0)=3-0-1=-1eg(~1)=(-1)=1. Logo, g(f(o)) =g(-1)=1.
. f(l) =3 .%— 1=0e g(O)z 0’=0. Logo, g(f(%)) = g(o) =0.

3
-f(1)=3-1-1=2eg(2)=2"=4. Logo, g(f(1)) =g(2)=4
Determinamos a lei de formagdo de geof por meio dos calculos a seguir.
(g°f) 00 = g(f)) = (fo0) = (3x — 1) = 9 — bx +1
Observe que também podemos determinar as imagens dos elementos do dominio (A) pela
funcdo g e futilizando sua lei de formacao.

-(g°f)lo)=9-0°~6-0+1=0-0+1=1

.(gof)<L) 9.(l)2—5-(l)+1=1—2+1=0

3 3 3
“(gef)(1)=9-T"—6-1+1=9-6+1=4

N&o escreva no livro.
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R3.0Observe o grafico da funcdo g: [—1, 6] - [—2, 4]. y
a) Determine intervalos de seu dominio em que a fun-
cdo g é:
constante;

decrescente;

crescente.

Sergio Lima/ID/BR

b) A funcio g é injetora? E sobrejetora? Justifique.

a) Analisando o grafico, notamos que:
em [—1,1] a fungdo g é constante, pois g(x) = —2 para qualquer x nesse intervalo;

em [1, 3] a funcao g é crescente, pois conforme aumentamos o valor de x, neste intervalo,
o valor correspondente g(x) também aumenta;

em [3, 4] a funcdo g é decrescente, pois conforme aumentamos o valor de x, neste inter-
valo, o valor correspondente g(x) diminui;

em [4, 6] a fungdo g é crescente, pois conforme aumentamos o valor de x, neste intervalo,
o valor correspondente g(x) também aumenta.

b) Uma funcdo qualquer f: A — B é:
injetora se x, # x, em A = f(x1) * f(xz) em B;
sobrejetora se Im(f) = CD(f).
Observe que g ndo é injetora, pois tomando os elementos distintos x, = 0 e x , = 1 pertencen-

tesa [—1,6], tem-se g(0) = g(1) = —2. Porém, g é sobrejetora, pois Im(g) = CD(g) = [—2, 4].

R4.Considere as func¢des f: R = R e g: R — R definidas por f(x)= Sx e g(x)= x* — 1. Determine:

2) f(g) ) g(f0) ) f(f0) 4 9(g3)

a)f(gx) =f(—1)=5-(=1)=5¢—5
b) g(f(9) = g(5x) = (5x) — 1= 25¢ — 1

) flfo0) = fl5x) = 5 - (5x) = 25x

d) Podemos determinar g(g(B)) de duas maneiras.

12 maneira

gg) = gl = 1) = (¢ =1) —1= (><2—@}<2—1)—1=><4—x2—x2+1—1=x4—2x2
Logog(gB3)) =3 —2-3" =63
22 maneira

Como g(3) = 3° — 1 = 8, temos que 9(9(3)) =g8)=8 —-1=64—1=63.
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R5.Considerando o gréfico da funcdo f: [—3, 5] ->R,
determine os zeros da funcdo e os valores de x
tais que:

f6o=>0 f6) <0

Geometricamente, os zeros da funcdo f corres-
pondem a abscissa dos pontos que o grafico de f
intersecta o eixo Ox, ou seja, quando y = 0. Como o
grafico intersecta o eixo Ox nos pontos (—2,0), (1,0)
e (4,0), segue que os zeros da funcdo sio —2,1e 4.
Para determinar os valores de x tais que:

f(x) > 0O, verificamos em quais intervalos o grafico da
funcdo f esta acima do eixo Ox, que correspondem
aos pontos cuja ordenada é positiva.

f(x) < 0, verificamos em quais intervalos o grafico

da fungao f estd abaixo do eixo Ox, que corres-

pondem aos pontos cuja ordenada é negativa.
Portanto, analisando o grafico, concluimos que
f(x) > O se x pertence aos intervalos ]—2,1[ ou ]4, 5],

e f(x) < 0 se x pertence aos intervalos [ —3, —2|
ou ]1, 4[.

llustragBes: Sergio Lima/ID/BR

Dizemos que uma fungao f é:
« positiva em um intervalo | C D(f), se tivermos f(x) > O para todo x € |,
* negativa em um intervalo /| C D(f), se tivermos f(x) < O para todo x € .

R6.Seja a funcdo f: R — R, dada por:
lsex<—2
fx) =< x, 58 —2<x<1
—1,sex=1

a) A funcio f é constante no intervalo ]—2,1[? Justifique. ~ ¢) A funco f é bijetora? Justifique.
b) Qual é o zero da funcio f? d) Qual é o valor de (fo f)(—z)?

a) Nio, pois os nimeros —1 e O pertencem a esse intervalo, mas f(—1) = —1e f(0) = 0, Logo,
f(—1) # £ (0), ou seja, a imagem nao permanece constante.

b) O zero da funcéo f é todo valor de x € R, de modo que fix) =0. Pela lei de formacao da fun-
cdo f, vemos que o zero da fun¢do pode estar apenas no intervalo ]—2,1[, pois nos demais in-
tervalos f(x) =1ou f(x) = —1. Assim, f(x) = 0 quando x =0. Portanto, O é o zero da funcao f.

¢) Uma funcdo é bijetora quando for simultaneamente injetora e sobrejetora.

A funcdo f nao é injetora, pois aplicando x, = —5 e x, = —4 pertencentes a R, temos
f(xw) = f(xz) = 1. Como f ndo é injetora, ndo é bijetora também. Portanto nao é necessario
verificar se f é sobrejetora.

d) Queremos determinar (fo f)(—z) = f(f(—z)).

Pela lei de formagio da funcdo f, temos f{—2) = 1. Logo f(f(—Z)) = f(1). Pela funcio f, obte-
mos f(1) = —1. Portanto, (fo f)(—z) = —1.
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21. Suponha que certo avido comercial ganhe velocidade
de maneira gradativa, desde o repouso até atingir
800 km/h. No momento da decolagem sua veloci-
dade é 300 km/h, chegando a 800 km/h, quando
atinge a altitude de 30 000 pés.

Observe os graficos e identifique o que melhor
representa as informagdes dadas.

Altitude (pés) > 30000 pés equivalem a
9000 m aproximadamente.

40000 1

30000  ------------

20000 T

10000 T

[ VE—

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Velocidade (km/h)

b) .. .
Altitude (pés)
40000 T
30000 F ---====mmmmmmmmmmmmmo oo |
20000 T

10000 T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Velocidade (km/h)

Altitude (pés)

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Velocidade (km/h)

d)
Altitude (pés)

40000 1
30000  =-====-mmmmmmmmmmmmmm oo
20000 +

10000 +

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Velocidade (km/h)

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR
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22. |dentifique, em cada grafico, em quais intervalos as
funcdes sdo decrescentes, crescentes ou constantes.

a)

y
X
b)
y
. !
! 1 S
-4 3 -2-10] 1 2 X
C
) y
14
RE
i
i
|
d)
y

23. Verifique, em cada item, quais elementos do con-
junto apresentado sdo zeros da funcdo real, dada
sua lei de formacao.

a)f(x)=x—1,A={-10,1}
b) g(x) =3x—6,8={1,2,3}
—2—Xxsex< -1

Xse —1<x<1;(={-2-1012}
2—Xxsex>1

c) hix)=

d) px)=x*—4x+5,0={1,2,3}
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24. Observe as representagdes de fungdes por meio de | 27. Os gréficos a seguir representam funcoes de [0,10]

diagrama de flechas. em [0,101. Identifique quais dessas funcdes sao in-
a) jetoras, sobrejetoras ou bijetoras.
a)
F(x)
L[ S
b) |
0 10 X
C g
) .
g h(x)
j 10 Fommmmmmm o
Determine no caderno qual dos diagramas repre- i
sentam funcdes injetoras, sobrejetoras ou bijetoras. i
e :
25. Represente no caderno as seguintes fungdes por i i i
meio de diagrama de flechas. Lo
0 6 8 10 X
a) fx) = 2x com D(f) =A= {1, 2, 3,4} e
(f) = B = {2,4,6,8}. c)
b) g(x) = x* com D(g) =(= {—2, —1,0, 1,2} e p(x)
(g) = D= {0,1,4}.
1
c) hix) = ~ com D(h) =F= {2,3,4} e
1 1 1
(D(h)=F= {0, , —1}
(h) 372
e Identifique quais das func¢des representadas sdo
injetoras, sobrejetoras ou bijetoras. 5 t
6 10 X
26. Classifique as afirmativas em verdadeira ou falsa,
corrigindo no caderno as falsas. d)
a) Toda funcdo sobrejetora é bijetora. q(x)
b) Se o contradominio é igual ao conjunto imagem,
entdo a funcgdo é sobrejetora. 01
c)Sejaf: A— A dada por fix) =x.Se A=R_, en- )
tao f é bijetora, mas se A = R, entdo f ndo é inje- Al %
tora nem sobrejetora. | ;‘}
d) Seja f uma fungao injetora. Se x, , x, € D(f) com i £
~ O T v 5
X, # X, entdo f(x1) = f(xz). 3 0 X =
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29.

30.

31.
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32.
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(Udesc) A funcao f definida por f(x) = 1+ x* é uma
funcdo bijetora, se os conjuntos que representam o

dominio (D(f)) e aimagem (Im(f)) sao:

a) D(f) = Re Im(f) = [1, +oof

b) D(f) = 1—=, 0l e Im(f) =R

¢) D(f) =Reim(f) =R

d) D(f) = [0, +oo[ e Im(f) = [0, +oo]
e) D(f) = [0, +eo[ & Im(f) = [1, +oo]

Dadas as funcdes f: R — R definida por f(x) = —x + 4
e g:R — R definida por g(x) = —x* + 3x, determine:

a) g(f ()
b) f(gtx))
o) f(f(10))
d) o(f(10))

Determine no caderno o valor de x para que
f(9x)) = g(f(x)) sabendo que f: R — R & dada por

x]=x+ 4eg:R—Rédada por gx) = x> — 3.
flx| g por g

Desafio \ Calcule f(g(—1)> + g(f(O)) de acordo

com os graficos das funcdes reais f e g a seguir.

/ E

Sabendo que, em cada item, f e g sdo func¢des de
Rem R, resolva.

Sergio Lima/ID/BR

a)Se f(x) =3x— 4 e f(g(x)) = —6x + 11 para todo

x € R, determine a lei de formacao da funcao g.
b) Seg(x) = —x +3eg(f(x) = —%x + 5 paratodo

x € R, determine a lei de formacgao da funcao f.

capitulo 2 Funcoes

33. Uma costureira produz duas saias de um determina-

do modelo em uma hora e vende por R$ 40,00, cada

uma. Considerando que todas as saias produzidas

serao vendidas, resolva no caderno o que se pede.

a) Escreva a lei de formacao de duas fungdes, sendo
uma que relacione a quantidade g(t) de saias pro-
duzidas em fun¢ao do tempo de trabalho t, em ho-
ras, e outra que relacione a quantia p(x), em reais,
arrecadada com as vendas de x saias produzidas.

b) Determine a lei de formacao da funcao compos-
ta pe g, que relaciona a quantia arrecadada e o
tempo de trabalho.

¢) De acordo com as informagdes, que quantia a
costureira vai arrecadar se ela costurar por 4 h?

34. Sejam as fungdes:

* g: R, — R definida por g(x) = v,
°f: R =R definida por f(x) =

Verifique se é bijetora a funcao:

a)g b) f c)feg

35. A quantidade qg(t) de pecas produzidas por uma fa-

brica, em cada hora (), é dada pela expressio

q(t) = 25t.

Supondo que o lucro, em reais, de producdo e

venda de x unidades desse produto é dado por:
L(x) =2¥ —3x 10

resolva no caderno os itens a seguir.

a) Expresse o lucro em funcio do tempo de produ-

¢ao, determinando (L ° q)(t).

b) Supondo que todas as pecas produzidas em
5 horas foram vendidas, determine o lucro obtido.

36. (UPF-RS) Considere a funcao real g, cuja representa-

cdo grafica estd parcialmente ilustrada na figura a
seguir. Sendo g ° g a fungdo composta de g com g,
entdo, o valor de (g ° g)(—Z)é:

Y,

N\

—5 —4\7 0

a)o b) 4 c)?2

2\/3 X

d) -2 e

UPF/Fac-simile: ID/BR

~
|
(Oa]
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Verificando rota @

1. O que é um conjunto? Dé alguns exemplos.
2. Cite possiveis maneiras de representar um conjunto.
3. Os conjuntos & e {J} sao iguais? Justifique.

4. Qual é a condicdo necessaria e suficiente para que um conjunto A, ndo vazio, esteja contido
em um conjunto B?

5. Justifique a colocagdo a seguir.

Na linguagem, a conjuncao “ou” pode indicar exclusdo e alternancia, como na oracdo:
Maria ou Joana sera aprovada no concurso. No entanto, na operagao de uniao de conjun-
tos, esse recurso tem outro sentido.

6. Dé exemplos de conjuntos nao vazios A e B, de modo que A — B # B — A.

7. Quantos nlimeros racionais existem entre os inteiros 0 e 1?

. I < o=
8. Podemos escrever o nimero  na forma —, ou seja, como uma fracao. Nesse caso, podemos

afirmar que 1 é racional? Justifique.

9. Explique com suas palavras o que é funcéo.
10. Cite situagdes que podem ser expressas por funcoes.

T1. Das situagdes que vocé citou na questdo anterior, a variavel independente pode assumir ape-
nas valores naturais em alguma delas? Se sim, escreva em quais.

12. Quando um valor x € D(f) é zero de uma funcdo f?
13. Justifique a afirmacdo a seguir.

O grafico de uma funcdo pode intersectar o eixo Ox mais de uma vez, no entanto,
intersecta o eixo Oy, N0 Maximo, uma vez.

14. A funcdo f: R — R dada por f(x)= x* ndo é sobrejetora. Porém é possivel restringir o contrado-
minio de modo que a funcdo seja sobrejetora. Qual deve ser esta restricdo?

15. Quando uma funcao é bijetora?

y
16. Quais tipos de informagdes sdao possiveis 4+
obter analisando o grafico da funcao 34
f: [0,10] — R apresentada ao lado? -1
17. A pagina de abertura da unidade 1 apresen- )
tou a miscigenacdo brasileira como assunto ol T, N .
inicial, abordando a diversidade dos grupos -7 g
populacionais do nosso pafs. Qual dos contetidos 27T %
trabalhados durante esta unidade se relacionam 3+ ;
com este tema? 4+ “’
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Ampliando
fronteiras

Os nimeros governam o
mundo

Pitagoras (c. 585 a.C.-500 a.C.) liderava uma comu-
nidade filoséfico-religiosa, a escola Pitagérica. Um dos
lemas dessa comunidade se destacava como “os nu-
meros governam o mundo”. Nesse contexto, “‘nimero”
se restringia aos inteiros positivos, admitindo-se tomar
razdes entre esses nimeros, formando as fragdes.

A descoberta de que os inteiros e suas razdes nao
eram suficientes para descrever simples propriedades
basicas praticamente demolia a base da fé pitagérica
nesses nimeros. Comumente se supde que a percep-
¢ao veio em uma aplicagao do teorema de Pitagoras
a0 comparar a diagonal de um quadrado com seu
lado. Nao importa o quao pequena se tome a unidade
de medida, o lado e a diagonal do quadrado sao seg-
mentos incomensuraveis, ou seja, um nao pode ser
medido pelo outro e expressar essa medida com um
nimero racional. Mas ha outros modos pelos quais a
descoberta pode ter sido feita, cujas circunstancias e
época que a rodearam sdo incertas.

Grandezas irracionais

Assim como os nimeros naturais, inteiros e racionais, os niime-
ros irracionais sao conhecidos e estudados atualmente. Mas nem
sempre foi assim. A seguir, apresentamos alguns fatos que marca-
ram a trajetoria do seu desenvolvimento.

Nimeros irracionais

A solucao exigida e finalmente adotada era a de
ampliar o conceito de ndmero. Novos nimeros tive-
ram de ser considerados, e 0s que ndo eram racionais
passaram a ser chamados irracionais (o que signifi-
ca nio racionais). O desenvolvimento desses néime-
ros assinala um dos grandes marcos na Histdria da
Matematica.

Desse modo, adotando uma unidade de compri-

mento qualquer,todo segmento de reta pode ter uma
medida numérica.

Izaac Brito/ASC Imagens

Antes do desenvolvimento dos ndmeros irracionais, acreditava-se que, dados dois
segmentos de reta, sempre seria possivel encontrar o terceiro, talvez muito pequeno, de
modo que coubesse um ndmero inteiro de vezes em cada um dos segmentos dados.
Isso trazia a intuicao de que sempre seria possivel determinar uma distancia fixa entre
dois n6s consecutivos em uma corda, por mais proximos que eles estivessem, de modo
que dividiria um ndmero inteiro de vezes em cada uma das cordas de comprimentos

arbitrarios.
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Construindo alguns
segmentos de medidas
irracionais

A partir da diagonal de um quadrado de lado unitario, é
possivel construir outros segmentos cuja medida seja um
numero irracional. Ao lado, esta apresentada a construgao

dos segmentos de medidas V2,V3e V.

Sergio Lima/ID/BR

I} Vocé concorda com a afirmacio da escola pitagérica de que “os nlmeros governam o
mundo"? Justifique.

5} Por que a filosofia pitagérica foi abalada?

[4 utilizando régua e compasso, esboce um segmento de medida V7, da mesma maneira como
foi apresentado para a construgdo dos segmentos de medidas V2,V3e V5. Siga as orienta-
¢oes do professor para essa tarefa.

Representacao artistica do
calculo da diagonal de um
quadrado, utilizando cordas.

Fontes de pesquisa: BoYEeR, Carl Benjamin; UTa C. Merzbach.

Histéria da matemdtica.Trad. Helena Castro.

3 ed. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 2012

EVES, Howard. Introducdo a histéria da matematica.

Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

LIMA, Elon, Lages et al. A matemadtica do Ensino Médio. 10 ed. v. 1. Rio de Janeiro: SBM, 2012 .
(Colegao do Professor de Matematica).

Ao medir a diagonal d de um
quadrado, cujo lado mede
uma unidade de comprimento,
obtemos um ndmero que

nao é racional. Do teorema de
Pitagoras, temos:

@=1+7
d’=2
d=V2

Nao escreva no livro. 65




a capitulo 3
Funcao afim

a capitulo 4
Funcao
modular

a capitulo 5
Funcao
quadratica

Atualmente, a geracdo de energia edlica tem crescido consideravelmente gracas a alguns
fatores, como a necessidade de alternativa para as fontes nao renovaveis. Por ser proveniente
dos ventos, ela é bem aproveitada em épocas de secas, funcionando assim como um
complemento na producao das usinas hidrelétricas, cujos reservatérios de agua diminuem

nesse periodo.

A quantidade de energia produzida por uma turbina edlica pode ser determinada a partir de
sua poténcia e do tempo de atividade, assunto associado ao contetdo de funcao afim, que sera
abordado nesta unidade.

N&o escreva no livro.




Nesta unidade, vocé vai estudar o comporta-
mento das fungdes afim, modular e quadratica,
associando-as a algumas aplicagbes, como juro

simples e proporcionalidade.

N&o escreva no livro.

Turbinas do Complexo
Eélico Uniao dos Ventos, em
Sio Miguel do Gostoso (RN),

retratadas em 2015.

A grandiosidade das instalagdes em
uma usina edlica se comprova no
tamanho das pas da hélice de uma
turbina, que podem medir cerca de
80 metros de comprimento, fixadas a
mais de 100 metros acima do solo.
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Funcao afim

No capitulo anterior estudamos o conceito de funcao e suas caracteristicas. Agora, vere-
mos com mais detalhes a funcdo cuja representacdo grafica € uma reta.

#ADefinicao de funcao afim

O salario de Flavia, que trabalha em uma perfumaria, varia de acordo com um valor cha-
mado comissdo, que se refere a 5% do total de vendas realizadas em um més. Adiciona-se

a isso o valor de seu salario fixo, R$ 1400,00.

Podemos atribuir diferentes valores, em
reais, para as vendas e obter outros referen-
tes ao salario de Flavia. Por exemplo, se em
um més elavender R$2 500,00 em produtos,
seu salario serd R$ 152500, pois:

_2 _.25004 1400 =

100
= 0052500 + 1400 =

=125 + 1400 = 1525

Portanto, o salario de Flaviasera R$152500.
No Brasil, em 2014, o setor de

perfumaria e cosméticos movimentou
aproximadamente 100 bilhdes de reais.

Desta maneira, confirmamos que a remuneragao de Flavia depende do valor das vendas reali-
zadas em um més ou, em outras palavras, que seu salario (varidvel dependente) varia em funcio
do valor dessas vendas (variavel independente). Veja mais exemplos no quadro a seguir.

Vendas realizadas em um més (R$)

Salario de Flavia (R$)

3000 0,05-3000+1400=1550
4000 005-4000+1400=1600
5200 005-5200+1400=1660
12800 0,05-12800+1400=2040

005-v+1400

Relacionando as grandezas vendas realizadas em um més (v) e salario mensal de Flavia (S ( v)),

podemos escrever uma fun¢ao dada por:

salario mensal de Flavia

vendas realizadas em um més

U 1
S(v) = 005 - V. +1400
comissao valor fixo

capitulo 3 Funcdo afim

N&o escreva no livro
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Uma funcao f: R — R é chamada afim se tiver coeficientes reais a e b tais que
f(x) = ax + b paratodo x € R. Também podemos representar uma funcdo afim
pory = ax + b.

Veja alguns exemplos de lei de formacao de funcao afim.
*f(x)=5x+6 *f(x)= —x+ 3 o f(x) = 2x *f(x) = —6

MAGrafico da funcao afim

E possivel representar a funcio afim por meio de um grafico no plano cartesiano.
Para isso, tomamos a lei de formacao da funcdo e atribuimos valores reais quaisquer a
variavel independente, obtendo os valores correspondentes, também reais, para a variavel
dependente.

Observe uma maneira de esbocar o grafico da fun¢do afim dada pela lei de formacao
f(x)=2x — 2.

Inicialmente, atribuimos alguns valores para a variavel independente x e obtemos valores
correspondentes para a variavel dependente f(x), determinando assim pares ordenados (x, y).
Em seguida, representamos no plano cartesiano os pontos determinados por esses pares
ordenados.

Como x pode assumir qualquer valor real, podemos atribuir infinitos valores para x, obtendo
valores correspondentes para y. Os infinitos pontos cujas coordenadas satisfazem a lei de
formacao dada formam o grafico dessa funcao.

X fx)=2x=2 (xy)

S| fs)=2 (2= —2-2= -4 | (-1-4)

0 f(0)=2:(0)—2=0-2= -2 (0,-2)

1 f)=2-1-2=2=2=0 (10)

2 fl2)=2-2-2=4-2=2 (2.2)
y

Sergio Lima/ID/BR
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E possivel demonstrar que trés pontos quaisquer do grafico de uma funcio afim sio colineares,
ou seja, existe uma reta que contém esses pontos. Logo, o grafico da fun¢ao afim é uma reta nao
vertical e, para defini-la, basta determinar dois de seus pontos, distintos entre si.

Sergio Lima/ID/BR
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MFuncao crescente e funcao decrescente

No capitulo 2 estudamos o conceito de funcdo crescente e de fun¢dao decrescente. Apli-
cando esse conhecimento ao estudo da fungao afim, podemos dizer que uma funcaof:R - R
definida pela lei f(x) = ax + b,coma,b ERea # 0 é:

* crescente, se para todo X, ex,, comx, <X,, tivermos f<x1) < f(x2 );
* decrescente, se para todo x, e x,, com x, < x,, tivermos f(x1> > f(xz).

Vamos analisar as fungoes afins cujas leis de formagao sdo f(x) = 3x + Te g(x) = —x + 3.

Como o grafico de uma funcao afim é uma reta, podemos tomar apenas dois elementos
desse dominio para verificar se a funcdo é crescente ou decrescente.

3) Exemplos
a) f(x)=3x+1
Dados x,, x, € Re x, < x,, segue que:
X, < x,=3x, < 3x,=3x, + 1< 3x,+ 1=f(x,) < fx,)
Assim, a funcdo afim dada por f(x) = 3x + 1é crescente.
b) g(x) = —x + 3
Dados x,, x, € Re x, < x,, segue que:
X, < X, = =X, > —X, = —Xx, + 3> —x, + 3 =f(x,) > f(x,)

Assim, a funcao afim dada por g(x) = —x + 3 é decrescente.

capitulo 3 Funcdo afim Nao escreva no livro



R1.Esboce o grafico da fungdo afim definida por f(x) = —

X 43

Como f é uma funcdo afim, seu grafico é X

uma reta nio vertical determinada por A y=f)= 5 +3 (xy)
dois pontos. Com isso, escolhemos dois

elementos distintos do dominio de fe cal- 0 f(0)= —%+3=3 (03)
culamos f(x) correspondente, obtendo as-

sim as coordenadas (x,y) de dois pontos. 4 f(4)= _%4_3 = (4,1)

Indicando as coordenadas (0,3) e (4,1) no plano cartesiano, tracamos uma reta que passa por
esses pontos e obtemos um esbogo do gréfico da funcao f.

\3, (0,3)

Sergio Lima/ID/BR

1. Entre as leis de formacdo apresentadas a seguir,
determine quais nao sao de funcdo afim. Justifique.
1) f(x) =2x—5— 4x
) gx) =x(x—3)—1
m) h(x) = ix —2x +1
V) p(x) =5(5—x) + 2x
Agora, para os casos de fun¢ao afim que vocé
identificou:
a) esboce no caderno a sua representaco grafica;

b) classifique-as em crescente ou decrescente.

2. Escreva a lei de formagao da funcao:
a)q [0,2000] - [0,10 000] que determina a quanti-

dade q(t) de 4gua em um reservatério inicialmente
com 10000 L, em fun¢ao do tempo t, em minutos,
sabendo que sdo retirados, de maneira constante,
5L por minuto, até esvaziar completamente.

b) p: [0,500] - [0,1 625] que determina o prego p(q)
de uma quantidade g, em quilograma, de batata
vendida por R$ 3,25 o quilograma.

c)c [0,300] N [0,3660] que determina o custo ¢(m)

da producao de m metros quadrados de um tecido
com custo fixo de R$60,00 mais um custo varia-
vel de R$12,00 por metro quadrado produzido.

N&o escreva no livro.

3. Um automével se encontrava inicialmente parado

em um semaforo. No instante em que o semaforo
abriu, esse automavel iniciou um movimento uni-
formemente acelerado. A cada segundo, sua veloci-
dade aumentava em 1,6 m/s.

a) Escreva a lei de formacdo da funcdo v que ex-
pressa a velocidade do automével, em m/s, no
instante t, em segundos, durante o movimento
uniformemente acelerado.

b) Sabendo que o movimento uniformemente ace-
lerado durou 12 segundos, qual deve ser o domi-
nio da fungao v?

) Se o automével mantivesse a mesma aceleracio
desse movimento, em quantos segundos apos
abrir o seméaforo o automével poderia atingir a
velocidade de 60 km/h?

. Em determinada cidade, o valor da bandeirada em

uma corrida de taxi é R$ 4,50 na bandeira 1, e 0

valor do quilémetro percorrido é R$ 2,75.

a) Qual é o preco de uma corrida de 6 km na ban-
deira 1? E de uma corrida de 10 km?

b) Escreva no caderno a lei de formacdo de uma
fungao p: R, = R, para determinar o preco de
uma corrida de taxi nessa cidade na bandeira 1,
de acordo com a quantidade g de quildmetros
percorridos.
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5. (Enem/Inep) As frutas que antes se compravam por ddzias, hoje em dia, podem ser compradas por quilogra-
mas, existindo também a variagao dos precos de acordo com a época de producao. Considere que, indepen-
dente da época ou variacdo de prego, certa fruta custa R$ 1,75 o quilograma.

Dos graficos a seguir, 0 que representa o preco m pago em reais pela compra de n quilogramas desse produto é:

e)

1,75

a) c)
m m
1,75 1,75
n
1 1
b) d)
m
175 175
n

6. O prefeito de determinada cidade abriu uma licita-

cdo para construcao de ciclovias, na qual duas em-
presas se candidataram para fazer o servico.

Licitagdo: escolha, por concorréncia, de uma fornecedora de materiais e/ou
servicos para érgdos publicos, de acordo com edital publicado.

A empresa A cobrou um valor fixo de
R$ 800 000,00 mais R$ 220 000,00 por quiléme-
tro construido. A empresa B cobrou um valor fixo
de R$ 400 000,00 mais R$ 240 000,00 por quil6-
metro construido.

a) Escreva uma expressao para calcular o orcamento
de cada uma das empresas para construir x quild-
metros de ciclovias.

b) Calcule o valor cobrado por empresa para a

construcao de:
* 10 km de ciclovia * 70 km de ciclovia
* 5 km de ciclovia

¢) Para quantos quilémetros de ciclovia construida
o valor cobrado pelas empresas serd o mesmo?
Qual seria o valor?

capitulo 3 Funcdo afim

d) Considerando o aspecto econémico e sabendo
que a qualidade dos servicos prestados pelas
empresas é a mesma, verifique qual delas deve-
ria ser contratada pela prefeitura para a constru-
cdo de 50 km de ciclovia. Justifique.

. Em um dos planos de locacao de carros, o clien-

te paga R$ 500,00 por sete dias, sem taxa adi-
cional até 700 km rodados. Caso ultrapasse essa
quilometragem, é cobrado mais R$ 0,35 por qui-
[6metro excedido, até completar o excedente de
2000 km.
a) Escreva a lei de formacao da funcao
Vi [O,ZOOO] —R que determina o valor v(q) de
uma locagdo semanal em funcdo da quantidade g
de quildmetros excedentes aos 700 km.

b) Quanto um cliente paga pelo aluguel semanal do
carro se ele exceder os 700 km em:

* 70 km? * 10 km?
* 150 km? ° 65 km?

N&o escreva no livro
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#ACoeficientes da funcao afim

A seguir,vamos verificar algumas caracteristicas do grafico da fungao afim levando-se em
consideracao os coeficientes a e b.

Em uma funcdo afim, o coeficiente a é chamado taxa de variacdo e o coeficiente b,
coeficiente linear.

coeficiente linear
A4

fx)= gx+B
— AL

taxa de variacao

Quando o coeficiente a é positivo (a > 0), a funcdo afim é crescente.

3) Exemplo
fo)=x+3

X f(x)=x+3 (x,y)
-3 | f(-3)=-3+3=0 (-30)

> Se a>0,0 graficode f
é uma reta ascendente
quando se observa da
esquerda para a direita.

0 fl0)=0+3=3 (0,3)

Quando o coeficiente a é negativo (a < 0), a funcdo afim é decrescente.

3) Exemplo
y
fo)= —2x+2 \
o\ (0,2)
X f(x)= —2x+2 (x,y) 11 > Sea<0,0graficodefé
B B . (1,0) uma reta descendente
0 | f(0)=—2-0+2=2] (02) ol N\ 2 X quando se observa da
1 f(1)= =2-1+2=0 (1,0) 11 esquerda para a direita.
24

O grafico de uma funcao afim intersecta o eixo Oy no ponto de coordenadas (O, b).

De fato, em uma funcao f: R — R dada por f(x) = ax + b, se x =0, entao
f(0)=a-0+b=0b

3) Exemplos
a) fo)=x—1 y
3--
21 O grafico da funcao f: R - R dada por
1+ f(x)=x—1 intersecta o eixo Oy no

: —t onto de coordenadas (0, —1), pois
AT p (0,-1) p

/7 0,1 fl0)= —1.
2--

N&o escreva no livro. 73
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b) g(x)= —3x+2

O grafico da funcao g: R—R dada
por g(x)= —3x + 2 intersecta o eixo
Oy no ponto de coordenadas (0,2),

pois g(0) = 2.

A funcao f: R — R definida por f(x) = x para todo x € R é chamada funcao identidade.

A funcao identidade é um caso particular de funcao afim, pois pode ser representada

naformaf(x)=ax+bcoma=1eb=0.

o) =x
y
/ 3T > A funcdo identidade
X Jop =~ (xy) 24 é crescente (a > 0)e
0 fla)=0 (0,0) 11 % Ze;igoré;ico intersecta
L i )y no ponto
1 f(1)=1 (1,1) <t T de coordenadas (0,0). |
_2--

A funcao f: R — R definida por f(x) = b para todo x €R é chamada funcao constante.

A funcao constante é outro caso particular de funcao afim, pois pode ser representa-

danaformaf(x)=ax+bcoma=0ebe&R.

3 Exemplo
o= 3
y
14 > O grafico da funcdo
X fx)=—3 (x,y) L L constante é uma reta
-2 -10 1 2 x _ |paralelaao eixo Ox
-1 | f(=1)=-3 | (-1-3) 1T ! ¢ |equeintersectao
2 ! £ | eixo Oy no ponto de
2 2)= -3 2,-3 . | 3
f2) ( ) = b 5 | coordenadas (0,b).
44 %

Para efetuar a translagao vertical do grafico de uma funcao afim, basta adicionar a
funcdo uma constante real diferente de zero. Sendo a constante positiva, o grafico é
transladado para cima. Se a constante for negativa, o grafico é transladado para bai-
x0. Veja, a seguir, 0 exemplo da funcao afim dada por f(x) = —x

capitulo 3 Funcdo afim
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O grafico da fungao h resultou de uma translacdo de 2 unidades para cima em re-
lacao ao grafico da funcao f. Neste caso, adicionamos a funcdo f uma constante de
valor positivo (2), obtendo o grafico da funcao h.

Para cada valor de x, a ordenada h(x) = —x+ 2 é obtida adicionando-se 2 unidades
a ordenada f(x) = —x. Isto significa que para cada ponto do grafico de f correspon-
de um ponto do grafico de h, obtido ao deslocar o primeiro 2 unidades para cima.

f(x)=—x y

De modo semelhante, obtém-se o grafico de m a partir do grafico de f, deslocando
este Gltimo 1 unidade para baixo.

M#Zero da funcao afim

Vimos no capitulo 2 que o zero de umafuncao f é todo valorde x& D(f) tal que f(x)=0.No
caso da funcao f: R—R definida por f(x) =ax + b, com a e b reais e a # O, para determinar
0 seu zero basta determinar o valor x tal que f(x) = ax + b =0, ou seja, € necessario resolver
aequacao ax+b=0.

Geometricamente, o zero da fungao afim é a abscissa do ponto em que o grafico dessa
funcdo intersecta o eixo Ox.

Veja como determinar, algebricamente e geometricamente, o 3
zero da funcao afim dada por f(x) = 2x —4. Y,
< 2,0
* Resolvendo a equagao 2x — 4 = 0, temos: — a ;
~1 30X

2x—4=0:>2x=4$x=74=>x=2

Logo o zero desta fungdo afim é 2.

- O grafico intersecta o eixo Ox no ponto de coordenadas (2,0). 5+
Logo o zero desta fungao € a abscissa do ponto de coorde- ~6+
nadas (2,0), ou seja, 2.

llustragGes: Sergio Lima/ID/BR

R2.Em certa cidade, a tarifa mensal de dgua nas residéncias é estabelecida de acordo com a faixa de consumo.
Observe a seguir.

Faixa de consumo Valor cobrado a) Escreva a lei de formagdo da fungao v: R, - R
que associa o valor cobrado (v (x)), em reais, ao
de O m?até 10 m? R$ 32,00 por més consumo mensal de agua (x), em metros clbicos.
' L , , b) Determine o maior intervalo do dominio em que
acima de 10 m® até 40 m R$ 3,80 por m 3 fungéo V& constante.
acima de 40 m? R$ 6,10 por m?

N&o escreva no livro. 75




a) De acordo com o quadro, a tarifa de 4gua é cobrada conforme trés faixas de consumo. Logo
a fungdo que associa o valor cobrado (v (x)) ao consumo de agua (x) é definida por mais de
uma sentenca.

Para x de 0 m?® até 10 m? o valor cobrado

2 3
& Fesl 2 B 320000, o sl 60 © <2 = 10 Consumo de agua (m ) Valor cobrado (R$)

temos v(x) = 32. il 11-380=4180
Para x acima de 10 m? até 40 m? pode- 2 12+3,80 = 4560
mos construir um quadro relacionando 1 1 494
o valor cobrado ao consumo de agua ’ 3:380=4340
mensal.

= =
Logo se 10 < x < 40, temos v(x) = 3,8x. « X-380 = 38x

Para x acima de 40 m? também podemos

i . Consumo de agua (ma) Valor cobrado (R$)
construir um quadro relacionando o valor

cobrado ao consumo de agua mensal. 41 41-6,10 = 250,10
Logo se x > 40, temos v(x) = 6,1x. 42 42-610 = 256,20
Portanto, a fungao v: R, — R é dada por 43 43-6,10 = 262,30

32,s5e 0=<x=<10
v(X) = ¢38x;5e10 < x < 40
6,1x; se x > 40

X x-6,10=6,1x

b) A funcdo constante possui lei de formacao do tipo f(x) = b, com b € R. A (nica sentenca
da fungdo v correspondente a uma fun¢ao constante esta definida para 0 < x < 10.

Portanto, o maior intervalo do dominio em que a fungdo v é constante é [0,101.

8. Classifique em crescente, decrescente ou constante a fungao afim definida por:
a) fx)=4x+2 b) g(x)=20 c) h(x)=—x+5 d) m(x)=12—5x

9. Em cada item, determine o zero da funcdo afim e a ordenada do ponto em que seu grafico inter-
secta o eixo Oy sabendo que a funcdo é definida por:

a) 00 = x +3 b) g(x) = —5x + 1 c)h(x)=ZTX—8 d) mix) =12 — 2x

10. Considere a funcao f: [—3, 8] — R definida por:
2x +4,5se —3=x=<0
f(x)=« 4,se0<x=<14
12 —2x,5e 4 < x<38
a) Em uma malha quadriculada esboce o grafico da funcao f.

b) Em quais pontos o grafico da funcio fintersecta o eixo Ox? E em qual ponto o grafico intersec-
ta o eixo Oy?

¢ ) Determine no caderno intervalos do dominio em que a funcdo f é:

* crescente; e decrescente; * constante.

76 capitulo 3 Funcdo afim Ndo escreva no livro.



11. No dia 22 de julho de 2015, a cota¢do, em reais, de
fechamento do délar americano no Brasil para
compra foi 3,2094 e para venda, 3,2088.

a) Escreva no caderno a lei de formacdo de uma
funcdo c: N — R que expresse o valor em reais,
nesse dia, de uma quantia x de délares america-
nos para:

° compra; ° venda.
b) As fungbes que vocé escreveu no item a sao

crescentes ou sdo decrescentes? Justifique.

12. Desafio \ Considere as funcdes afins f: R—>R e

¥ g: R—>R em que f(4)= g(4). Sabendo que f é
crescente e g é decrescente, podemos afirmar
que o coeficiente linear de f é menor do que o coe-
ficiente linear de g? Justifique.

«
-

13. Durante o tempo em que estd empregado, todo
trabalhador com registro em carteira contribui com
0 INSS (Instituto Nacional do Seguro Social) com
uma porcentagem do seu salario. O INSS utiliza es-
sas contribuicdes para o pagamento de aposenta-
doria, entre outros beneficios. Observe a tabela de
contribuicdo.

Porcentagem do sa A
para o INSS valida e

Salario do contribuinte Porcentagem
até R$ 139912 8
de R$1399,13 9

até R$ 233188

de R$2331,89

1
até R$ 466375

Fonte de pesquisa: Ministério da Previdéncia Social. Disponivel em:
<www.previdencia.gov.br/servicos-ao-cidadao/todos-os-servicos/gps/
tabela-contribuicao-mensal>. Acesso em: 18 ago. 2015.

Para salarios maiores do que R$ 4 663,75 o valor
da contribuicao mensal é fixo e corresponde a
R$ 513,01.

De acordo com os dados apresentados, resolva
no caderno as questdes a seguir.

a) Escreva a lei de formacdo de uma funcdo que ex-
presse o valor, em reais, da contribuicdo mensal
com o INSS, em fungdo do salario do contribuinte.

b) Determine o valor da contribuicdo ao INSS de um
trabalhador cujo salario é:

* R$1550,89
* R$ 890,13

* R$3340,56
° R$6133,03

N&o escreva no livro.

14. Em um plano cartesiano foi representado o grafico
da funcao m: R — R definida por m(x) = —%x + 2.

Em seguida representou-se o grafico da funcao

n:R — R obtido por meio da translacao do grafico
de m.

Sergio Lima/ID/BR

a) Determine no caderno a lei de formagdo da
funcdo n.

b) Qual é alei de formacao da funcdo p: R — R cujo
grafico é uma translacdo de 3 unidades para bai-
x0 em relagao ao grafico da funcao m?

15. (Enem/Inep) No Brasil ha varias operadoras e pla-
nos de telefonia celular.
Uma pessoa recebeu 5 propostas (A, B, C, D e E) de
planos telefonicos. O valor mensal de cada plano
esta em funcdo do tempo mensal das chamadas,
conforme o gréfico.

z A E
©
© 70 4
3
) D
5 60] .
C
2 50 /B
8 A
£ 40
30
20
10 g
£
; >
10 20 30 40 50 60

Tempo mensal (em minutos)

Essa pessoa pretende gastar exatamente R$ 30,00
por més com telefone.

Dos planos telefénicos apresentados, qual é o
mais vantajoso, em tempo de chamada, para o
gasto previsto para essa pessoa?

a)A b) B c)C d)D e)E
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MProporcionalidade e funcao linear

A seguir, vamos ampliar o estudo da funcdo afim relacionando-a com a no¢ao de propor-
cionalidade direta.

Em muitas cidades existem restaurantes que vendem refei¢des cujo pre¢o varia em fungao
da massa de comida colocada no prato. Funciona da seguinte maneira: o cliente monta
seu prato escolhendo entre as diversas
opgoes de alimentos, depois verifica a
massa, em quilogramas, dessa por¢ao de
comida. Assim, o valor a ser pago, em reais,
é proporcional a massa, em quilogramas.

Comer fora de casa pode ser um desafio

para guem deseja manter uma alimentacao
saudavel. Pensando nisso, muitos restaurantes
oferecem, para escolha do cliente, op¢des

saborosas que atendem as necessidades
nutricionais diarias.

Fotomontagem de Eduardo dos Santos criada com as fotografias

A imagem da balanga mostra que o preco (em R$) do quilograma custa R$ 29390. Como a
massa de alimento no prato é 0,400 kg, o valor a ser pago é R$ 11,96. Com essas informacdes,
podemos construir um quadro com outros valores para a massa (m) a fim de obter os valores
a serem pagos (v(m)) e depois representar essa situacao por meio de um gréfico.

massa (kg) valor a ser pago (R$) Valor (R%)
0200 29900200 =598 T R e N :
0,400 2990 - 0,400 = 1196 23,02 4o :
0600 2990+ 0600 = 1794 1R GIT 7 7 . | |
1 1 1
0,800 2990-0,800 = 2392 11,96 ~"""""">> ; | | | g
59812 A T R £
m 2990 m=299 m 0 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000 Massa (kg) "

Asituacao acima foi representada por meio de uma funcao v cujo dominio sao os nimeros
reais nao negativos m e cuja lei de formacao é v(m)=299 m. Nesse caso, é necessario
restringir o dominio, pois nao faz sentido atribuir valores negativos para a massa.

Sejaa€R. Afuncao f: R—R definida por f(x) = ax para todo x ER é chamada
funcao linear. A funcdo linear € um caso particular de fun¢ao afim.

A funcao linear é o modelo matematico para situacdes que envolvem proporcionalidade.
Uma proporcionalidade direta, o que chamaremos apenas de proporcionalidade, é uma
funcao f: R — R tal que f(cx) = ¢ - f(x), para todo x e c reais.

Se f(cx) = ¢ - f(x) para todo x e c reais, entdo podemos escrever a = f(1) e assim
obter fic) = flc-1) = c-f(1) = c- g, ou seja, f(c) = ac para todo c real. Utilizando a notagdo
de funcao linear apresentada anteriormente, temos a funcao f: R — R definida por f(x) = ax
paratodo x € R.

capitulo 3 Funcdo afim Nao escreva no livro

Titanchik, svry e Alexander Bark/Shutterstock.com/ID/BR



Voltando ao caso dos restaurantes da pagina anterior, a funcao dada por v(m) =299 - m é
da forma f(x) = ax.

Como o valor a ser pago € proporcional a massa de comida, podemos determinar a cons-
tante de proporcionalidade:

598 _ M96 _ 194 _ 2392 _ ..
0200 0400 0600 0800 '

N

constante de proporcionalidade

Comparando a fungao dada por v(m) = 299 - m e a funcao linear dada y
por f(x) = ax verificamos que a constante de proporcionalidade equi-
vale numericamente a constante a da funcao linear, ou seja, a taxa de 37
variacao da funcao afim. 2T
O grafico da funcdo afim é uma reta que intersecta o eixo Oy no 1/0. 0)
ponto de coordenadas (O,b). Como a funcao linear é um caso parti- ,:3 ,:2 ,:1 1 2 3 X
cular de funcao afim na forma f(x) =ax + b, com b =0, obtemos yal
f(0) =a-0+ 0= 0.Logo o grafico dessa fungdo intersecta o eixo Oy
no ponto de coordenadas (O, O), ou seja, na origem do plano cartesiano. -37

MTaxa de variagao

De modo geral, dados x e (x + h) nlimeros reais e com h # 0O, determinamos a taxa de
f(x + h) — f(x)
. No
h
caso especifico da fungdo f: R — R definida por f(x) = ax + b, ataxa de variagao é a constante a.

variacao de uma fungao f no intervalo de extremos x e (x + h) como

De fato, a taxa de variacdo da fun¢ao afim é dada por: y

f(x-l—h)—f(x) A a-(x+h)+b—(ax+b)
h a h

ZQ%Jrah:lvb/—/ax/r/E _ ah
h h

=a

+ h)—
Logo f(x h) o) =a.

Podemos calcular ataxa de variacao de uma funcao afim f conhecendo dois pontos distintos

<X1, <x1)) e <x2, f(x2>) de seu grafico. Observe como determi-

nar a taxa de variacdo de uma funcdo afim dados f(3) =1e

f(6) = 4.

fa) = f(x) _ f6)—f3) _ a1
X, = X, 6—3 3

3
_ _3
a 3

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

N&o escreva no livro. 79
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MEstudo do sinal da funcao afim

Estudar o sinal de uma funcao f significa determinar os valores reais de x para os quais

f(x) >0, f(x) < 0ouf(x)=0.

3) Exemplos
a) f)=x—2

y

'3'2'110/2'3 x

*Se f(x) = 0, temos:

Xx—2=0=>x=2
* Se f(x)> 0, temos:

X—2>0=x>2
* Se f(x) <0, temos:

X—2<0=x<2

Como a taxa de variagdo dessa fungdo é positiva (@ = 1> 0),
a funcao é crescente.

Esquematicamente, podemos representar o estudo do sinal dessa funcdo afim cres-
cente da seguinte maneira:

No esquema ao lado, o sinal + indica imagens positivas e o si-
nal — indica imagens negativas.

Em resumo, para a fung¢ao f tal que f (x) = x — 2, temos:
x<2=f(x)<0
x=2=fx)=0
x>2=fx)>0

*Se g(x) = 0, temos:
—3x+3=0=3x=3=x=1
* Se g(x) >0, temos:
—3x+3>0= —3x>-3=x<1
*Se g(x) <0, temos:
—3x+3<0= 3x<-3=x>1

Como a taxa de variagdo dessa fungao é
negativa (o = —3 < 0) a funcdo é decrescente.

Esquematicamente, podemos representar o estudo do sinal dessa fun¢do afim
decrescente da seguinte maneira:

llustrades: Sergio Lima/ID/BR
45

1\ X

capitulo 3 Funcdo afim

No esquema ao lado, o sinal + indica imagens positivas e o
sinal — indica imagens negativas.

Em resumo, para a fungao g tal que g (x) = —3x + 3, temos:
x<1=g(x)>0
x=1=g(x)=0
x>1=g(x)<0

N&o escreva no livro



b) Como a constante de proporcionalidade corres-
ponde ao coeficiente a da funcdo linear, entdo
a constante de proporcionalidade da fungao
dada por R(d) =100d é igual a 100.

R3.0bserve o mapa do estado do Amapa localizado
na regiao Norte do Brasil.

GUIANA FRANCESA
(FRANGA)

R4.0 grafico a seguir apresenta a funcdo T: A >R,

°
4
— M - Z
z
-
Paula Radi/ASC imagens

P e | V= comA= {x e ]R|x > —27315 } que relaciona as
\ escalas de medidas de temperatura Celsius (°C)
‘ A?Lc:;‘%go e Fahrenheit (°F).
Calgoent.e\
, ﬁ\ Temperatura (°F)
I AMAPA
307°00,32)
. Serrado
PA \‘\ Navio ° { 204
( =
Equador Macaf)a Z}Q/ 10
Deo K
& :
N //ﬁ A : : :
0 100 200 km X"f”’/ T / —-20__—=10___0] 10 Temperatura (°C)
SN (~20, —4)

Fonte de pesquisa: ATLAS geografico escolar. 6. ed.

Ryftle Janeiro: [BGE, 2012 Determine a taxa de variacdo da funcio T.
Em um mapa é possivel medir a distancia, em
cm, entre duas cidades para obter a distancia
real em linha reta, em km, a partir da escala

indicada nele.

Dado o grafico que representa a funcio T e dois
pontos distintos pertencentes a ela, determina-
mos a taxa de variagao de T por meio da expres-

T(x + h) — T(x)
———— — comxe (x+hjemAe

a) Escreva uma fungdo que determine a distancia
real em linha reta (R (d) ), em km, entre duas
localidades conforme a distancia d medida no
mapa, em cm.

sao
h # 0.
Tomando os pontos (—20,—4) e (0,32) indica-
dos no grafico, temos:

h=0-(-20)=20

T(x + h)—T(x)=32—(—4) =36

b) Qual a constante de proporcionalidade da
funcdo escrita no item anterior?

a) Pela escala do mapa, sabemos que 1cm corres-

ponde a 100 km, portanto, para obter a fun- °F
cdo R, construimos um quadro relacionando (0, 32) /
a distancia real a distancia indicada no mapa. 307
Distancia no mapa (cm) | Distancia real (km) 20
T(x+h)—T(x)=
1 1-100 =100 AL
101 g
2 2-100 =200 z
3 3-100 =300 —3 ““__1'_(2_“9_ 10 " 53"
: '(—20, —4) g
Ry — 3
d d-100 =100d h=20 B

Observe que o dominio e a imagem da fun-
¢a0 R sdo os reais nao negativos.

Portanto, a funcao R: R |

R(d) = 100d.

N&o escreva no livro.

— R, é definida por

Portanto, a taxa de variacao da funcdo T é dada

por:

T(x + h) — T(x)

h
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16. O lixo eletronico refere-se a todo residuo material pro-

82

duzido a partir do descarte de equipamentos eletronicos
que nao pode ser reaproveitado, como computadores,
telefones celulares, notebooks e cameras digitais. No
entanto, isso tem gerado um grande problema ambiental
quando nao é descartado em locais adequados.

Ernesto Reghran/Pulsar Imagens

Lixo eletrénico encaminhado a uma organizacao nao
governamental de reciclagem em Londrina (PR), em 2015,

a) O quadro apresenta a quantidade média de lixo
eletronico produzido anualmente no Brasil em
funcao da quantidade de pessoas, supondo que
uma pessoa produza, em média, 2,6 kg de lixo ele-
trénico por ano.

Quantidade Lixo eletrénico produzido
de pessoas anualmente (kg)

10 26

20 52

30 78

40 104

50 130

60 156

capitulo 3 Fungdo afim

17.

18.

19.

20.

21.

Segundo o IBCE, a proje¢ao da populagao brasi-
leira em 23 de julho de 2015 era de 204 566 288
pessoas. De acordo com essas informagdes,
quantas toneladas de lixo eletronico seriam
produzidas anualmente por essa populacdo?

b) A relacdo entre a quantidade de pessoas e a
quantidade média de lixo eletrdnico produzido,
representada no quadro, é uma relacdo de pro-
porcionalidade? Justifique.

¢) Qual é a constante de proporcionalidade entre as
grandezas quantidade de pessoas e quantidade
média de lixo eletrénico nesse caso?

Camila passou a economizar mensalmente R$ 150,00
de seu salario, a partir do més de seu aniversario,
para uma viagem que custara R$ 1800,00.

a) Qual é a lei de formacéo da funcao f: N—N que
relaciona o tempo x, em meses, com a guantia
economizada f(x), em reais?

b) Mantendo essa economia, em quantos meses

Camila tera dinheiro suficiente para realizar essa
viagem?

Escreva no caderno a taxa de variacdo da funcao
afim definida por:

a)y=5x-3 b)y=%x c)y=5

Uma fabrica produz pecas com um custo de
R$ 6,50 por unidade produzida. De acordo com es-
sas informagdes, escreva no caderno:

a) a lei de formacdo de uma funcao f: N—R que
forneca o custo total de x pegas;

b) o custo de 100 pegas;

) ataxa de variacdo da fungdo f.

Estude o sinal de cada funcao afim definida a seguir.
a)f(x)=2x—3

b) f(X)=x+2

) fx)=—-2x—8

d) fx) = §+ 2

Dada a funcao afim definida por f(x) = 4x + 16, de-
termine o que se pede.

a) Afuncao f é crescente ou decrescente? Justifique.
b) Calcule o zero da funcao f.
¢) Esboce o grafico da funcio f.

d) Faca o estudo do sinal da funcdo f.

Nao escreva no livro.



Dignidade no trabalho

Nao raramente, vemos em noticiarios que marcas famosas de confec¢do contratam
pessoas para trabalharem em condi¢des precarias, caracterizando, muitas vezes, uma forma
de trabalho escravo.

Em 2015, uma campanha realizada na principal praca de Berlim, Alemanha, sensibilizou as
pessoas instalando uma maquina com camisetas a venda por apenas 2 euros, aproximada-
mente R$ 6,40 na cotacao do dia, 28 de abril. Ao selecionar o tamanho da peca, o comprador
assistia a um video sobre os trabalhadores que as confeccionaram. O filme mostrava a dura
realidade de mulheres e criangas em longas jornadas de trabalho diario, 16 h,a um valor de
13 centavos de euro por hora.

No Brasil, 0s aspectos que caracterizam “trabalho analogo ao de escravo” sdo: trabalho for¢ado;
jornada exaustiva; condicdes degradantes; e restricdo de locomogao em razao de divida. Esse
tipo de exploragao no pais geralmente se encontra em atividades econémicas desenvolvidas
no setor rural, como a pecuaria e em lavouras.

Trabalhadores
libertados no Brasil de 2003 a 2014 —\por
atividade

Confec¢do: 1%

Outro: 3%

Construcdo: 5% N Desmatamento: 5%

Mineragao: 1%

Carvao: 8%

Outras DAR A
Lavouras: 19% [P

—_——

Pecudria: 29%

Reflorestamento: 3%

Extrativismo: 1%

Cana: 25%

Poliana F. G./ASC imagens

Fonte de pesquisa: Escravo, nem pensar! Disponivel em: <www.escravonempensar.org.br/
sobre-o-projeto/o-trabalho-escravo-no-brasil>. Acesso em: 6 ago. 2015.

LY Discuta com o professor e os colegas acdes que podem ser adota-
das pelos governos e pelas comunidades para combater o trabalho
analogo ao de escravo.

5] Nas lavouras de cana foram libertados 11007 trabalhadores de
2003 a 2014. A quantidade total de trabalhadores libertados nesse
periodo é maior ou menor do que 40 000? Justifique.

Id Sobre a producio das camisetas, escreva a lei de formacdo de uma
funcao f: N —R do salario, em euros, de um trabalhador em fun-
cao da quantidade x de horas trabalhadas. Considerando a jornada
diaria de 16 h, que valor ele receberia por 30 dias? Qual a sua opiniao
a respeito dessa quantia?

Fotomontagem de Maryane Silva criada com as fotografias BEAUTYofLIFE/
Shutterstock.com/ID/BR e Andrey_Kuzmin/Shutterstock.com/ID/BR

N&o escreva no livro.

Euro: unidade
monetéria de
19 pafses da
Unido Europeia.
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Capital: valor
investido
inicialmente.

Juro:
remuneragao
sobre o valor
investido.

Montante:
resultado do
investimento,
dado pela soma
do capital com

ojuro.

MASistema de inequacoes do 1° grau

com uma incégnita

Para resolver um sistema de inequagdes do 1° grau com uma incégnita, determinamos
0 conjunto solucdo de cada uma das inequacdes e em seguida fazemos a interseccao
desses conjuntos.

Observe o exemplo a seguir,sendo x € R.

{2x+ 4>0

3x—-9=<0

24> 022> —4 x>~ 2ox> -2 5,={xER|x> -2
3x—9so:>3xs9:>x<%:>xs3 S,={xERIx=3}

O conjunto solugao do sistema é dado porS NS, = {x ER|-2<x= 3}.

Representando essa situacdo por meio de um esquema, temos:

S M
—21 |

i 31 5

5, . S
1 2 ) 3

AFuncao e juro simples

Em algumas situagdes financeiras envolvendo juro pode-se utilizar o regime de juro sim-
ples, em que a taxa é aplicada sobre o capital inicial. A expressao que descreve o montante
de uma aplicagao no regime de juro simples pode ser representada na forma f(x) = ax + b.

Supondo que uma pessoa invista R$ 500000 em uma instituicdo financeira, a uma taxa
de juro simples de 2% ao més, podemos determinar o0 montante obtido apds 4 meses da
seguinte maneira:

* primeiro mes > Como 2% é equivalente a 002 e

2% de 5000 ai, para determinar 2% de 5000

v 100

— podemos efetuar, por exemplo, a
5000+ 002-5000=5100 multiplica¢do 0,02 - 5000.

Utilizando C para indicar o capital, i para a taxa de juro e M para o montante, obtemos
ocalcuoM=C+i-C

Portanto, o montante ao final do primeiro més serd R$ 5100,00.
* segundo més
5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 = 5200
M=C+i-C+i-C=C+i-C-2
Portanto, o montante ao final do terceiro més serd R$ 5200,00.
e terceiro més
5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 = 5300
M=C+i-C+i-C+i-C=C+i-C-3
Portanto, o montante ao final do terceiro més serda R$ 5300,00.

84 capitulo 3 Funcao afim Nao escreva no livro



° quarto més
5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 + 0,02 - 5000 = 5400
M=C+i-C+i-C+i-C+i-C=C+i-C-4
Portanto, o montante obtido apés 4 meses sera R$ 5 400,00.

Note que a cada periodo de tempo adicionamos ao capital uma parcela igual ai - C. Ao final
de t periodos de tempo, adicionamos ao capital a parcelai- C - t. E ao final de um periodo de
tempo t qualquer o montante pode ser obtido por meio da expressao M, = C + i - C- t. Assim,
o calculo do montante no regime de juro simples pode ser interpretado como uma funcao
M: N — R definida por M(t) = C + i - C - t,sendo C e i nimeros reais positivos.

Considerando a mesma situacao do investimento de R$5 000,00 a taxa de juro simples de
2% ao més, podemos determinar, por exemplo, 0 montante obtido apds 10 meses utilizando
a lei de formagdo M(t) = 5000 + 0,02 - 5000 - t. Assim:

M(10) = 5000 + 0,02 - 5000 - 10 = 6 000

Portanto, o montante obtido ap6s 10 meses serd R$ 6 000,00.

R5. (Cefet-MG) O conjunto solucdo S, em R, da inequacdo —4 - (2x — 1) - (% — 1) >06é:
a)S={xER1<x<2} c)S={xER[Ix<Toux>2}

b)SZ{XE]R|%<X<3} d)S={xE]R|x<%oux>3}

A inequagdo —4 - (2x — 1) - <% 4 1) > 0 é verdadeira se (2x — 1) (% — 1) < 0, pois 0
fator —4 é negativo. Logo precisamos verificar para quais valores de x o produto entre (2x = 1)

X . . / AR
e <? = 1) é menor do que zero. Para isso, vamos analisar os sinais de f(x) =2x —1e

g(x) = % — 1 separadamente.

f(x)=2x—1 g(x)=%—1
f(x)=0:>2x—1=0:>x=% gK)= 0= % —1=0=x=3
y
+
_ A X — 3 X
/5 / :
Observe no esquema os intervalos determina- ¢ —— - -+ + ++ + ++ + + +
dos pelos zeros de f e g em que os seus valores, %' x &
assim como o produto f(x)- g(x) para cada x, g ——= oo oo ottt E
sao positivos ou negativos. Nesse caso, temos ' 3T X
quef(x)~g(x)<0para%<x<3. fg bbb oo oo ottt o %
1 3 X 2
2

Entdo, S = {x e R| % <x< 3}. Portanto, a resposta correta é b.

N&o escreva no livro. 85
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R6.Determine o conjunto solu¢ao da inequagao quociente X

= X+1
A expressao

ou seja, quando x # 1.

. . X +
Determinamos para quais valores de x teremos =1

e g(x) = x — 1separadamente.

+1

= 0,emR.

esta definida no conjunto dos ndmeros reais apenas quando x — 1 # O,

1 = 0 analisando os sinais de f(x) = x + 1

f(x)=x+1 gx)=x—1
f)=0=>x+1=0=>x= —1 gx)=0=x—-1=0=x=1
a=1>0 a=1>0
0 +
/1 X /.1’ X
Observe no esquema os intervalos determinados pelos ze- oo k4 dbdbdd
ros de fe g em que 0s seus valores, assim como o quocien- =¥ X %
f0 N | g ottt &
te para cada x # 1, sdo positivos, negativos ou nulos. ! 1 X 3
(x £(x) [ R ottty §
Nesse caso, temos que 0 =0parax=< —loux>1 g =1 1 X 2
X

Portanto, S = {xE]R|xs —1 oux>1}.

Resolva no caderno os sistemas de inequagdes do

12 grau com x € R.

){X+4>0 c){2x+8>0
5x—25=<0 x—9=<0

b){zx_1>5 ) —4x>x+15
-x—3<0 2(x +9)<3—x

Para resolver a inequacdo simultanea 0 =2x —1<7,
determinamos para quais valores de x ambas as
inequagdes 2x — 1= 0 e 2x — 1 <7 sao satisfeitas.
Isso equivale a resolver o sistema de inequagdes
2x—1=0

{Zx -1<7

Sabendo disso, resolva em R as seguintes inequa-
¢Oes simultaneas.

a)0=2x—1<7
b) —1<3x—4<5

c)x<—-x+2<5
d)x—4<3x<=2x+9
(Unicamp-SP) Seja a um niimero real positivo e consi-

dere as fungdes afins f(x) = ax + 3a e gx)= 9 — 2x,
definidas para todo namero real x.

a) Encontre o nimero de solucdes inteiras da ine-
quacao f(x)g(x) > 0.

b) Encontre o valor de a tal que f(g(x)) = g(f(x)).
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25. Resolva no caderno as seguintes inequagdes em R.

26.

27.

28.

a) (x+3)(x— 4)20

2x — 3
b <0
) X+ 2
[Observe as restrigoes
do denominador. |
P
o)X g <2

(x+4)(x+1) 0

d
) X—2

Determine o montante de um investimento de
R$1200,00 calculado a uma taxa de juro simples de:

a) 8% ao ano, por 3 anos.
b) 1% ao més, por 5 meses.
¢) 0,05% ao dia, por 45 dias.

Por quanto tempo deve-se investir um capital de
R$ 892,00 a uma taxa de juro simples de 6% ao ano
para obter o montante de R$ 1052,56?

Certo investimento de R$ 3452,00 gerou um mon-
tante de R$ 5143,48 apds 7 anos. Qual foi a taxa
anual de juro simples?

Nao escreva no livro.



MEstudo da reta

No estudo da funcdo afim, vimos que seu grafico € uma reta nao vertical e que para defini-la
basta conhecer dois pontos distintos entre seus infinitos pontos. Por outro lado, toda reta
ndo vertical é o grafico de uma funcao afim.

Dada uma funcdo f: R — R definida por f(x) = ax + b para todo x € R, de coeficientes
reais a e b, podemos associa-la com a equacao reduzida da reta r dada por y=ax+b. O
coeficiente a, que no estudo da fungdo afim é chamado taxa de variacao, recebe o nome
de coeficiente angular no estudo da reta, dado por:

f<X2> B f<x1) Y, 7Y

a= = L com x. # x
XZ_X1 X. — X' 1 2

O coeficiente angular esta relacionado com a inclinacdo da reta, ou seja, com o angulo que
a reta forma com o eixo Ox, no sentido anti-horario. O coeficiente angular possui 0 mesmo
valor numérico da tangente do angulo que a reta forma com o eixo Ox.

[>{ Para o coeficiente angular
serigual a tangente do
angulo que a reta forma
com o eixo Ox, é necessario
0s eixos Ox e Oy estarem
graduados na mesma
unidade, 0 que nem sempre
acontece ao esbocar o
grafico de uma funcao.

Y, 1 -

I ey s e

<

s
|

2

X 4 - E———
X

o
XT-=—---
N
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Y, 7y
a =¥=tga, com X, # X,

Utilizando a relacao apresentada acima podemaos determinar a equagao reduzida da reta
conhecendo o coeficiente angular e as coordenadas de um ponto pertencente a essa mesma reta.

Se uma reta de coeficiente angular a passa pelo ponto P0<xo, yo), entdo, para qualquer
ponto de coordenadas (x,y) pertencente a essa reta, temos:

0=y mo( =)= y=y, ol

3) Exemplo

Para determinar a equacao reduzida da reta cujo coeficiente angular é a =3 e que contém
o ponto P, de coordenadas (5,4), fazemos:

Y=y, ta(x—x,)=y=4+3-(x = 5)=y=4+3x—15=y=3x—Ti

N&o escreva no livro.

87




88

Para esbocar essa reta no plano cartesiano, podemos determinar outro ponto perten-
cente a ela atribuindo um valor real qualquer para x e obtendo o valor correspondente

paray.

Para x = 3, temos: y
i .4
y=3x—11 /1 A , >
°1 i
y=3-3-T 51 i
y:9_11 17 i

10 —

y=-2 0l 5

21 %

3T E

Logo o ponto de coordenadas (3, —2) também pertence a reta dada por y = 3x —11.

Também podemos determinar a equacgao reduzida de uma reta sabendo as coordenadas
de dois de seus pontos.

3) Exemplo
Dados os pontos A(1, 2) e B(2, 5), substituimos os valores de x e y, obtendo duas equagoes

lineares de incégnitas a e b, respectivamente o coeficiente angular e o coeficiente linear
da reta que queremos determinar.

Como a equacado reduzida da reta é dada por y = ax + b, temos:
2=a-1+b=>a+b=2

Com as coordenadas do ponto A, substituimos x por 1 e y por 2.
5=a-2+b=2a+b=5

Com as coordenadas do ponto B, substituimos x por 2 e y por 5.
Em seguida, resolvemos o sistema de duas equagdes do 1° grau com duas incégnitas

a+b=2

dado por {20 S

* Resolvendo pelo método da substituicdo, podemos isolar a incégnita a na primeira
equagao.

atb=2=a=2-b
* Substituimos a por 2 — b na segunda equagao e determinamos o valor de b.
20+b=5=2-2-b)+b=5=4—-2b+b=5=
=-b=5-4=>-b=1=b=-1
* Determinamos o valor da incégnita a, que foi isolada na primeira equacao.
a=2-b=a=2—(-1)=>a=2+1=0a=3

Logo a equacao reduzida dessa reta é dada pory=3x—1.

capitulo 3 Funcdo afim Nao escreva no livro



@ Representacao grafica de sistema de equagbes
do 12 grau com duas incégnitas

A resolugcao de um sistema de equagdes do 12 grau com duas incégnitas pode ser asso-
ciada com a representacdo geométrica de retas no plano cartesiano, pois uma equacgdo do

12 grau com duas incégnitas corresponde a equagdo de uma reta no plano. Observe as situagdes
a seguir.

2Xx+y=2

Situagao 1: Veja como resolver o sistema de equacg6es dado por {x P

* Isolamos a incégnita y na primeira equagao.
2x+ty=2=y=—2x+2
* Substituimos y por —2x + 2 na segunda equacao e determinamos o valor de x.
X—2y=6=x—2-(-2x+2)=6=>x+4x—4=6=>
=>5x=6+4=5x=10=x=2
* Determinamos o valor da incégnita y, que foi isolada na primeira equacao.
V=—2X+2=y=-22+2=y=—4+2=y=-2

Logo a solucdo do sistema é o par ordenado (2, —2). Como a solugdo é Gnica, dizemos que
esse sistema de equacdes é possivel e determinado (SPD).

Escrevendo na forma de equagao reduzida da reta as

equacOes do sistema e representando essas retas no
plano cartesiano, temos:

*Retar2x+y=2=y=—2x+2

Sergio Lima/ID/BR

-Retas:x—2y=6:>y=%x—3

O ponto em que as retas r e s se intersectam corresponde a Unica solugao do sistema de
equacdes apresentado. Dizemos que as retas r e s sao concorrentes, ou seja, possuem ape-

nas um ponto em comum, neste caso o ponto de coordenadas (2, —2).

—Xx+2y=5

Situagao 2: V li ist d oes dad .
ituagdo 2: Vamos analisar agora o sistema de equagdes dado por {_4)( i

*Isolamos a incégnita x na primeira equagao.

—X+2y=5=x=2y—5

N&o escreva no livro.
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* Substituimos x por 2y — 5 na segunda equacao.

—4x+8y=—4=—4-(2y —5)+8y=—4=
= —8y+20+8y=—-4=-8y+8y=—4—-20=0y=—-24

Como nao havalor para y que multiplicado por O resulte em —24, dizemos que esse siste-

ma de equacdes é impossivel (SI), pois ndo existe um par ordenado (x,y) que seja solucao
do sistema.

Escrevendo as equagdes do sistema na forma de equacao reduzida da reta, observamos que
elas possuem coeficientes angulares iguais. Isso indica que os angulos formados entre cada
uma das retas e o eixo Ox possuem medidas iguais. Observando ainda o coeficiente linear,
vemos que as retas intersectam o eixo Oy em ordenadas diferentes.

* Retar: —x+2y=5:>y=%x+%
. _ 1 1
* Reta s: —4x+8y——4:>y_7x—7

Assim, as retas r e s sao paralelas e, portanto, nao possuem ponto em comum.

//5—4—3—2—10 12 X

e §
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—x+y=3

Situacao 3:V I ist d oes dad
ituagao 3: Vamos resolver agora o sistema de equagdes dado por {3x C3y= -9

* Isolamos a incégnita y na primeira equacao.
X+y=3=>y=x+3
* Substituimos y por x + 3 na segunda equacao.
3x—3y=-9=3-3-(x +3)=-9=
=3x—3x—9=-9=3x—3x=-9+9=0x=0

Para qualquer valor x, 0x = O é verdadeiro, ou seja, todo ndmero multiplicado por O resulta
em 0. Neste caso, o sistema de equagdes é possivel e indeterminado (SPI), pois qualquer par
ordenado (x,y) com y = x + 3 é solugdo desse sistema.
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Escrevendo as equagdes do sistema na forma de
equacao reduzida da reta, observamos que elas sao
equivalentes, pois possuem coeficientes angulares e
coeficientes lineares respectivamente iguais.

*Retarr —x+y=3=y=x+3

°*Retas:3x—3y=—-9=y=x+3

Sergio Lima/ID/BR

Assim, as duas equagdes correspondem a uma mes- -4
ma reta, ou seja, r e ssao retas coincidentes e, portan-
to, possuem infinitos pontos em comum. 2T

R7.Considerando as retas r e s representadas no plano cartesia-
no, determine:

a) a equacdo reduzidade res;

b) as coordenadas do ponto de interseccdo de re de s.

a) Reta r: os pontos de coordenadas (0,1) e (4,0) pertencem
aretar Logo:

1=a:-0+b=b=1

Sergio Lima/ID/BR

y -
O=a-4+b=da+b=0 /0. -2)
Fazendo b=1,temos 40 +1=0=a= —%.
Portanto, a equagdo reduzida da reta r é dada por y = —%x +1.

Reta s: 0s pontos de coordenadas (0, —2) e (4,5) pertencem a reta s. Logo:
—2=a:04+b=>b=-2 5=a-4+b=4a+b=5

Fazendo b = —2, obtemos
7

4a—2=5=a=—.
4
Portanto, a equacdo reduzida da reta s é dada por y = %x =2

b) Determinamos as coordenadas do ponto de interseccdo entre as retas r e s igualando as
equagdes reduzidas:

1 7
—X+1=—x—-2
4 4
1 7
—X——Xx=—2—1
4 4
—2x= —3
_ 3
X =
2
Substituindo x = % em uma das equagdes reduzidas obtemos a coordenada y.
1 3 5
=— . — 4+ 1==
YT 8
Portanto, o ponto de interseccdo entre as retas r e s possui coordenadas (% %)
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29. Escreva no caderno a equacdo reduzida das retas
de acordo com as informagdes em cada item.

a) Reta r que contém os pontos A(—1,—1) e B(1,5).
b) Reta s que contém os pontos C(6,2) e D(—2, —2).

) Reta t cujo coeficiente angular é a =1 e que
contém o ponto £(3,8).

Agora, represente em um mesmo plano cartesia-
no as retas cujas equagdes vocé escreveu nos
itens acima.

30. Em certo instante, as baterias A, e A, de dois
notebooks estao com 100% e 80% de sua carga to-
tal, respectivamente.

Suponha que as baterias descarregam de forma
linear. Conforme as porcentagens indicadas, a ba-
teria A, descarrega por completo ap6s t minutos, e
a A,, 40 minutos depois. Decorridos 120 minutos,
ambas as baterias estdo com carga igual a 40%.
Observe o grafico que representa a porcentagem
de carga de cada bateria em fun¢ao do tempo.

Porcentagem de
carga da bateria

Sergio Lima/ID/BR

Tempo (min)

\
0 120 t

t+40

a) Escreva a lei de formacdo das funcdes f e g que
expressam, respectivamente, a porcentagem de
carga das baterias A, e A, de acordo com o tem-
po, em minutos.

b) Quantos minutos terdo decorrido até que a carga
de cada bateria tenha descarregado por completo?

31. Em grupo \ Escreva o enunciado de uma atividade

o que, para ser resolvida, necessite utilizar o sistema
apresentado a seguir. Depois, entregue a atividade
para um colega resolver e, em seguida, verifique se
a resolucao esta correta.
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32. Para cada item a seguir escreva no caderno um sis-
tema de equagdes cuja solugao esta representada
geometricamente.

a) b)

y y

| |

3Y 34

2 2

1+ -\
1 3 X R IREE

_‘] + _‘] 4

24 o1

33. Em cada item a seguir, represente graficamente as
equagdes do sistema em um plano cartesiano e,
sem resolvé-lo, determine se é SPD, SPI ou Sl.

—3y—9%= -9 2y —x=2
a){ y+x= -5 c){y=3

2X
—x=1
b){y X

y——==2
B d) 3

3y—2x=6
34. Diogo comprou duas camisas e trés bermudas
por R$ 230,00. Na mesma loja, André comprou
uma camisa e quatro bermudas gastando
R$ 240,00. Sabendo que todas as bermudas tém
0 mesmo preco, todas as camisas também, e que
as camisas e as bermudas tém precos distintos
entre si, resolva o que se pede.

a) Escreva no caderno um sistema de equagdes pa-
ra determinar o valor pago em cada bermuda e
em cada camisa.

b) Qual é o preco de cada camisa? E de cada
bermuda?

35. Um professor de Matematica aplicou aos seus
alunos um simulado com 25 questdes. Ele atribuiu
a cada resposta correta o valor de 4 pontos, e a
cada erro ou questao ndo respondida o desconto

de 1 ponto.

a) Calcule quantos pontos Aline fez nesse simu-
lado, sabendo que ela acertou 20 questdes e
errou 5.

b) Se Rafael fez 40 pontos nesse teste, quantas
questdes ele acertou e quantas questdes ele er-
rou ou nao respondeu?

Nao escreva no livro.
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Funcao modular

capitulo

Neste capitulo vocé vai estudar a funcdo modular e sua representacao grafica. Antes, po-
rém, vamos apresentar a ideia do médulo de um ndmero real.

AModdulo de um numero real

Observe na reta real a distancia entre o ponto A e a origem O e o ponto B e a origem O.

N9 @

Sergio Lima/ID/BR

2 unidades 2 unidades

Tanto o ponto A quanto o ponto B estdo a 2 unidades da origem.

A distancia entre um ponto P qualquer da reta real e a origem corresponde ao chamado
maddulo ou valor absoluto da abscissa do ponto P. Os médulos de —2 e 2 sdo denotados,
respectivamente, por|—2| e |2|.Assim,
maédulo de um ndmero real qualquer.

Al = |-2| = 2| = 2. Observe uma maneira de definir o

O mddulo ou valor absoluto de um ndimero real g, indicado pela notagao |a

=0
é definido por |a| = {Tzesae <0

)

O médulo de um nimero real ndo negativo é igual ao proprio nimero, e o médulo de um

nimero real negativo é igual ao oposto dele. Logo, 0 médulo de um ndmero real é sempre
maior do que ou igual a zero.

3) Exemplos
_ _ 1] 1
a) |e| =6 ¢)loj=0 e)‘?‘_7
13— o= _3|_3
b) [-13=13 d) |-57]=57 f)‘ gl 8

Com essas informagdes, podemos resolver equagdes envolvendo o médulo de nimeros reais.
Por exemplo, na equagao |x| = 4 determinamos os ndmeros que distam 4 unidades da origem.
Nesse caso, temos x = 4 ou x = —4, porque \4| =4e |—4| = 4, isto &, o conjunto solugao da
equagao x| = 465 = {—4,4}.

De maneira semelhante podemos resolver a equagao ‘x — 2| = 7 em duas partes:

cx—2=7=x=7+2=x=9 eXx—2=—7T=>x=—-7+2=>x=-5

Portanto, o conjunto solugdo da equagdo |[x — 2| =765 = {-59}.

A equacao [x| = g, com a < 0, tem solugdo? Justifique.

N&o escreva no livro.
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AFuncao modular

Vimos na pagina anterior que existe o médulo de um nimero real qualquer e aprendemaos
que um ndmero real possui um Gnico modulo. Com essas informagdes, podemos estabelecer
uma funcao f: R = R que associa cada nimero real x a seu médulo.

Denomina-se fungdo modular a fungdo f: R — R definida por f(x) = |x|
- ue|x|— x,sex=0
g —x,sex<0’

A funcao modular é injetora? Justifique.

Para obter a representacao grafica da funcdo modular podemos esbocar, inicialmente, o
grafico correspondente a cada sentenca. Observe a seguir.

*Se x= 0, entdo f é dada por f(x) = |x| = x.

y
4--

X f(x) 34

0 0 2177

‘]..__
1 1

-4 -3-2-10[ 1

N A
w4+

~ 4

x

2 2 il
_2--
*Se x <0, entdo f é dada por f(x) = || = —x. y

X f(x)

=1 1

D2 I
-3 3 1

y
. . - 4t
Em seguida, reunimos os esbogos dos graficos
I 3¢
de ambas as sentencas e obtemos a representacao !
Lo < D A St
grafica da funcao modular. b !
| | 14-- | s
Qual é o dominio da funcao f? E a imagem — it - ———t H
5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 X
da funcao f? 4 B
4 !

A funcdo modular pode ser interpretada como uma funcao definida por mais de uma sen-
tenca ou uma funcao afim definida por partes. Além disso, seu grafico é uma linha poligonal.
Por esse motivo, a funcao modular também pode ser chamada funcao poligonal.
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A partir do grafico da funcao modular f(x)=|x| pode-
mos obter o grafico de uma funcdo cuja lei de formacao é
do tipo y = |x + a\ + b, com g, b € R. Por exemplo, vamos
comparar em um mesmo plano cartesiano as repre-
sentagOes graficas da fun¢ao modular f e das fungdes
g:R—>R h:R— R, m:R — R definidas por g(x) = ‘x + 4|,
ho) =[x +2em() =[x — 2| — 4

» O grafico de g é uma translacao horizontal de 4 unida-
des para a esquerda em relagdo ao grafico da funcao
modular f.

Sergio Lima/ID/BR

= O grafico de h é uma translacao vertical de 2 unidades para cima em relagao ao grafico
da funcao modular f.

=0 grafico de m é uma translagdao horizontal de 2 unidades para a direita e vertical de
4 unidades para baixo, em relacao ao grafico da funcao modular f.

Em relacdo ao grafico da funcao modular, o grafico de umafuncao p: R — R, expressa por:

°p(x) = \x + a\ com a € R", é uma translagao horizontal de a unidades para a esquerda

se a > 0 ou de a unidades para a direita se a < 0.

*p(x) = |x| + b com b €R’, é uma translagdo vertical de b unidades para cima se b > 0
ou de b unidades para baixo se b < O.

*p(x) =[x + a| + b com a,b €R’, é uma translagdo horizontal (de a unidades para a
esquerda se a > 0 ou de a unidades para a direita se a < 0) e uma translagao vertical
(de b unidades para cima se b > 0 ou de b unidades para baixo se b < 0).

A translagdo horizontal “transforma” o ponto (x, y) em (x + a, y). A translagao vertical

“transforma” o ponto (x,y) em (x,y + b). Consequentemente, a translagao vertical e hori-

zontal “transforma” o ponto (x,y) em (x +ay+ b).

R1.Resolva em R as equagdes a seguir. Portanto, S = {—5,11}.
a)[x—3=8 b) [x — 5| =2x+2 b) A solucio da equacdo |x — 5 =2x+2 s6 é
possivel para 2x +2=0.

a) Geometricamente, a equacao |x - 3| = 8 signi- Assim, 2x +2=0=x= —1.
fica que o nimero x estd a uma distancia 8 do
ndmero 3. Entao, podemos determinar na reta
real os nimeros que distam 8 unidades de 3. equagdo [x — 5| =2x +2:

Entdo, vamos resolver em duas partes a

X=5=2x+2=x=—7

8 unidades x—5= —(ZX + 2):X=1
O namero 11 dista 8 unidades a direita de 3.
Como x = —7 ndo satisfaz a condicdo de

existéncia de que x = —1, entdao o conjunto

—IS t t t t (.) t t é

llustrages: Sergio Lima/ID/BR

solugio da equagdo |x — 5 = 2x + 2¢é 5= {1}.
8 unidades

O nimero —5 dista 8 unidades a esquerda de 3.
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R2.Dada a funcao f: R— R definida por f(x)= |x = 3| +1,
faca o que se pede.
a) Caleule f(5), f(—3), f(—9) e f(0).
b) Escreva a lei de formacao da fun¢do f como

uma funcao definida por partes, sem utilizar
0 médulo.

¢) Esboce o grafico da funcao f.

a)f(5)=[5-3|+1=P|+1=2+1=3

f(=3)=|-3-3+1=|-6|+1=6+1=7
fl=9)=|-9 = 3[+1=|-12| +1=12+1=13
flo)=]o—3|+1=|-3[+1=3+1=4
b) Inicialmente, vamos determinar os valores
de x para os quais x —3=0oux—3<0.
Xx—3=0=x=3

T

Assim,x=3=x—3=0ex<3=x—3<0.
Escrevendo a fungao, temos:
sex=3fx)=(x —3)+1=x—-2
sex<3:fx)=—(x—3)+1=—x+4
Xx—2sex=3
Assi = ! :
ssim, f(x) {—x+4,sex<3

¢ ) Vamos esbocar o grafico da funcao f utilizando
translagdes da representacdo grafica da funcao
modular g(x) = |X|.

y

3..
2..
‘l..

BT IR I I

Obtemos a representacdo grafica da funcao
h:R — R dada por h(x) = |x — 3| transla-
dando horizontalmente a representagao grafica
de g trés unidades para a direita.

capitulo 4 Funcdo modular

o] T 25 45«
Por fim, para obter o esboco do grafico da fungao
dada por f(x) = |x — 3| + 1 transladamos

verticalmente a representacao grafica de h uma
unidade para cima.
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R3.0bserve a representacdo grafica da funcao

N/

M X

Esboce, em uma malha quadriculada, o grafico
da funcao g: R — R tal que g(x) = |f(x)‘.

Como g(x) = f(x) se f(x) =0 e g(x) = —f(x) se
f(x) < 0, nos pontos em que f(x) € positiva os
graficos de f e g coincidem, e nos pontos em que
f(x) < 0 o grafico de g é simétrico ao grafico de f
em relagao ao eixo Ox.

De maneira prética, “transformamos” os pontos
de ordenadas negativas da funciao f em seus
simétricos em relagdo ao eixo das abscissas para
obter o esbogo do grafico da funcdo g.

y

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

N&o escreva no livro



R4.Esboce o grafico da funcao f: R — R definida por
fx) = |x + 2| + |x - 1|.

Primeiro, verificamos o sinal de cada expressao
nos moédulos de acordo com o valor de x.

X+2=0x=—-2 X+2<0&x< -2

X+2sex= -2

Assim, |X+2|:{—x— 2sex < —2

X—1=0x=1 Xx—1<0&ex<1

X—1lsex=1
X+ 1sex <1

Assim, |x - 1| = {
Portanto,
para x =1,
I+ 2+ =1 =x+2+x—1=2x+71,
para —2<x<1,
|x+ 2|+|x—1|=x+2—x+1=3;
para x < — 2,
|x+ 2|+|x— 1|= —X—2—x+1=-=2x—1.
2x +1,sex=1
Logof(x) =< 3,se —2=<x<1
—2x— 1 sex<<—2
Esbocando o grafico de cada uma das sentencas
da funcao, temos:

f)=2x+1sex=1

y
4
3 db——
2
1

-4 3210 ¢4 2 X

f(x)=3,se 2=x<1.

—31
24
14+

-4 3 -2-10] 1 2 X

fx)=—2x—1,sex<—2.

Em seguida, reunimos os esbocos dos graficos
das trés sentencas e obtemos a representagao
da fungdo dada por fx) = x + 2| + |x — 1.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

1. No caderno, efetue.
a) [s| +[-4]
b) 1= |-3|+ 7]

¢)10]-[2/ - g
d)[1- (=2)+ 93|

2. Resolva no caderno as equagdes, em R.

a)|x+5|=2
b)‘10y|=48
A)g—7=4

d) pw—1=w+3

Nao escreva no livro.

3. Determine, em R, o valor ou os valores de x em
cada item, quando possivel.

a)lgl=x bYpl=K AN=-1  d)14=[
4. Seja a funcdo f: R — R dada por f(x) = |4x + 3|.
a) Determine f(0), f(—1), f( —%) f(5).

b) Escreva a lei de formacao da func¢ao f por meio
de duas sentencas.

¢) Qual é o dominio e o conjunto imagem dessa
funcao?
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5. Esboce o gréafico e determine o conjunto imagem de 8. (PUC-R)) Considere a funcao real

cada fungdo de R em R, dada a sua lei de formagao. foo =+ 1+ =1
a) fx)= |x - 2| O gréfico que representa a funcéo é:
b) h(x)=|x + 2| a)

) g0) =33+ x + 1

4
6. Qual das alternativas corresponde a represen- \_L/

tacdo grafica da funcao g: R — R dada por

Q(X):|X+3|_1? 52 1 70 T3 3 x
a) c) -2
y -4
N
\ b)
T / v
10“_“%_“2“_13J 4 X 4
2
-3 -2 -1 0 1 2 3 X

b) d)

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

7. Observe a representacdo grafica de g: R - R. /—:x

y

D[ 2 y
Ux

/O

Qual figura melhor representa a funcao h:R—R

dada por h(x) = |g(x)‘? [ —
a) c) -2
y, y —4
0 X im e)
0 X y
4
b) d) . 2 8
y y % E
5 7
2 -3 -2 -1 0 1 2 3 x &
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Funcao quadratica
#Definicao de funcao quadratica

A fun¢ao quadratica tem sua origem na resolucdo de equagdes
do 2° grau. Ha quase quatro mil anos, os babil6nicos ja formulavam
e resolviam problemas que recaiam em equagdes do 22 grau. Um
deles é o de determinar dois nimeros dada sua soma (S) e seu
produto (P).

Fonte de pesquisa: LIMA, Elon Lages et al. A matemadtica do Ensino Médio. 10. ed.
Rio de Janeiro: SBM, 2012.v. 1. (Colecdo do Professor de Matematica).

Uma funcdo f: R > R é chamada quadratica quando
existem coeficientes reais a, b e ¢, com a # 0, tais que
f(x) = ax’ + bx + c paratodo x € R.

Para a = 0, a funcdo dada por f(x) = ax* + bx + ¢ reduz-se a uma funcao afim dada por
f(x) = bx + c. Assim,se a = 0,a funcdo f ndo é quadratica.

3) Exemplos
a) A funcdo f: R—R dada por f(t)= —t(5t = 8) é quadratica, pois para todo tER
temos:
f(t)=—5t + 8t
Seus coeficientes g, becsaoa= —5b=8ec = 0.

b) A area de um quadrado é dada em funcao da medida de seu lado e pode ser expressa
por uma fungao f: R, — R definida por f(x)= x.

[] C1]
X
] f(x)= X’ expressa
2 a area do quadrado
g [-] ] de lado x.

X

c) As sentencas a seguir nao determinam fun¢des quadraticas, pois ndo possuem coe-
ficientes reais a, b e ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax* + bx + c para todo x € R.

_ 1
fo) = X+ 1

o f(x) = Vx — 2x

cf(x) =X+ 4 + 4x — 1

N&o escreva no livro.
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#Zeros de uma funcao quadratica

Anteriormente, estudamos que um nimero x € D(f) é zero da funcdo f se, e somente se,
f(x)= 0. Assim, no caso de uma funcdo quadratica dada por f(x) = ax* + bx + ¢, determinamos
0s zeros de fao resolver a equagao do 2° grau:

ax’*+ bx+c=0

f(x)

Os zeros de uma funcdo quadratica f: R — R dada por f(x) = ax’ + bx + ¢, se existirem,
correspondem as raizes reais da equacgdo do 2° grau ax’ + bx + c=0. Logo, se A = b’ —dac= 0,
os zeros de fsao dados pela formula:

(= — bt VA
2a

A quantidade de raizes reais distintas de uma equacao do 2° grau é dada de acordo com
o valor do discriminante (A). Portanto, desse nimero também depende a quantidade de
zeros distintos de uma funcdo quadratica.

,coma#0.

3) Exemplos
a) fx)=x"+x—30 - b) g(x)=3x—6x+3
Se f(x) =0, entao x* + x — 30 = 0. Se g(x) =0, entdo 3x°’ —6x + 3 =0.
Temos: . Temos:
2 2

A=1-4-1-(=30)=121>0 . A=(-6) —4-3:3=0

_ VI L ST =5 ~(-8)£V0 _g1ro =1

2-1 2 \x,=-6 23 6 \x,=1

Portanto, 5 e —6 sdo os zeros de f. Portanto, g possui dois zeros iguais a 1.

Conforme vocé deve ter estudado no Ensino Fundamental, nem sempre é necessario
utilizar a formula resolutiva acima, como no caso das equagoes do 22 grau incompletas.

3) Exemplos

Vamos determinar os zeros da funcdo quadratica dada por:

a) fx)=x*—36 i b) gx)=4x"—x
Se f(x) = 0, entao: Se g(x) = 0, entao:
X —36=0 § 4¢ —x=0
X =36  x(#x—1)=0
x = +v36 XwiG_ x=0o0u4x—1=0
%= 0 x, =0 X, = i
Portanto, 6 e —6 sdo os zeros de f. : 4

1 -
. _ Portanto, 0 e — sdo os zeros de g.
> Nesse caso foi determinado x, = 6 e x, = —6, 4

pois estamos procurando ndimeros reais que
elevados ao quadrado resultem em 36.

capitulo 5 Funcdo quadrética N&o escreva no livro



Em alguns casos, a funcdo quadratica nao possui zero.

3) Exemplos
a) h(x)= —x*+8x—20 b) ix)=x*—2x+6
Se h(x)=0, entdo—x’+8x—20=0. : Sei(x)=0, entdox’ —2x+6=0.
Temos: : Temos:
: 2
A=8—4-(-1)-(—20)=—-16<0 | A=(-2)—4-1-6=-20<0
Assim, a equacgao do 22 grau nao possui Assim, a equagao do 2° grau nao possui
raizes reais, portanto h nao possui zero. raizes reais, portanto i nao possui zero.

Uma fun¢ao quadratica f: R — R dada por f(x) = ax* + bx + ¢,em que A = b? — 4ac:
* possui dois zeros distintos se A > 0.
* possui dois zeros iguais se A = 0.

° ndo possui zero se A < 0.

Se uma fun¢do quadratica dada por f(x) = ax* + bx + ¢ possui dois zeros, ou seja,se A = 0, en-

—b+\/Ke —b— VA

tdo esses zerossao x, = 3 X, = B P Assim,asoma S e o produto P desses
Zeros sao:
b+ VA . —b—VA _ —2b b i b
T 2a 2a 2a a = om0
5 2 _ ( . ) R .
b _ —b+ VA —b—\/K_b—A_b b Y0¢) 4ac _ ¢ T
=XX = " - > A 2 W2 =e>P=7
2a 2a 4q 4q 4q L a:
Em particular,se a = 1,entdo b = —S e ¢ = P. Logo f(x) = x* — Sx + P. Isso significa que,

se fé dada por f(x) = x* — Sx + P e possui zeros X, € X,, entao esses zeros possuem somase
produto P. Reciprocamente, se x, e X, sao nimeros que possuem soma S e produto P, entao
X, e x, sdo zeros da fungdo dada por f(x) = x* — Sx + P, pois:

X (S—x1>=P:>x1S—<x1)2=P=>—(x1)2+SX1—P=O:>

—_—
X

<X1>22— Sx,+P=0 :>f<x1> =

= 0
-(S—xz)-xzzP:SXz—(XZ)ZZP:—<X2>2+SXZ—P=O:
X

:><>LZ>Z—SXZ+P=O:>f(x2)=O

Portanto, o problema de determinar dois nimeros dada sua soma S e seu produto P,
citado no inicio do capitulo, equivale a determinar os zeros da fun¢ao quadratica dada por

f(x) = x* — Sx 4+ P.Assim, no conjunto dos nimeros reais, esse problema tem solucao apenas
quando A = 0.

Sejam os nimeros reais S e P. Entao existem dois nimeros reais com
soma S e produto P se, e somente se:

(=S ' —4-1-P=005 —4P=05"=4P

N&o escreva no livro.
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R1.Explique como podemos determinar os zeros da fun¢do quadratica dada por f(x) = x* + 3x — 10.

Como nesse caso g = 1, podemos utilizar a soma e o produto dos zeros da fungao. Para isso,
sdo necessdrias duas condi¢des: a soma dos zeros da funcdo deve ser igual ao oposto do coefi-
ciente b e o produto deve ser igual ao coeficiente c.

Dessa maneira, identificamos dois nimeros reais cuja soma seja —3.

Algumas possibilidades sao:

—6e3 —5e?2

—3e0 —2e —1

Em seguida, verificamos quais dessas possibili-

dades satisfazem a segunda condicdo de que o
produto seja —10. No caso, constatamos que os

> Determinar os zeros de uma fun¢do quadratica
por meio de soma e produto é pratico para
fungdes que possuem zeros inteiros.

nimeros —5 e 2 satisfazem ambas as condicdes,

pois =5+ 2= —3e (-5):2 = —10.
Portanto, os zeros da fun¢do f sdo —5 e 2.

R2.Para quais valores reais de- m, a funcdo quadratica dada por g(x)=(m + 1)x* + 2mx + m + 1

possui dois zeros distintos?

Sejam os coeficientes da funcao quadratica g taisquea =m + 1, b =2mec=m + 1. Como

a # 0, entao:

a=m+1#0=m+* —1
Uma fun¢do quadratica possui dois zeros distintos quando A = b® — 4ac > 0, logo:

(2m) =4 - (m+1)- (m+1)>0
an? — 4(m* +2m +1) >0

4m?* — 4m* — 8m — 4 >0

—-8m—4>0

1
m< ——
2

Portanto, param # —lem < —% a funcdo g possui dois zeros distintos.

1. Determine se f: R — R é uma funcao quadratica,

102

dado que:
a)f)=x+ 2+ x+2
b) f(x) = x(4x +5) — 1
) fx)=2"+5x+8

d) f(x) = x* + 3x

. Identifiqgue em cada item os valores dos coeficientes

a, becdafuncdof: R — R definida por:
c)f(x)=(x—3)2—6
d) o= (x - 5)

a) f)=x'—4x+8

b) f(x)=2x*—3x+5

capitulo 5 Funcao quadratica

3. Em cada item, determine no caderno os possiveis

valores de k para que a sentenca represente a lei
de formacdo de uma fun¢ao quadratica.

a) fx) =kx*+3x+4

b) g(x) = (k — 2)¢ + 4x
¢) h(x) = 9x*+15x — 1

d) j(x)= (5 + k)x*+x—3

. DadasasfungGes reais definidas por f(x) = x(3x + 4)

e g(x)=x*+ 2x — 1, calcule no caderno.
a) f(4) ) f(7)
b) g(5) d) g(10)

Nao escreva no livro.



5. SejaS=2e P=—15asoma e o produto dos zeros

de uma funcao quadratica f, respectivamente. Saben-
do que o coeficiente a € 1, expresse a lei de formagao
da funcao f e determine no caderno os seus zeros.

. Observe algumas leis de formacao de fun¢des qua-

draticas.

° f(x) = x* + 5x
cg(x)=x —2x+1
*h(x) =2x*+ 5x + 3
Quais funcoes:

ep(x)=3x+6x+4
°g(x) = 8x*
e t(x) = x>+ 10

a) possuem dois zeros iguais?
b) possuem dois zeros distintos?
¢) ndo possuem zero?

. Sejam dois nUmeros impares consecutivos e positi-

vos. Sabendo que o produto desses nimeros é 99,
responda no caderno:

a) Quais sio esses nimeros? Calcule sua soma.

b) Determine a lei de formacao de uma fun¢do qua-
dratica que tenha como zeros os nimeros identi-
ficados no item a.

. Determine a lei de formacao de uma funcao qua-

dratica f que tenha —21 e 4 como zeros.

9. Observe o trapézio e responda as questdes no
caderno.
x+1
X
g
6m

10.

a) Sabendo que a &rea do trapézio é dada por

(B+ b)h
A= — em que B é a base maior, b a base

menor e h a altura, determine a expressao da
area do trapézio dado.

b) Determine o valor de x nessa expressao, conside-
rando que o trapézio tenha 15 m? de area.

c) Se x valer o dobro da medida determinada no
item b, qual serd a area desse trapézio?
Determine os zeros das fun¢des quadraticas defini-
das por:
a)fx)=3x%—-12 c)h(x)=%x2—4x+6

b) gix)=x*—7x+18  d) p(x) = 2x* — 2x —40

Nao escreva no livro.

1. Seja f: R—R dada por fix) = 4x* — 10x — 6. Assi-

12.

«

-

nale a alternativa correta que complete a frase:
Afuncaof ...

a) admite dois zeros racionais.

b) admite um zero natural e um inteiro.

¢) n3o admite zeros.

d) admite dois zeros naturais.

e) admite dois zeros negativos.

Desafio \ (Uepa) Otimizacdo é uma area do co-
nhecimento que se nutre das ciéncias exatas para
solucionar problemas praticos e efetivos indepen-
dentemente do contexto onde surgem. As indUs-
trias buscam sistematicamente otimizar o pro-
cesso fabril visando minimizar o desperdicio de
material e, em decorréncia disso, reduzir custos e
ofertar produtos com qualidade a pre¢os menores.
Nesse sentido, uma empresa pretende cortar, nos
cantos de uma folha de papeldo, quadrados de
lado x cm, de modo que o volume da caixa aberta
seja maximo, conforme figura abaixo. Nessas
condi¢des, e sabendo que a medida do lado do
quadrado a ser cortado corresponde a uma das
raizes da equagao 12x* — 8Lx + L>=0 o volume
maximo dessa caixa sera obtido quando o lado
do quadrado a ser cortado nos cantos da folha de
papelao medir:

7L
L cm
xXxcam %
7L%
L L L
a)—acm c)—cm e)—=cm
)L )L )L
b)Lcm d)%cm

13. Desafio \ Seja f a funcdo quadratica dada por

"' fo)=x*— (k + 2)x + (2k + 4). Sabendo que os

zeros de f sdo diferentes e que um zero é o dobro
do outro, determine o valor de k, com k&€ Z, e dos
zeros dessa fungao.
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MForma canonica

Duas funcdes quadraticas fix) = ax’ + bx + ce g(x) = a’x’ + b’x + ¢’ sdo iguais se, e somente se,
os trinémios do 2° grau a elas associados sdo iguais, ou seja, ax* + bx + c=a’x’ + b'x + ¢’. Assim,
duas fun¢des quadraticas sao iguais quando possuem os mesmos coeficientes, isto é, a=a’,
b=0b"e c=c'. Dessa maneira, uma fun¢ao quadratica é completamente determinada pelos
coeficientes g,bec.

A partir deste momento, indicaremos a funcdo quadratica apenas por sua lei de formacgao
fiX) = ax’ + bx + ¢, ou seja, utilizando o trinémio do 2° grau a ela associado.

Todo trindmio ax® + bx + ¢, com a # 0,admite uma forma candénica a(x — m)2 + kque pode
ser determinada por meio do método de completar quadrados, como apresentado a seguir.

ax2+bx+c=a<x2+—x+i>=a X+ bx+<i> <L> <=
a a 2a 2a a
2 2 2 2
:a<x L>_ b :C,<X L) NS =
2a 4a° a 2a 4a
N > Note que A corresponde ao
—_— numerador da fracdo
b\ b —dac b\ A b4
=a<x+ - =a x+—> - 7“_
2a 4a 2a 4a 4q
3 | _ b A
Portanto, ax"+bx+c=a(x — m)+k comm= —ek= ——
2a 4qa

Decorre da forma candnica do trindmio do 2° grau a férmula resolutiva da equagao do 2° grau
ax’ +bx+c=0

Agora, para demonstrar que a forma canénica de cada trinémio ax* + bx + ¢ é Unica,
observe os calculos a seguir.

ax*+bx+c=a(x — m)2+k=a(x2 —2mx + m2)+k=ax2—20mx+ (am2 + k)

Assim:
b=—-2am ()
c=am’+k ()
Darelagao I, obtemos m= _Z—ba e, substituindo essa expressao na relagao Il, temos:
—A
—_——
b ? b’ 4ac — b’ A
c=a|— ) tk=>k=c—=k=————=k=—
( 2a ) 4a 4a 4qa
Assim, se a(x — m)2 + k é a forma canénica do trinémio ax* + bx + ¢, entdo m = —% e
k= —%, 0 que prova a sua unicidade. Portanto, toda funcdo quadratica pode ser expressa

de um Unico modo na forma f(x) = a(x — my + k.

capitulo 5 Funcdo quadrética N&o escreva no livro



R3.Escreva cada fungdo quadratica f em sua forma candnica.
a) f)=—2x*+ 4x+1 b) f(x)=3x2 + 12x + 15

Podemos obter a forma canonica de duas maneiras.
a) fx)=—2x+ 4x +1

12 maneira 22 maneira
Utilizando as relacdes m = _b e k= _A Utilizando o método de completar quadrados.
2a 4a
4 —2x2+4x+1=—2[x2—2x—l]=
m=-——>" =1 : 2
2-(-2)
_ Sl(e_5. A\ _p_ |-
:_42_4.(_2).1 _, = 2[<x2 21x+1) 1 2]
4-(=2) :
2 3 2
, =—2(x—1)—7=—2(x—1)+3
Portanto, f(x) = —2(x — 1) + 3.

Portanto, f(x) = —2(x — 1)2 3
b) f(x)=3x? + 12x + 15

1 maneira : 22 maneira
. ~ W & Ay W - A
Utilizando as relagdes m = Vi e k= By B Utilizando o método de completar quadrados.
) 3+ 12x+ 15 =3¢ + ax + 5 =
m=———=—
203
=3[(x2+2-2x+22)—22+5]=
k_ 12°-4-3-15 36 ; :
4-3 12 =3|(x+2) +1=3(x+2) +3
2 : 2
Assim, f(x) =3(x + 2) +3. Assim, f(x) = 3(x + 2) +3.

14. Escreva no caderno cada funcdo quadratica a seguir em sua forma candnica.

15.

16.

a) fx)=x*—4x+3 ¢) f(x)= —x*—5x

b) fX)= —2¢ + 8x— 6 d)f<x)=%x2—%x+5

Dada a forma canénica das fungdes quadraticas a seguir, obtenha o trindmio do 22 grau correspondente.

a) fo)=(x +2) +39 ) fo0=2(x—7) —98

b) f(x)= —5(x — 2) +12 d) f0=3(x—1) — 4

(UPE) Se escrevermos a funcdo quadratica f(x)=2x*—x+ 3 na forma f(x)=a(x — m)2+ n, o valor de
a+m+néigual a:

a) 2 b) 2 )2 d) 2 e) 2

Nao escreva no livro. 105




#CGrafico da funcao quadratica

Na pagina 44, vimos que o grafico da funcdo quadratica g(x) = x> — 2x é uma curva chamada
parabola. Agora, vamos apresentar algumas caracteristicas importantes dessa curva, mas sem
demonstra-las nesse momento.

Geometricamente, uma parabola é determinada por um ponto F, chamado foco, e uma
reta d que nao contém F,chamada reta diretriz. O conjunto dos pontos do plano que distam
igualmente de F e de d é a parabola de foco F e diretriz d.

Aretaeque contém Fe é perpendicular
a d é o eixo da parabola. O eixo e, que
é eixo de simetria, intersecta a parabola
em um Gnico ponto (V), o qual é chamado
vértice.

©

O ponto P
pertence a
parabola porque
adistanciade Pa
diretriz d é igual
adistanciade P
ao foco F, ou seja,
d PD=FF.

> Uma parabola é composta de dois
ramos simétricos em relacao a seu v
eixo de simetria.

T S

O grafico de qualquer funcao quadratica é uma parabola cuja diretriz é paralela ao eixo Ox e,
portanto, com o eixo de simetria paralelo ao eixo Oy. E importante dizer, também, que toda
parabola cuja diretriz é paralela ao eixo Ox é grafico de uma fun¢ao quadratica.

® Grafico da fungio quadratica f(x) = ax’

Observe as coordenadas de alguns pontos que pertencem ao grafico da funcdo quadratica
2

X 3 .
f(x) =—-ea representacdo desses pontos no plano cartesiano.

X f(x)
-3 45 y
-2 2 5+
4--
-1 05
3--
0 0 o 27 ’
'I..
1 05 R s
-4 -3-2-10] 1 2 3 X
2 2
3 45

Arepresentacao grafica de f € uma parabola que contém
todos esses pontos. Observe.

O grafico de uma funcdo quadratica f (x) = ax® possui
as seguintes caracteristicas:

* é simétrico em relagdo ao eixo Oy, pois f(x) = f(—x);

* 0 vértice da parabola coincide com a origem (0, 0),
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*se g >0, a concavidade é voltada para cima; se a <0, a concavidade é voltada para baixo.

f(x)=ax’

y
0
X
a>0 a<O
X

* quanto maior o médulo de a, menor a abertura da parabola, e quanto mais préximo de
zero for o valor de g, maior a abertura da parabola.

— a=-5

— a=-1

— a=——

®Translacao do grafico de uma funcao quadratica

No capitulo 4, estudamos algumas fung¢des cujos graficos correspondem a translacées em
relacdo ao grafico da funcao modular.

Dada uma funcdo qualquer g:R—R e os nimeros m,kE€R, podemos definir a funcao
f:R—R por f(x)=g(x — m)+ k, cujo grafico é uma translacao do grafico de g em determi-
nada direcdo, de acordo com os valores de m e k, caso ndo sejam simultaneamente iguais
a zero.

As situacdes a seguir ilustram o caso em que g é a fungdo quadratica g(x) = ax’.

*Para k=0e m+#0, o grafico é transladado horizontalmente.

3
V
o
llustragdes:
Sergio Lima/
ID/BR 3
A
o

o
3
x
3
o
x
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*Para k# 0 e m=0, o grafico é transladado verticalmente.

k>0 k<O

N

0 X

*Para k# 0 e m#0, o grafico é transladado horizontalmente e verticalmente.

k>0em>0

Como toda fungao quadratica pode ser expressa na forma candnica f(x)=a(x — mYy +k,
dados a,b, cER, com a # 0, o gréfico da funcao f(x) = ax* + bx + ¢ é congruente ao grafico da
funcao dada por g(x) = ax’.

Observe que, em qualquer caso, o vértice da parabola é o ponto (m, k). Conforme vimos
anteriormente, se a(x — m)2+k é a forma canobnica de ax’+ bx+c, entio m= _ZL; e

k= _4Aa' sendo A = b — 4ac. Assim, verificamos o seguinte.

Sejaf: R—R afungao quadratica dada por f(x)=ax*+ bx+ ¢, com a,b,c ERe a#0.
O vértice da parabola correspondente ao grafico de f é o ponto (xv,yv> em que:

= —L [ = —A = 2 —_
X, = 2 v, 4o sendo A=b" — 4ac

Em algumas situagGes, podemos determinar o valor de x, ou de y sem recorrer direta-

\ ez __ b _ A :
mente as formulas x, = ——ey = ———. Por exemplo:

2a 4a
*Se f & uma fungao quadratica com zeros x, e x,, entao, pela simetria da parabola em
relagao a seu eixo, a coordenada x  corresponde a media aritmética de x, e x,, ou seja,
_ X + X, Z+w

X, = — Da mesma maneira, se f(z) = f(w) para z # w, entao x, =

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR
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* Se a coordenada x, do vértice for um valor conhecido,
podemos obter y calculando f(xv>, pois, como (xv,yv>
pertence ao grafico de f, entao y = f(xv).

® Coeficientes da funcio f(x) = ax’* + bx + ¢
Seja a fungao quadratica f(x) = ax’ + bx + c.
Coeficiente a

Como o gréfico de f é uma translagao do grafico da funcao g(x) = ax’, entdo os graficos def
e de g possuem as concavidades voltadas para a mesma direcdo (para cima ou para baixo)
e as parabolas tém a mesma abertura. Assim, se a > 0, a concavidade é voltada para cima; se
a<0,a concavidade é voltada para baixo.

f(x)=ax’+ bx +c

a>0 /\ a<0

X X
Coeficiente b y
Conforme vimos anteriormente, X, = —% , Ou seja, b= —2ax, .

Assim:

*Seb=0,entdox, = —% = 0. Portanto, a parabola intersecta
0 eixo Oy no vértice.

*Se b>0, entao:
—2ax,>0=2ax, <0=ax,<0
Logo, a e x, possuem sinais contrarios. A concavidade € voltada para cima ou para baixo

conforme a seja positivo ou negativo, e o vértice localiza-se a direita ou a esquerda do
eixo Oy conforme x seja positivo ou negativo.

Observe, a seguir, que a parabola intersecta o eixo Oy no ramo crescente nos dois casos.

a>0ex <0 a<0ex, >0
y y
X, v,)
ramo ramo ramo ramo E
decrescente crescente crescente decrescente &
(x,v,) g
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*Se b <0, entao:

—Zaxv<0:20xv>0:>axv>0

Logo, a e x, possuem sinais iguais. Observe, a seguir, que a parabola intersecta o eixo Oy
no ramo decrescente nos dois casos.

a>0ex, >0 a<0ex <0
y y
(X, ¥,)
ramo ramo ramo ramo
decrescente crescente crescente decrescente
x,v)

Coeficiente ¢

Temos que f(0) = a-0°+b-0+c=g logo o grafico de fintersecta o eixo Oy no ponto de
ordenadaigual a c.

R4.Esboce o grafico da fungdo quadratica h(x)= —%xz + 3,

Inicialmente obtemos as coordenadas de alguns pontos pertencentes a pardbola que repre-
senta a funcdo quadratica h.

10

capitulo 5 Funcdo quadrética

> Geralmente escolhemos pontos notaveis da parabola O grafico da funcdo h é uma parabola que
para esbocar o grafico, como o vértice, os zeros da contém todos os pontos determinados ao
funcao e o ponto em que o grafico intersecta o eixo Oy. lsils
—_1.
X y=- ?x + 3 (x,y)
—6 | y=—1 (-6 +3=—9 | (-6,-9)
y= 3 <*6) = b
= 1 . 2 —_—
3| y=-5(-3)+3=0 (=3,0)
0| y=-—3-0+3=3 (0.3) g
E
3| y=-3-F+3=0 (3,0) g
6 y:—%~62+3:—9 (6,-9) 5
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Observe que, a parabola correspondente a fungao h(x) = S Y

3

apresenta maior abertura do que a funcéo f (x) = x* pois |a| = %;

apresenta concavidade voltada para baixo, pois a = —% <0;
é transladada verticalmente 3 unidades para cima e com vértice no eixo y, pois m =0 e
k =3.

R5.0 grafico ao lado representa a fungdo quadratica f(x) = 2x°.
Sabendo que o grafico da fun¢do g(x) = a(x — m) +k é congruente

ao grafico da funcao f transladado 1 unidade para baixo e % unidade
para a direita, determine:

a) a lei de formagdo da funcao g;

b) as coordenadas do vértice da parabola correspondente a fungao g.

a) A parabola que representa g(x)= a(x — my +k é congruente ao
gréfico de f(x) = 2, sendo a = 2.

Logo, se f for transladada 1 unidade para baixo e % unidade

para a direita, g assumira m = % ek=—T1

llustragGes: Sergio Lima/ID/BR

=2x2—5x+£—1=2x2—5x+1
8 8

Portanto, a lei de formacao da funcdo g é dada por g(x) = 2x* — 5x + %

b) Como o vértice da parabola da funcao g corresponde ao ponto V(m, k), entao V<% = )

R6.Determine as coordenadas dos pontos em que o grafico da fungdo g(x) = 4x* + 5x — e

intersecta os eixos Ox e Oy.

O grafico da funcao g intersecta o eixo Ox quando g(x) =0, por isso precisamos resolver a

equagao 4x* + 5x — % =0.

A=b2—4ac:>A=52—4~4~<—%>:81
=4 _1
5+ VBI _ 549 (%7 2
2-4 8 _ 14 _ 7
X = = —_——
2778 4

Nesse caso, o grafico da fun¢do g intersecta o eixo Ox nos pontos cujas coordenadas

< 7 1
—0 —0).
sdo ( 4 )e < > )
O grafico da funcdo g intersecta o eixo Oy no ponto cujas coordenadas sdo (O, —%) pois

x=0:>g(x)=c=—%.
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R7.Determine os coeficientes reais a, b e ¢ da funcdo quadratica y
dada por f(x)= ax’ + bx + c representada no grafico.

Vamos determinar os coeficientes g, b e ¢ da funcdo f de duas
maneiras diferentes.

12 maneira

Pelo grafico de f, observamos que ¢ = 0O, pois a parabola in-
tersecta o eixo Oy no ponto de ordenada igual a O.

Para determinar os demais coeficientes, fazemos:

Sergio Lima/ID/BR

__ b _ _
XV—_$—2=>b—_4U (l)
(b2 = 4ac)
y=-B 4o T4 )
v 4a 4a
Substituindo | em Il e utilizando ¢ = O:
2
—4a) — 4ac 2 _
_¥= _4=>_M= —4= —4g=—4=a=1
4a 4a

Comoa=1T1entdob=—4-1= —4.

Portanto, f(x)=1-x*—4-x+ 0= x> — 4x.

22 maneira

Os pontos (0,0), (2,—4) e (4,0) pertencem ao grafico da fungao f, logo:

flo)=0 fl0)=a-0°+b:0+c=0
f2)=-4 ={f(2)=a-2+b-2+c=—4
f(4)=0 f(4)=a-4+b-4+c=0

4a + 2b= —4

160 + 4b = O obtemosa=1e b= —4.

Assim, ¢ = 0. Resolvendo o sistema de equagdes {

Portanto, f(x) = x* — 4x.

17. (EPCAr-MG) O grafico de uma funcao polinomial
do segundo grau y = f(x), que tem como coordenadas
do vértice (5,2) e passa pelo ponto (4,3), também
passara pelo ponto de coordenadas:

a) (1,18) c)(6,4)
b) (0,26) d) (—1,36)
18. Ferramentas \ Esboce o grafico de cada funcio

] quadratica localizando o vértice da parabola e o eixo
de simetria e.

a) fx)=—3x b) fx)=x*—2x+2

12 capitulo 5 Funcdo quadratica

19. Determine no caderno se a concavidade das para-
bolas, que representam as funcdes quadraticas a
seguir, é voltada para baixo ou para cima.

a)f(x):—%xz+5x—3

b) g(x)= (—3x)2+ 4x—1
_ 1.

c)h(x)= 3x2 5

d) p(x)= —x + x+ 13

Nao escreva no livro.



20. Observe as fungdes quadraticas a seguir. 22. Sejaafuncidof: R — Rdadaporf(x) = 3x° Deter-

* f(x) = 10X o h(x) = x* mine no caderno uma fung¢do quadratica cujo grafico,
laca abol
. g(x)zlxz . p(x)zsz em relacdo .a f, corresponda a uma parabola com
3 10 abertura maior e a outra com abertura menor.

a) Na representacdo grafica dessas funcées, qual é
a caracteristica que define a abertura da pardbo- ~ 23. Determine no caderno a forma candnica das fungdes

la? Justifique. quadraticas g e h representadas no plano cartesiano
b) De acordo com o item anterior, qual das funcdes a seguir, sabendo que os graficos de g e h sdo
resulta em uma parabola de maior abertura na translacdes do grafico de f(x) = x.
representacdo grafica? E qual resulta em uma
parabola de menor abertura? y
¢) Reproduza a imagem a seguir no caderno e rela- g
cione a cada parabola a lei de formacdo da funcao 74

correspondente a ela.

y

—6—5—4—3—2—110__ 1 2 3 4 5 6 X

Sergio Lima/ID/BR

Sergio Lima/ID/BR

21. (Enem/Inep) A parte interior de uma taca foi gera-
da pela rotacdo de uma parabola em torno de um

‘ ' a) Sabendo que a forma canénica do trinémio do
eixo z, conforme mostra a figura.

2° grau é dada por a(x — m) + k, identifique os

Eixo de retagéo (z) valores de m e k dos trinémios correspondentes

rem 4 a leide formagaodef,geh.

ol b) Identifique os vértices das parabolas que repre-

— sentam essas funcdes.
C ¢) Qual relacdo existe entre os valores de m e k,
obtidos anteriormente, e as coordenadas dos

% xom) g vértices da parabola?

E 24. Seja a funcdo quadrética f(x) = ax’ + bx + c.
(D E Sabendo que f(—2)= =3, f(—1)= —6 e f(0) = -5,

calcule f(—3) e f(2).
A funcao real que expressa a parabola, no
plano cartesiano da figura, é dada pela lei ~25. Em cada item, determine no caderno o ponto em

fx) = %xz — 6x + C, onde C é a medida da altura do que fintersecta o eixo Oy, ou seja, (O' f(O)).
liquido contido na taga, em centimetros. Sabe-se a) fx)=x"—5x+3

que o ponto V, na figura, representa o vértice da ,

parabola, localizado sobre o eixo x. b) f(x)= —2x*+3x—1

Nessas condicOes, a altura do liquido contido na
taca, em centimetros, é:

a)l b) 2 c)4 d)5 e)6

c) f(x)=%x2—16

d) f(x)=5x+x
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26. Determine no caderno a distancia entre os vértices | 28. Escreva no caderno uma lei de formagdo que repre-
das parabolas que representam as fun¢des quadra- sente cada translagao.
ticasf(x)=x"—2x+Teg(x) = —x* — 4x — 4,

: ] a) A parabola que representa a funcdo quadrética
construidas em um mesmo plano cartesiano.

f(x)=x*+2 foi transladada horizontalmente
27. Observe os graficos das funcdes quadraticas. quatro unidades para a direita do eixo y.

1) b) A parabola que representa a funcdo quadratica
fix)= %xz +6x+19 foi transladada vertical-
mente cinco unidades para baixo.

¢) A parabola que representa a funcdo quadrética
f(x) =2x* —12x + 11 foi transladada vertical-
mente sete unidades para cima e horizontalmente
trés unidades para a esquerda.

29. Calcule <er yv) das parabolas que representam as
fungdes quadraticas a seguir.

a) f(x)=4x’—8x+2
b) g(x)=2x*+ 20x + 50
c)h(x)=—-3¥*—6x+6
d) p(x)=x—6x+7

—4

) 30. Observe o grafico que representa a fun¢io quadra-
tica f e algumas de suas translagdes no mesmo
plano cartesiano.

-3

Sergio Lima/ID/BR

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR

Sabendo que f(x) = x* — 2, julgue as sentencas a se-
a) Em 1, qual é a relagao dos gréficos de g e h com o guir em verdadeira ou falsa, corrigindo as falsas.
grafico de f? a) ()= —f(x)
b) h(x)=f(x — 3)

b) Em I, qual é a relacdo dos graficos de g e r com o

grafico de p?
¢) Sabendo que fix) = x* e px) = —x’, determine a ¢) pLo=—f(x+4)
lei de formacdodeg, h,ger. d) qO)=f(x)+ 4
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#Conjunto imagem de uma funcao quadratica

Sejaf:R—Rumafuncio quadratica fix) = ax® + bx + ¢,com a > 0.No plano cartesiano estdo

representados o grafico de f e a reta r dada por y=y , sendo y a ordenada do vértice da
parabola.

Podemos verificar que, para a >0, a reta dada por y = k, com kER:
e intersecta a parabola em dois pontos distintos se k> y . y
e intersecta a parabola em um Unico pontose k=y . f

* nao intersecta a parabolase k<y, .
\ |

Se fosse a <0, para quais valores de k a reta dada por y = k intersectaria a parabola em:

dois pontos distintos? um Unico ponto? nenhum ponto?

A reta dada por y =k intersecta a parabola se, e somente se, existe x & D(f) tal que f(x)=k.

Isso significa que ha interseccdo quando a equacdo ax’ + bx + ¢ = k tem solucao real e, nesse

caso, ke Im(f). Lembrando quey, = — Aﬁj ,sendo A = b’ — 4ac, temos o seguinte resultado:

A imagem da funcao quadratica f: R—R dada por f(x) = ax® + bx + ¢ é o conjunto:

-lm(f)z{kEIleB —%} se a>0. -Im(f)z{kEles —%} se a<0.

T~
-~

3) Exemplos
a) Queremos determinar o conjunto imagem da funcao y

quadratica f(x) = x* + 2x.
Utilizando a formulay = — %, temos: §
X
2 g
__2—4-1-0__4__1 . ¢
Y 41 4 :

Como a=1>0, a concavidade da parabola é voltada para cima. Assim,
Im(f)={k € Rlk= -1} = [, +0].
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b) Vamos determinar o conjunto imagem da funcdo quadratica y
fx)=—(x + 1)(x — 5). I
Observe que o trindmio ax’ + bx + ¢ correspondente a f
estd na forma fatorada. Em geral, ax’ + bx + ¢ admite a

forma fatorada a ( X=X, ) ( X=X, ) apenas quando

0s ndmeros x, e X, sdo zeros de f. Assim, os zeros da fun-

N e

¢ao dada sao x,= —lex,=5.
Segue que:
x+x, (-1)+5 4
R
B B B 3 B _ﬁo §\ X
2y, =f{x)=f2)=~(2+ N2~ 5)= -3 (-3)=9

Temos a = —1< 0. Logo, Im(f) = {k € R|k < 9} =]—,9].

MA\Valor maximo e valor minimo
de uma funcao quadratica

Em determinadas situa¢des, surgem problemas em que a solucdo é obter o valor maximo
ou o valor minimo que uma fun¢ao quadratica assume. Observe um problema desse tipo.

Saulo possui umatela de comprimento p, que ele pretende utilizar para cercar uma regiao
retangular. Qual é a maior area possivel que a regido cercada tera?

Se representarmos a regido por meio de um retangulo cujos la- ] ]
dos medem x e y, entdo o perimetro desse retangulo vai medir

2x + 2y, que devera coincidir com o comprimento p da tela. Assim;  ”
2x+2y=p:>2y=p—2x:>y=%—x -] -]
Entdo, a area do retangulo pode ser expressa por: "
AX)=x- (% - x> =AX) = —X +%x
-
y

Assim, a area é expressa por uma funcao cujo grafico é parte de uma parabola com a
concavidade voltada para baixo. A ordenada y  do vértice é o valor maximo que a fungao
assume, e x € a abscissa para a qual esse valor maximo é atingido. Como os zeros dessa

funcaosao O e % temos:

p
0+ — 2
v 2 4 Yo v 4 4 \2 7 2 4 4 16
Portanto, a area é maxima quando um dos lados mede xv=% e, nesse caso, o outro lado
mede yv=£—x =£—£=i, ou seja, o retangulo de perimetro p tem area maxima

2 v 2 4 4

2

2
quando o retangulo é um quadrado de lado % e aarea maxima é igual a <%> =1p—6.

capitulo 5 Funcdo quadrética N&o escreva no livro
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Seja f: R— R uma fun¢ao quadratica dada por f(x) = ax’ + bx + ¢, e considere V( X, yv) 0
vértice da parabola correspondente ao grafico de f.

*Se a>0, entdo V é chamado ponto de *Se a<0, entdo V é chamado ponto de
minimo do grafico de fe y é o valor méximo do grafico de fe y, é o valor
minimo de f. maximo de f.

y y

_____ Yy

| —
~—_
<

Do I

<
o
x

—_

< mmmmm

yV--

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

_b A
Tem-se V( 0’ g >

MEstudo do sinal da funcao quadratica

No capitulo 3, vimos como estudar o sinal de uma fungao afim f ao determinar os valores
de x para os quais f(x) >0, f(x)<0 ou f(x)= 0.

A representacdo grafica da funcdo quadratica auxilia no estudo do sinal. Observe os trés
possiveis casos, considerando a funcdo quadratica f(x) = ax’ + bx + c.

1°caso: A>0

Nesse caso, f possui zeros x; e X,, Com X, # X,

Sea>0: Sea<0:

F(x>>o\ /F(x)>0 N
XWXZ X F(X)<wa X\ fx)<0 X

*f(x)>0 para x <x, ou x>x, *f(x)>0 para x, <x<x,
*f(x) =0 para x = x, ou x = x, *f(x) =0 parax=x, oux=x,
of(x)<0parax1<x<x2 -f(x)<0parax<x1oux>x2
22caso: A=0
Nesse caso, f possui zeros X, € X,,Com X, = X,.
Sea>0: Sea<0: §
E
F)<0 /% =%N_f)<0 X &
F(x)>0 f(x)>0 g
X, =X, X 3
*f(x)>0 para x # X, *nao existe x €R tal que f(x) >0
-f(x)zOparax:x1 -f(x)zOparaxzx1
»nao existe x €R tal que f(x) <0 *f(x) <0 para x # x,
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3°caso: A <O

Nesse caso, f nao possui zero.

Sea>0: Sea<0:
f(x)<0
X
F(x)>0 X
f(x)>0 para todo x€R ndo existe xR tal que f(x)=0
ndo existe xR tal que f(x)<0 f(x)<0 paratodo x€R
3) Exemplos
Vamos estudar o sinal da funcao quadratica dada por:
a) fx)=x"—1 b) g(x)=—x*+6x—9.
Zeros de f: Zeros de g:
f0=0=x¥-1=0= A=6"—4-(-1)-(-9)=0
2 = = e
=S>x=1=x=1o0ux 1 :—61\/6:—6i0 X, =3
2. (_1> —2 X, =3

St

MOSTRA~:

A concavidade da parabola é voltada A concavidade da parabola é voltada
para cima, pois a=1>0. para baixo, pois a = —1<0.

Assim: Assim:

ef(x)>0parax< —loux>1 eg(x)=0parax=3

f(x)=0parax= —loux=1 *g(x)<Oparax#3

e f(x) <0 para —1<x<1

O estudo de sinal pode ser Util para determinar o conjunto solucdo de inequagoes. Veja a

seguir como podemos obter o conjunto solucdo da inequacdo do 2° grau —8x°+ 6x —1<0
no conjunto dos ndimeros reais.

Raizes de —8x* + 6x —1=0:

<
I

A=6—4-(—8)-(—1)=4 (= —6fV4 _ —6x2 [T
2-(-8) —16

<
N
Il

Observe no esquema os intervalos nos quais a fungao
quadratica f(x) = —8x”* + 6x — 1é negativa.

Temos f(x)<0 parax<% ou x>l. Portanto,
S={x€]R|x<Loux>L}.
4 2

capitulo 5 Funcdo quadrética N&o escreva no livro
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R8.(UFSM-RS) Um jogador de basquete lanca uma bola em direcdo a cesta e ela descreve um

arco de parabola. A lei que descreve essa parabola é h(t) =

;t2+%t+2 onde t é o tempo

decorrido em segundos apés o lancamento, e h é a altura em metros. Assim, é correto afirmar:

a) A bola atinge o0 solo em 5 s.

b) A imagem de h(t) é dada pelo conjunto {y ER|y= 4?9}

c¢) O vértice da parabola é o ponto < g %)
d) Paratodot € [—6,1], h(t) =

e) A altura maxima atingida pela bola é igual a % m.

Vamos analisar cada item separadamente.
a) A bola atinge o solo quando h(t) = 0. Logo
precisamos determinar as raizes da equacao
1.2 5

de 20 ——t'+2t+2=0
e 2° grau 3 3
2
A:<i>_4.<_i> )= 49
3 3 9
EERWL: \ W \ V| ¥
f— 3 W BN E W’
1 2 t,=6
2 _E —_——
3 3

Como a grandeza envolvida é o tempo, a raiz

t, = —1nao convém. Assim, a bola chegara ao
soloem 6 s.
b) Sabendo que a = —% < 0, obtemos

Im(h) = {y ER|y = —%}. Além disso:

__ A 9 49
yv__4— AN

49
P Im(h) = ER|ly=—}.
ortanto, Im(h) {y ly 5 }

c¢) O vértice da parabola corresponde a

_b A -4 .
V( 0 4a ) sendo y, = e:

Nao escreva no livro.

2
- 3 _5
X_——__
2

)

5 49
Logo W 49
080 <2' 12>

d) Resolvendo a inequacao —%tz I %t +2=0,

obtemos os valores de t para os quais a funcao

h(t) = 0. Temos pelos itens anteriores que:

1 49
=— <0 A="2>0
a= 73 9

h(t)=0para t = —lout, =6

Desse modo:

N
)<(/—1 6\h(t)<0

Portanto, h(t) = 0 para todo t € [—1,6].

Sergio Lima/ID/BR

e) A altura maxima atingida pela bola corres-

ponde ao valor maximo da funcdo h, ou seja,

ao y,. Conforme o item ¢, temos y, = %
Por isso, a altura maxima atingida pela bola é

igual a ] m.
12

Logo a alternativa correta é c.
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R9.Determine a solugdao da inequagao simultanea

0 < —x* — 2x + 3 < 3 no conjunto dos nimeros
reais.

Resolvemos a inequagdo simultanea
0<—x*—2x+3<3

determinando para quais valores de x ambas
as inequagdes —x* —2x+3>0¢e

—x% — 2x + 3 < 3 530 satisfeitas.

—x’—2x+3>0

A=(=2f-4-(=1)-B)=16
—(-2)x V16 544 [x,=-3

T ) = &—1

a=—-1<0;

A=16>0

sy
/3 1\ X
A solucdo da inequagdo —x* —2x +3>0¢
S,={x€R|-3<x<1}

X —2x+3<3= —X¥—-2x=0

A=(-2—4:(—1)-0=4

—(=2)= V4 o497 %= 2
2-(-) 2 < =

a=—-1<0;
A=4>0 N\

7%2 ON=— X

A solucdo da inequacao —x* — 2x + 3 <3¢
S, = {x ERIx < —20ux=0}.

Realizando S, NS, obtemos a solugdo S da
inequacao 0 < —x> — 2x + 3 < 3.

5 —— WO €

-3 poon 5

: P -

S, e e

e DA

S ——Cmwe SO
-3 =2 0 1

Portanto, S = {x ER| -3 <x < —2ou
OSX<1}.

capitulo 5 Funcdo quadrética

R10.Resolva a inequacao quociente

2¢ + 12x + 10

v < 0, no conjunto dos reais.

Essa inequacdo esta definida no conjunto dos
nimeros reais apenas quando o denominador
—x — 5 < 0, ou seja, quando x # —5.

Precisamos determinar para quais valores de x o

2 + 12x + 10

=X=15
caso, vamos analisar os sinais de
fix)=2x*4+12x + 10 e g(x) = —x — 5 separa-
damente.

quociente é negativo. Nesse

fx) = 2x* + 12x + 10
A=12—4-2-10=064

—12+Ve4 _ —12+8 _ 5=
2:2 4 =

a=2>0;

A=64>0 x ’%

gx)= —x =15
a=-1<0
—X—5=0=>—x=5=x= -5

~—

Identificando o intervalo em que £< 0 no

esquema e combinando os sinais das func¢des
f e g, obtemos a solucdo da inequacao
2+ 12x + 10

<O0.
—x—=5
R e Pttt L+ ++
51 -1 X g
i i g
P e ettt F— g
—5! 0 X g
! ! 2
i deebdb Bk b b kR I e g
g —5 1 X &

Portanto, a solucdo da inequacao

2¢ + 12x + 10

¢ <0é5={x€ERIx> -}

N&o escreva no livro



31. Observe as func¢des quadraticas a seguir e faga no
caderno o que se pede.

 flx) = (—Zx)2 +2x + 1
eg(x)=—x*+3
°h(x)=%xz+x—12
*p(x) = —%xz +2x =5

a) Identifique se a concavidade da parabola corres-
pondente a cada funcdo é voltada para baixo ou
para cima.

b) Calcule os zeros, se houver, e as coordenadas do
vértice de cada uma das parabolas correspon-
dentes a essas funcdes.

) Determine as coordenadas dos pontos em que |
2L ~ . . |
os graficos dessas fungdes intersectam o eixo Ox
e o eixo Oy.

32. Obtenha o valor x  para as fungdes quadraticas a

seguir.

a) fx) = 2(x — 1)(x + 3)

b) g(x) = 5(x — 3)(x = 3)
¢) h(x) = —x(x + 7)

d) p(x) = —%(x — 4)(x — 28) ‘

33. Dadas as leis de formacdo das funcdes afim, identi-

fiqgue em quantos pontos seus graficos intersectam
a parabola a seguir.

y \ N
= |
61 . ‘
5..
4..
3..
2.-
1.-
R IR N A S
1+ \/
a)g(x)= -1 ) p(x)= —2
b) h(x)=5 d) g(x)=x
34. Sejam as funcdes de R em R definidas por

fxX)= x¥*—x+7eg(x) =3x—8.

Determine no caderno se a parabola e a reta refe-
rentes as fungdes possuem pontos comuns e, se pos-
suirem, identifique quais sdo.

Nao escreva no livro.

35. Determine no caderno o conjunto imagem das
funcdes quadraticas.

a) fx)= —2x*—2x—3
b) gx)=x*—6x+6
c) h(x)= 4%

d) px)= —x*—8x—11

36. Seja a fungdo real definida por f(x) = —5x* + 7x — 6,
0 conjunto imagem dessa fungdo sdo os valores
reais de f(x) tal que:
a) f(x)= —3,55

b) f(x) = 3,55

c) f(x) < —3,55
d) f(x) < —3,55

37. Observe as parabolas e identifique:
esea<Ooua>0;
°se A<O, A=00uA>0.
a) c)

o
—

b) d)

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR

38. Observe as func¢des quadraticas.

a)f(x)=%x2+2x+1
b) f(x) = (—Zx)2 +4x+1
) fx)=—-3x¥—12x—8

d) fx)=x*+2x—3

Em quais itens fadmite valor maximo? E em quais
deles f admite valor minimo?

121




39.

40.

41.

Sejaafun¢do quadraticaf(x) = (3k + 1)’ + 5x — 4,
comk€Rek# —%. Para quais valores de k a
funcao assume:

* valor minimo? e valor maximo?

(Enem/Inep) O apresentador de um programa de au-
ditério propds aos participantes de uma competicao a
seguinte tarefa: cada participante teria 10 minutos
para recolher moedas douradas colocadas aleatoria-
mente em um terreno destinado a realizacdo da
competicao. A pontuacdao dos competidores
seria calculada ao final do tempo destinado a
cada um dos participantes, no qual as moedas
coletadas por eles seriam contadas e a pontuacdo
de cada um seria calculada, subtraindo do nimero
de moedas coletadas uma porcentagem de valor
igual ao nimero de moedas coletadas. Dessa forma,
um participante que coletasse 60 moedas teria
sua pontuacao calculada da seguinte forma:
pontuacdo = 60 — 36 (60% de 60) = 24. O vence-
dor da prova seria o participante que alcancasse a
maior pontuagao.

Qual serd o limite maximo de pontos que um
competidor pode alcancar nessa prova?

a)o ¢) 50 e) 100
b) 25 d) 75

Ferramentas \ Esboce no caderno o grafico das

fun¢bes quadraticas e determine para quais valo-

42,

43.
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res de x € R elas sdo positivas, iguais a zero e
negativas.

a)fx)=x*+6x+5
b) gx)=—xX*+x+2

c) h(x)=5x*+ 2x + 1
d) p(x) = —=3x* + 6x — 3

A funcdo h:[0,16] — R, definida por h(x) = —5x* + 80x,
descreve a altura em fungao do tempo de um projétil
lancado do solo, com x em segundos e h em metros.

a) A que altura do solo o projétil se encontra:
* 15 apbs o lancamento?
* 2 s apés o lancamento?

b) Qual deve ser a altura maxima atingida por esse
projétil?

c) Esse projétil deve atingir o solo a quanto tempo
apo6s o lancamento?

Seja f: R—>R tal que f(x) = (k — 2)¥ — 2x — 3,
comk €R.

Quais devem ser os valores reais de k para que
f(x) <0, para todo x € R?

capitulo 5 Funcdo quadrética

44. O custo de um dia de trabalho em uma empresa

pode ser descrito pela expressdo C(x) = 2x* + 8x,
em que x € N representa a quantidade de clientes
atendidos. O valor recebido em um dia é represen-
tado pela expressao V(x) = 60x.

Sabendo que o lucro é dado por L(x) = V(x) — C(x)
e que a partir de certa quantidade de clientes fica
invidvel o atendimento, devido ao aumento do
custo, resolva os itens no caderno.

a) Para que a empresa tenha lucro maximo em um

dia, quantos clientes devem ser atendidos?

b) Qual é a quantidade maxima de clientes que essa

empresa pode atender em um dia, sem que
tenha prejuizo?

45. Resolva em R as inequacgdes.

a)xX’—2x—3=0
b) (¥ —1)(x +6)>0

X +2 _
XTZ <9
)56

d)2X*+4x—10<4x—2<2

e)3x—3=-3x—3=<6x—3

46. Nas imagens a seguir, sejam T, Q e R as areas do

triangulo, do quadrado e do retangulo, respecti-
vamente.

2
2X+2
[] L]
2X
L1 [-]
2X

o) S
' 3x+2 E

Quais sao os valores de x paraque T < Q < R?

N&o escreva no livro



Verificando rota @
1. Cite situacdes do seu dia a dia que podem ser representadas por uma funcdo afim.

2. Ao definir que o grafico da funcdo afim é uma reta, por que é necessario especificar que ela
ndo deve ser vertical?

3. No capitulo 3, foram apresentados alguns casos particulares de funcdo afim: funcdo identi-
dade, funcdo constante e funcdo linear. Escreva os valores que os coeficientes a e b devem
assumir em cada caso.

4. Toda fungao afim possui zero? Justifique.

5. Em relagdo a solugdo de um sistema de equagdes do 1° grau com duas incégnitas especifique
quando um sistema é considerado:

* determinado; ° impossivel; * indeterminado.
6. Geometricamente, o que representa o médulo ou o valor absoluto?
7. Defina fun¢do modular.
8. A funcdo f: R — R definida por f(x) = |x| é sobrejetora? Justifique.

9. Justifique por que o coeficiente a de uma fungdo quadratica dada por f(x) = ax’ + bx + c ndo
pode ser igual a zero.

10. A fungdo f: R — R definida por f(x) = x* é injetora? Justifique.

11. Cite pelo menos uma maneira de determinar a forma canénica (a(x = m)2 Sh k) de um trindbmio
do 2° grau.

12. Geometricamente o que representa o vértice da parabola?

13. Considerando a fungdo quadrética f(x) = ax* + bx + ¢, determine:
a) as coordenadas do ponto em que o grafico de fintersecta o eixo das ordenadas;

b) quais valores o coeficiente a e o discriminante A devem assumir, para que f(x) > 0 em todo
o intervalo real.

14. Os graficos a seguir representam as funcdes f(x) = x, g(x) = |x| e h(x) = x’, todas definidas no
conjunto dos ndmeros reais. Identifique semelhancas e diferencas entre o grafico das fungdes
f,geh.

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR

15. A pagina de abertura da unidade 2 apresentou a energia eélica como assunto inicial, informando
que a quantidade de energia elétrica produzida por uma turbina edlica pode ser determinada
a partir de sua poténcia e do tempo de atividade. Qual dos contetidos trabalhados durante
esta unidade se relaciona com este tema?

N&o escreva no livro. 123




Ampliando
fronteiras

Queda livre

Ao deixar cair dois objetos com massas diferentes, qual to-
cara o solo primeiro: 0 mais leve ou 0 mais pesado? Aristoteles
(384 a.C.-322 a.C.) sugeria que um corpo com o dobro da massa
de outro atingiria 0 chao na metade do tempo que o outro levaria.

Por exemplo, se pensarmos em jogar da mesmaaltura uma folha
de papel e uma borracha escolar poderiamos concluir que, como a
folha de papel leva mais tempo para tocar o solo por ser mais leve
que a borracha escolar, a massa influencia na queda livre, cert
Errado! Na realidade, o que de fato influencia nessa queda ma
demorada da folha de papel é a resisténcia do ar, pois no vacuo
esses objetos atingiriam o solo a0 mesmo tempo, ainda que soltos
no mesmo instante e a mesma altura.

Esse principio pode ser mais bem compreendido se pens
mos em repetir a experiéncia com a folha de papel amassafla.
Faca o experimento!

Vacuo: absolutamente vazio, oco.

Em algumas biografias de Galileu Galilei (1564-1642),
conta-se que ele soltou do alto da Torre de Pisa dois
corpos esféricos de volumes e massas diferentes.
Esse experimento teria desbancado os cientistas
aristotélicos, que acreditavam que o corpo mais
pesado tocaria o solo primeiro. O fato ndo teria sido
comprovado na demonstracao de Calileu porque

os dois atingiram o chdo quase ao mesma instante.
Contudo, o historiador Alexandre Koyré (1832-1964)
afirma que esse teste ndo ocorreu, teria sido
apenas um experimento mental do matematico.
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Quando um corpo estd em queda livre préoximo a superficie da Terra sofre efeitos de
seu campo gravitacional, ou seja, ele é acelerado pela gravidade e sua velocidade
aumenta (varia). Por isso dizemos que seu movimento é uniformemente varia-

do. Uma equacao para determinar o deslocamento do corpo em queda livre

(desconsiderando resisténcia do ar) é dada por As = %gtz, em que As é o

deslocamento vertical, g a aceleracao da gravidade e t o tempo.

A gravidade é uma grandeza vetorial e fica bem
definida quando indicamos a direcao (vertical),

o sentido (de cima para baixo) e o médulo
(aproximadamente 10 m/s%). Em queda livre é
comum considerar g = +10 m/s’ (positiva), pois o
corpo cai na mesma direcdo e no mesmo sentido
da gravidade. O salto de um paraquedista, antes
do paraquedas abrir, € um exemplo de corpo em
queda livre.

Izaac Brito/ASC Imagens

Assim, tomando As = f(t) e considerando o valor de g = 10 m/s’, temos
afuncao f:R, — R definida por f(t) = 5t° que relaciona o deslocamento e
o tempo em queda livre.

Deslocamento de determinado corpo em queda livre, em funcdao do tempo

deslocamento (m)

500+
450 4
400 +
3501
3001
2504
2001
1501
1001

50+

O] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 tempo(s)

Izaac Brito/ASC Imagens

Sergio Lima/ID/BR

[} Explique com suas palavras o que a teoria de Galileu propde
a respeito de queda livre.

) Nasua opiniao, por que o valor numérico atribuido a acele-
racdo é dado em modulo?

@ seum objeto foi solto do topo de uma torre e demorou 4 s para
tocar o solo, qual a altura aproximada da torre, em metros?
Desconsidere a resisténcia do ar.
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Vamos ao espaco!

* Vocé ja viu um foguete na televisdo, internet ou em outro
meio de comunicagao? Em caso afirmativo, descreva-o.

* Em sua opinido, por que existem pessoas interessadas
em explorar o espaco sideral?

* Converse com seus colegas e o professor a respeito da
origem do Universo.

O Universo encanta o ser humano, por isso as questoes que
envolvem sua origem, magnitude e composicao sao constan-
temente discutidas. Especialmente sobre a sua origem, quanto
mais desvendamos, mais nos conscientizamos de que sabe-
MOS pouco a seu respeito, 0 que se torna o préprio combusti-
vel para novas pesquisas.

Nessa incessante busca, a ciéncia se ocupa em desenvolver
tecnologias cada vez mais sofisticadas para explorar o espaco,
gue na maioria das vezes exigem investimentos financeiros
altissimos. Contudo, sabemos que as despesas se justificam
pelos grandes beneficios que trazem a humanidade.

De satélites orbitando a Terra a sondas girando em redor
de Marte, as experiéncias espaciais vao cada vez mais longe.
Em geral, os foguetes sao os responsaveis por colocar espa-
conaves, sondas, 6nibus espaciais e satélites em orbita. Neles
ficam os combustiveis utilizados para a propulsdo que leva
esses objetos ao espago.

O principio basico de
funcionamento dos
foguetes refere-se a

32 lei de Newton,
conhecida como "lei da
acao e reacdo”: para cada
acdo existe uma reacao
de igual intensidade e
sentido contrario.

Eduardo dos Santos/ASC Imagens

Propulsao: ato ou efeito que
causa impulso para diante,
por meio de mecanismo ou
dispositivo ejetor.

reagao



1957

A Unido Soviética
lanca o Sputnik,
primeiro satélite
artificial da Terra.

1961

A espagonave

soviética Vostok 1¢é
a primeiraalevaro
homem ao espago.

1969

Os Estados

Unidos fabricam
0 maior foguete
até o momento:

198

E lancado o
primeiro énibus
espacial. Em relagdo
as espagonaves, 0s

2012

A sonda Curiosity é
lancada ao planeta
Marte pelo foguete
Atlas V.

llustranet/ASC Imagens

2015

As naves espaciais
russas Soyus eram
as Unicas capazes

de levar tripulagdo

Saturn V. Ele foi
responsavel por
levar a missdo
Apollo1Ta Lua.

Fonte de pesquisa. NAsA. Dispanivel em: <www.nasa.gov/pdf/153410main_Rockets_History.pdf>. Acesso em: 12 abr. 2016.

6nibus espaciais
sdo diferentes
porque podiam ser
reaproveitados em
outras missoes.

a Estacao Espacial
Internacional. Em
julho de 2015, trés
astronautas foram
enviados para
essa estacao.

~\

€

/Méo na massa

Vimos que os foguetes sdo estruturas essen-
ciais para o lancamento de objetos no espago
e funcionam basicamente sob o principio da
acdao e reacao. Deste modo, propomos uma
experiéncia para conhecermos um pouco
mais sobre o funcionamento deles. Para isso,
construiremos alguns prototipos.

Inicialmente, o professor vai organiza-los

em grupos. Cada grupo devera providenciar

0s seguintes materiais para a constru¢ao do

prototipo de um foguete:

* tesoura com pontas arredondadas;

* COMPpasso;

e duas garrafas PET de 2 L iguais e vazias;

* 2 rolhas que encaixem bem na boca da
garrafa;

* 2 folhas de papel-cartao;

« fita adesiva;

* linha de costura ou de pipa;

eum pacote de bicarbonato de sédio

\ (cerca de 80 g);

L]

ue

* cerca de 750 mL de vinagre,
* 2 filtros de papel de coar café.

O professor explicara o procedimento para
construir o protétipo do foguete. Depois de
pronto, ele os levara em um local aberto, do
qual seja possivel lanca-lo.

Levem caderno e caneta para anotarem alguns
dados do experimento. Sera preciso também
providenciar dois cronbmetros que possam
ser utilizados por todos os grupos.

O professor sera responsavel por realizar o
lancamento de cada um dos foguetes duas
vezes. Dois alunos do grupo devem ficar atentos
a cada lancamento para iniciarem os croné-
metros assim que o foguete sair do solo e
para-los quando tocar o solo. Outros dois alu-
nos anotardo o tempo de voo.

Com os dados em maos vocés determinarao
valores aproximados para a velocidade inicial
e a altura maxima atingida pelo foguete. A
discussao de como realizar os calculos sera
conduzida pelo professor.

~\
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celestes, como os satélites naturais, as estrelas e os planetas, relacionam-se com o contetido
de poténcias, assunto que sera abordado nesta unidade.

128 N&o escreva no livro.



The Asahi Shimbun/Getty Images

“Lua de sangue” observada no céu de Téquio,
Japao, em abril de 2014.

A imagem é uma vista aérea da parte leste da
capital japonesa. Nela, destaca-se a torre de
radiodifusdao Tokyo Skytree, em Sumida. A cor
avermelhada, que aparece na fotografia, refere-se a
um fenémeno que ocorre durante os eclipses totais
da Lua, eventos ndo muito frequentes.
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Funcao exponencial

o
=

E
Q.
(4]
()

MPoténcias de base real positiva
e suas propriedades

Até agora estudamos as funcdes afim, modular, quadratica e suas caracteristicas. Neste
capitulo, veremos a funcao exponencial. Antes, porém, vamos apresentar algumas ideias a
respeito das poténcias de base real positiva e de suas propriedades, que serdo Uteis ao

estudarmos as funcdes, as equagoes e as inequagdes exponenciais, assim como os logaritmos,
assunto do préximo capitulo.

@ Poténcia com expoente natural ndao nulo

A potenciacao com expoente natural corresponde basicamente a uma multiplicacdo de
fatores iguais, por exemplo:

expoente
w
_34:3'3'3'3:ﬂ

base 4 fatoresiguais poténcia

Dados um nGmero real positivo a e um nimero n EN’, chama-se poténcia de base a
e expoente n o nimero a” definido como o produto de n fatores iguais a a.
a"=a-a:...-0-a

/N

n fatores

Para o caso particular em que n=1,definimos a' = g, pois ndo ha produto de um s fator.

3) Exemplos
c4i=4-4=16 .(i)szllill:L
2 2 2 2 2 2 32
¢5=5.5.5=125 ,
*(24) =24-24=576
1
- (V6) =6

Propriedades das poténcias com expoente natural
Considere os nimeros reais positivos a e b e 0s nUmeros naturais ndo nulos me n.
Multiplicacio de poténcias de mesma base (propriedade fundamental):
am-ag"=agm"
Essa propriedade é valida, pois em ambos os membros da igualdade temos o produto

de m + n fatores iguais a a.
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3) Exemplo

2

4 4=(4-4)(4-4-4)=4-4-4-4-4=4=4"

AN /N

4 4

Essa propriedade continua valida para uma quantidade qualquer de fatores, ou seja,
param, m, m,..., m EN" vale:

am1 . amz . amz . . amk — am1+mz+m}+m+mk
AN
k fatores
3) Exemplo
3 2 4 9 3+2+4
777 =7-7-7-7-7-7-7-7-7=7=7
Para o caso particularem que m, =m,=m, = ... = m, = m, temos a proxima proprie-
dade.

Poténcia de poténcia:
(@) =™

3) Exemplo
4

(92) ~9%.9°.9°.9°=g

2+2+2+2

8 24
=9 =9
Divisao de poténcia de mesma base:

ama"=am™ " comm>n

3) Exemplo

6 -2

56
55 :5—2=

5-5-5-5-5.5 4_ 62
Sl

Multiplicacao de poténcia de mesmo expoente:
am-b"=(a- b)m
3) Exemplo
2.8°=2.2-2-8-8-8=2-8-2-8-2-8=(2-8)-(2-8)-(2-8)=(2- 8)
Divisao de poténcia de mesmo expoente:
amb" = (a:b)m

3) Exemplo
4 4

3 3.3.
3= 2= _3:3:3°3 :i.i.i.i:< )Z(gﬂo)“
10° 10-10-10-10 10 10 10 10 \10
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@ Poténcia com expoente inteiro

Para atribuir significado a poténcia a”, com a real positivo e n €Z, devemos manter valida
a propriedade fundamental (am can = a’”*”).

Inicialmente vamos verificar qual deve ser o valor de a° sendo a um nimero real positivo.
Como a propriedade fundamental deve ser valida, da igualdade a°-a'=a®"" temos a®-a =g,
logo, a Gnica defini¢do possivel é a®=1.

Dado qualquer n €EN”, devemostera™-a"=a """=a’=1.

Logo,se a "-a"=1, entdo é preciso definirque a "= !

aﬂ

Desse modo, estendemos o conceito de poténcia para o nimero real a positivo com
expoentes inteiros quaisquer, mantendo valida a propriedade fundamental.

3 Exemplos

-3

-4
11 AR R
"4 £ 64 (2) ST Tk

(3) = 1 __1 _ b4 . (0 7)71 — <L> — 1 __1
8 N 9 ' 10 7\ L
< 8 ) 64 ( 10 > 10
O namero ~  com x# 0, é chamado inverso de x. Assim,sea>0 en&Z,entdoa "éo
inverso de a".

10
7

@ Poténcia com expoente racional

. . Y e N ~ . . m . .
Para atribuir significado a poténcia a’, com a real positivo e r=—— um ndmero racional

(sendo mEZ e nEN"), devemos manter valida a propriedade fundamental (a’ cat = a'“).
Desta igualdade, resulta:

n parcelas
%
R _—
(o) =ar-ar-ar-...-a' =g Fr=gr
S
n fatores

m,
n

. . m n
Substituindo r por 7 temosa"=ag" =ag™

m . - . . A
Portanto, a’, com r=—— é um namero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual a a™. Por
n

definicdo de raiz, esse nimero é V/a™, a raiz n-ésima de a™. Logo, a (inica defini¢io possivel

. . m , *
paraa poténcia a’, com a real positivo e r=—-¢éa" = Vam,comm€&ZeneN".

3 Exemplos
2 1
5% =\/5 = v/25 7 =72 =7

3
5

5 -3 _ -1 -
(%) - (%) V& =V6a .81 =g1 ‘=481 =]

1
81 3
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@ Poténcia com expoente irracional
As poténcias com expoentes irracionais serao abordadas por meio de aproximagoes. Por
exemplo, para calcular um valor aproximado de 3ﬁ, utilizamos aproximacoes racionais do
ntmero irracional V7:
2; 2.6; 264; 2,645; 26457

Definimos as poténcias de base 3 e expoente racional com as aproximacdes de V7.

2 426 264 2645 26457

3

. N . = V7

Com auxilio de uma calculadora podemos calcular essas poténcias e a aproximacao de 3 .
2

3 =9

26 p
3254_ 173986384 307 g > O simbolo para calcular
* 37 =1818026095 W 2J0C 200 2 poténcias pode mudar
< 5% — 1398040102 1" ll 2123302 £ dependendo do modelo
' £ da calculadora.
« 3% =18,29446458

. . . A . V7
Quanto mais o expoente se aproxima de \ﬁ mais a poténcia se aproximade 3 .

Logo por aproximagdes de racionais, obtemos o valor aproximado de uma poténcia a™,
com a real positivo e m irracional.

@ Poténcia com expoente real

Vimos poténcias com expoentes racionais e com expoentes irracionais. Como o conjunto
dos nlimeros reais é dado pela unido dos conjuntos dos nimeros racionais e o dos niimeros
irracionais, chegamos as poténcias com expoentes reais mantendo as mesmas proprieda-
des apresentadas anteriormente.

Veja alguns exemplos de poténcias de base real positiva e expoente real.
2 VA h -
E 6" 379 . <i> - (69)’ . 4T

R1. Simplifique as expressdes.
5

(1'25)_2. <%> 05‘ ) -03

N 7 b)8”-2-8
(08)
5 (1,25) <7%> _ <%> .<7%> _ b)8” .2 803=(23)§~2 (23);—

N&o escreva no livro. 133




R2. A notacdo cientifica € uma maneira de apresentar

ndmeros (em geral ndmeros muito grandes ou
ndmeros muito pequenos) utilizando poténcias
de base 10.

Um ndmero escrito em notacdo cientifica consiste
no produto de dois nimeros reais em que o primeiro
é um ndmero pertencente ao intervalo [1,10[, e o
segundo é uma poténcia de base 10.

Esse tipo de notagao geralmente é muito utilizado
em astronomia, que trabalha com nimeros muito
grandes. Por exemplo, a massa da Lua é aproxi-
madamente 73500000 000 000000000000 kg.
Esse nimero pode ser escrito em notacao cientifica
da seguinte maneira: 7,35 - 10% kg.

Escreva os nimeros apresentados nas situagdes
abaixo em notacdo cientifica.

a) A distancia entre a Terra e o Sol é cerca de
149600 000 km.

b) O didmetro do nicleo de um atomo é aproxi-
madamente 0,00000000000001 m.

a) 149600000 = 1,496 - 100 000 000 = 1,496 - 10°
Portanto, a distancia é cerca de 1,496 - 10° km.

b) 0,00000000000001 =

_ 1 —1-10"
100000 000000000
Logo, o didmetro é aproximadamente 1-10 " m.

R3.(IFSP) A quinoa tem origem nos Andes e é um

alimento rico em ferro, fésforo, calcio, vitaminas
B1, B2 e B3 e ainda contém as vitaminas C e E.
Admitindo que a quinoa é vendida em sacas de 25 kg,
que contém, cada uma, cerca de 10’ graos, entao a
massa de um grao de quinoa é, em gramas, aproxi-
madamente:

a)25-10°"° ¢)2,5-10° e)2,5-10°
b)25-10"° d)2,5-10'

BB __j5.0°

100 10-10

2510 "kg=25-10 °-10°g=25-10"¢g

Portanto, a alternativa correta é b.

R4.Simplifique cada uma das expressdes apresenta-

134

das a seguir. ;
_2 g .92
a) V322 3<%> t,)\/1_0—12

5
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b) ; = ; =
577 1 2
(3)
a a
2 2
_|mo-2f _f20] _
i i
5 5

1

2 1
= ( 201'5> —100% = Vi00 =10

R5.0bserve as poténcias de base 2, a partir de 2,

organizadas em ordem crescente.

2,4,8,16,32, 64,128, 256,512, ...

Note que o algarismo das unidades das poténcias
formam a sequéncia:

2,4,86,2,48,6,2 ...

a) De acordo com essas informacdes, determine a
proxima poténcia. Qual é o algarismo das uni-
dades dessa poténcia?

b) Sem calcular a poténcia, determine o algaris-
mo das unidades da 2002 poténcia.

a) A préxima poténcia sera 2°=1024. Logo o al-
garismo das unidades é 4.

b) Observe que o algarismo das unidades das
poténcias se repetem a cada 4 termos. Assim,
vamos determinar o algarismo das unidades da
2002 poténcia analisando o resto da divisao
de 200 por 4.

00 |4
0 50
0

2
- 2
0

o

Como a divisao é exata, ou seja, tem resto zero,
0 algarismo das unidades da 200* poténcia é
igual ao 4° termo da sequéncia dos algarismos das
unidades das poténcias, isto é, b.
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1. Utilizando as propriedades de poténcia com expoente
natural, reduza a uma Unica poténcia e depois

calcule.

2 2 2 1 3 3
a) (%) ¢)5-5 e) 70°:10

2
b) 4"°:4" d) 26’ £) (10°)
2. Escreva no caderno cada niimero como uma poténcia
de base 2.
a) 32 ¢) V16
b) d) 0125
128 )

-2
3
3. Simplifique a expressao [(34> :39] no caderno.

4°.87 . 1672 ‘
4. (Cefet-MG) Sendo y = % a metade do
valor de y vale
a)2’ b) 2™ )2’ d)2°

5. Escreva no caderno as poténcias em ordem

crescente em cada situagao.
-1
a)3,3" <%> )37 b) 4?4 % 247
6. Calcule as poténcias. ‘
1
a) 64” )8’ |
5

3
b) 27

3

d)o

7. Simplifique as expressdes no caderno.

V2
a)1\/1'5+1“ ¢) [(\/E)ﬁ} ‘
¥ , |

b) (37) a1 - (54?)

8. Mateus tem uma pequena propriedade onde cultiva,
entre outros produtos, feijao. Enquanto estava ensa-
cando feijdes para vendé-los, ele fez o seguinte desa-
fio aos seus dois filhos, que gostavam de Matematica.

“A massa de cada grao de feijao é cerca de
25-10 " g. Eu vou vender estes feijoes em
sacos de 20 kg. Quantos graos de feijao,
aproximadamente, ha, no total, nos 25 sacos
que eu vou vender?”

Responda ao desafio feito por Mateus para seus filhos.
2

9. Simplifique a expressdo (343) °.

Nao escreva no livro.

10. Desafio \ (IFSP) Acredita-se que Aristarco de Samos

"‘ (310 a.C.-230 a.C.) tenha sido o primeiro cientista a

““ defender a ideia de que a Terra gira em torno do
Sol. Com os métodos de aproximacdo disponiveis
na época, Aristarco sabia qual era a distancia entre
a Terra e a Lua e desejou calcular a distancia entre a
Terra e o Sol. Ele sabia que, quando a Lua apresen-
tava um quarto iluminado (crescente ou minguante),
era possivel desenhar um triangulo retangulo forma-
do pela Terra, pela Lua e pelo Sol, como mostra a
figura abaixo.

E7l ®

[Este icone indica [Este icone indica que as

cores daimagem nao

que as imagens nao
estao em propor¢ao correspondem as reais. |

de tamanho entre si.

Lua (L)

F

Rafael Luis Gaion/
ASC Imagens

Terra (T)

Sol (S)

Aristarco, porém, nunca obteve o valor exato des-
sa distancia pela simplicidade de suas medicdes.
Hoje em dia, sabe-se que a distancia entre nosso
planeta e o Sol é de, aproximadamente, 150 mi-
Ihdes de quilémetros; a distancia entre a Terra e a
Lua é de, aproximadamente, 400 mil quildémetros.
Com base nesses dados, é correto afirmar que o
valor da distancia entre a Lua e o Sol em quiléme-
tros é, aproximadamente, igual a

a)150-10° ¢) 251-10°
b)187-10° d) 280-10

e)300-10°

T1. Que poténcia de 10 deve multiplicar o nimero
10 °+10°+10 " - 10° para que o produto seja igual a 10°?

Desafio \ (UFG) Uma empresa recebeu uma plani-
Iha impressa com nGmeros inteiros positivos e me-
nores ou iguais a 5° - 4. A tarefa de um funcionério
consiste em escolher dois nimeros da planilha uma
Unica vez e realizar a operagao de multiplicacao
entre eles. Para que o funcionario tenha precisao
absoluta e possa visualizar todos os algarismos do
nlimero obtido apés a multiplicacdo, ele deverd uti-
lizar uma calculadora cujo visor tenha capacidade
minima de digitos igual a:

a) 44 b) 22 c) 20

12.
0

L
Y ¥,

d) 15 e) 10

13. Escreva os nlimeros a seguir em notacao cientifica.
a) 0,0004 ¢) 400000000
b) 5348 d) 0,0000056

135




(@)
g+
U
(4]
=
(o))
7))
()]
-
L)
(1]
>

Seres

unicelulares >

Doencas bacterianas

Elas estdao por toda parte, no ar, na agua, no solo e também em seu corpo, mas nao pode-
mos vé-las a olho nu. As bactérias sao seres unicelulares e tém diversas func¢oes ecoldgicas,
podendo se relacionar com outros organismos harmoniosamente ou nao.

seres formados

por apenas
uma célula

Dr Gopal Murti/

As bactérias podem ser benéficas, como os lactobacilos que vivem em nosso intestino e
auxiliam no bom funcionamento do sistema digestério. No entanto, algumas sao maléficas.
Muitas doencas humanas sao causadas por elas ao serem inaladas ou ingeridas.

Veja algumas formas de prevenir doengas causadas por bactérias.

Lave regularmente
as mdos com sabao,
esfregando bem as

palmas, entre os dedos,

as pontas dos dedos e

Evite tocar os olhos,
a boca ou o nariz,
principalmente se
estiver ha algum
tempo sem lavar as

ISK'

SPL/Latinstock

as costas das maos. maos.

(‘
Lave bem as frutas,
verduras e legumes
e, se possivel, deixe
de molho por 30 min
em solucdo com

proporcao de 1L

de dgua para uma

colher de sopa de
bicarbonato de sédio.

Esteja com todas
as vacinas em dia.

.Y Em duplas, pesquisem doencas da espécie humana causadas por bactérias. Apresentem
aos outros colegas da turma as informacdes obtidas.

5] Observe o esquema de reproducio a partir de uma bactéria.

ASC Imagens

llustracdes: Rafael Luis Gaion/

1divisao 2 divisoes 3 divisoes
Apés 8 divisdes, quantas novas bactérias existirao? Escreva a lei de formacdo de uma
funcdo que relacione a quantidade de bactérias originadas, a partir de uma, com a
quantidade de divisdes ocorridas.

Bactérias Escherichia coli encontradas na flora

intestinal dos seres humanos e animais de sangue

quente. Imagem ampliada cerca de 32000 vezes e
colorizada por micrografia eletronica.
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AFuncao exponencial

Em determinadas situa¢des, a relagao entre duas variaveis pode ser expressa por uma fun- @
cdo, denominada fungao exponencial na qual a variavel independente aparece no expoente.
Veja uma situacao.

Algumas células se reproduzem por mitose, isto é, por *‘
. P ~ g - -
meio de uma divisdo celular que resulta na formacao de
$‘

N

duas novas células geneticamente idénticas a original,
que nomearemos de células da 12 geragao.

Repetindo esse processo, cada célula da 1® geragdo darad origem a duas novas células, no-
meadas de células da 22 geracgao, e assim sucessivamente, enquanto as condicoes estiverem
favoraveis. )

célula original 1célula

12 geragdo 2 células
E
3
s

2% geragdo 4 células £
3
K
g

32 geracdo 8 células ¢

A quantidade de células pode ser representada com poténcias de base 2:
e célula original: 1= 2°

° 1?2 geragao: 2= 2'

e 2% geracao: 4 = 2’

° 32 geracao: 8 = 2’

) Escreva uma expressao que indique a quantidade de células de uma geracao x.

Essa situacao pode ser representada por uma funcao que relaciona uma certa geracao x com
a quantidade de células dessa geracao, ou seja, a quantidade f(x) de individuos da geracao x
é dada por:
f(x)=2" comxEN

Seja a um ndmero real positivo diferente de 1. A funcao exponencial de base g,
f: R — R}, indicada pela notacdo f(x) = a* é uma fungdo que possui as seguintes
propriedades, para quaisquer x, x, ER:

.I ) ax1 . GXZ — axﬁrxz;
2)d =aq;

3) x,<x,=a"<a“quandoa>Tex,<x,=a*<ad" quando 0<a<1.
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Uma funcao g:R—R é do tipo exponencial quando g(x) = b - a* para todo x€R, sendo a um
nlUmero real positivo diferente de 1e b um ndmero real positivo.

@ Grafico de uma funcao exponencial

Vimos que o grafico de uma funcao afim é representado por uma reta, e o grafico de
uma funcao modular, por uma linha poligonal. Vimos também que o grafico de uma funcdo
quadratica é representado por uma curva denominada parabola. Quanto ao grafico de uma
funcao exponencial, como podemos representar?

Vamos esbocar o grafico de duas fungdes exponenciais na forma y=ag*, umacoma>Te
outracom0<a<1.

 f: R— R’ definida por f(x) = 3"

X fx) = 3" (%) y
B IRV 1 10
3 f(—=3)=3 - <—3,7) I
_ o ~2_ 1 1 81 i
2 f(=2)=3 =3 (—z,?> 7T
6-- 1
_ y=3= 1 1 i
1 f(=1)=3 3 < 1,?> 51 |
0 f(0)=3"=1 (0,1) : !
1 f(1)=3'=3 (13) 21 /i
1!
2 fl2)=3'=9 (23) A8
—4 -3 2 !7110__ 12 3 X

x g(x) = (%) (xy)
= s(2)=(3) =¢| (9
2 a(=2)-(4) -4 | (29
o =)= () 2|

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR
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O grafico que representa uma funcio f: R— R, definida por f(x) = @, com a um nimero
real positivo diferente de T:

y

e corresponde a uma figura chamada curva f(x)=a" com0<a<1 flx)=a*, com a>1
exponencial;

e intersecta o eixo Oy no ponto de coordena-
das (0,1),

° nao intersecta o eixo Ox, isto é, nao existe .
x €R tal que f(x) = 0; S

* é crescente quando a> T, ;

* é decrescente quando 0 <a <1. ° X

Como afuncao exponencial é sempre crescente ou decrescente, significa que ela é injetora,
ouseja, x,#X,=0a"#a’ouad’ =a"=x,=x,,comaum nimero real positivo diferente de 1.

Qual é o conjunto imagem das fun¢des exponenciais definidas por f(x) = a*?

R6.Uma funcao exponencial f: R =R, é uma funcao do tipo f(x) = a* com a> 0, a # 1. Ha algumas
restricdes em relagdo ao valor de g, para que a funcdo seja exponencial. Desconsiderando essas
restricdes, descreva o que acontecerd com a funcao f caso:

a)a=1 b)a=0 c)a<0

a) Para a =1 teremos f(x) = T'. Para qualquer valor atribuido a x o valor de f(x) sera igual a 1, ou
seja, f sera a fungao constante dada por f(x) =1.

b) Para a = 0 teremos f(x) = 0*. Para qualquer valor positivo, diferente de zero, atribuido a x o
valor de f(x) sera igual a 0, e para x = 0 teremos uma indeterminagao. No caso em que x €
negativo, a poténcia 0*nao é definida no conjunto dos niimeros reais. Assim, f ndo estara
definida para todo x € R.

¢) Para a <0, a funcdo f ndo estard definida para todos os valores de x € R. Por exemplo, se

1
a=—1a lei de formagao sera f(x)=(—1). Sendo x= % teremos f<%> =(-1)"=v-le
V-1¢ o(f).

R7. Certa populacdo de bactérias desenvolve-se, de modo aproximado, de acordo com a func¢do

B: N—R. dada por B(t)=B, - 2,7”" com a quantidade inicial B, de bactérias da amostra e o
tempo t, em dias. Sabendo que, apés 20 dias do inicio do desenvolvimento da populacdo de
bactérias, ela contém 500 000 individuos, determine a populagdo inicial dessa amostra.

0,1t

De acordo com o enunciado, B(20) = 500 000. Como B(t)= B, - 2,7 ", temos:

B(20) = B, - 27
500000 =B, - 2,7*
_ 500000
° 729
B,= 68587

Portanto, a populacao inicial era de aproximadamente 68 587 bactérias.
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14. Em quais dos itens ha uma lei de formacao de fun-
cao exponencial? Justifique no caderno.

a) f0=2" <) f0= (L)

15.

16.

140

b) f(x)=1"

Sejaafuncdo f: R — R}, dada por f(x) = (%) . De-
termine no caderno:

a)f(0)  bYf4) 1) d)f2) e”(%)

Suponha que determinada col6nia de bactérias te-

R8.0 uradnio 238 é um elemento radioativo cuja

meia-vida é de 4,5 bilhdes de anos, ou seja,
sdo necessarios 4,5 bilhdes de anos para
que a massa de certa amostra de uranio 238
se reduza pela metade.

Meia-vida: tempo necessario para reduzir
a metade da quantidade de atomos em
uma amostra de um elemento radioativo.

Podemos escrever uma funcao f: R, - R
dada por f(t)= ba®, com a um ndmero real
positivo diferente de 1 e b, c nimeros reais
positivos, que expresse a massa f de uma
amostra de uranio 238, em funcdo do tempo t.
Observe a seguir o grafico que indica a re-
ducao da massa de uma amostra de 1 g de
uranio 238.

Massa (g)

Sergio Lima/ID/BR

of 2 2 6 8 1012 14 Tempo
(em bilhoes
de anos)

a) Qual a quantidade inicial da massa da amostra cujos dados estdo representados no

grafico?

b) A funcao f é crescente ou decrescente? Justifique.

a) A massa inicial da amostra é dada em t = 0. Observando o grafico podemos perceber que

parat=0,f(0)=1.
Portanto a massa inicial da amostra é 1g.

b) Observando o grafico percebemos que, a medida que os valores de t aumentam, os
valores de f diminuem. Assim, a fungao f é decrescente.

2x

2 e) fx)= -2

d) foo=2° £) =3¢

17. (UEL-PR) A mitose é uma divisdo celular, na qual
uma célula duplica o seu conteldo, dividindo-se
em duas, ditas células-filhas. Cada uma destas
células-filhas se divide, dando origem a outras
duas, totalizando quatro células-filhas e, assim, o
processo continua se repetindo sucessivamente.

Assinale a alternativa que corresponde, correta-

nha sua populacdo duplicada a cada periodo de

uma hora. Se no inicio existiam 8 dessas bactérias
nessa coldnia, ao fim de 10 horas qual sera a quan-
tidade de bactérias?

b) 211 C) 212

a) 210

d) 213 e) 214

capitulo 6 Funcdo exponencial

mente, a funcdo que representa o processo da
mitose.

a) f:Z —N, dada por f(x) = x
b) f: Z—Z, dada por f(x) = 2"
¢) f:N* =N, dada por f(x)=2"
d) f:R, »>R, dada por f(x)= 2"

e) f:R, »R, dada por f(x)= 2x

N&o escreva no livro.



18. Algumas competicdes esportivas sdo organizadas de modo que dois atletas se enfrentam. Em
cada confronto, o vencedor se classifica para a préxima fase e o perdedor é eliminado da com-
peticao. Com esse sistema de disputa, metade dos atletas é eliminada a cada fase da competicao,
como mostra o esquema a seguir.

campedo

32 fase: final

22 fase: semifinal

12 fase: quartas de final

Rafael Lufs Gaion/ASC Imagens

Escreva no caderno o dominio, o contradominio e a lei de formacao de uma funcao bijetora
que expresse a quantidade de atletas na fase x da competicdo.

19. Classifique em crescente ou decrescente a funcao f: R — R’ definida por:

2) fx)=2 ) fo=(V25) ) f(x)—10~
o) fx = (1) d) fx)= 05" F) =67
20. A funcio f: R — R definida por f(x) = 2 — 2 intersecta o eixo Ox no ponto de abscissa:
a) —% ¢) -2 e) 4
b) % d) 1

21. Sabendo que as figuras a seguir representam graficos de funcdes exponenciais, determine quais
correspondem a fungdes f: R — R, do tipo f(x) = @ com a>1.

-4 -3-2-10 2 X -5 -4 -3 -2 —110__ 102 X

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR
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22. Esboce no caderno cada um dos graficos das funcées definidas de R em R’ cujas leis de forma-
cdo estdo apresentadas a seguir.

a) f(x)= <%) b)g0=2" ¢) hoo= <%>

x+5

23. Qual dos graficos abaixo melhor representa a funcdo f: R — R’ dada por f(x) = (%) ?

<

—_
T

N Wb Y N 0O
} } } } } L L
T T T T T T

—_
}
T

—5-4-3 -2 —'110__ 12 X

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

24. (UFSM-RS) As matas ciliares desempenham
importante papel na manutencdo das nascentes
e estabilidade dos solos nas areas marginais.
Com o desenvolvimento do agronegécio e o
crescimento das cidades, as matas ciliares vém 3375+
sendo destruidas. Um dos métodos usados para
sua recuperacgdo é o plantio de mudas.
O gréfico mostra o ndmero de mudas N(t)= ba'
(0 <a #1eb> 0)aserem plantadas no tempo t 1500
(em anos), numa determinada regido.

De acordo com os dados, o nimero de mudas a
serem plantadas, quando t = 2 anos, é igual a:

UFSM/Fac-simile: ID/BR

0 1 3 t (ano)

a) 2137 b) 2150 €) 2250 d) 2437 e) 2500

142  capitulo 6 Funcdo exponencial Nao escreva no livro



MEquacao e inequacao exponencial

Equacgdo exponencial é toda equacdo que apresenta a incégnita no
expoente de uma ou mais poténcias.

Veja alguns exemplos de equagdes exponenciais.
5x
1

-6'=36 -(3J =32 « V& =16" 67 +6=2

Para resolver algumas equacdes exponenciais com base positiva diferente de 1, podemos
reduzir ambos os membros da equacao a poténcias de mesma base e utilizar a seguinte
propriedade, apoiada no fato de que a funcao exponencial € injetora.

a'=d"ex,=x,,coma>0ea#1

3) Exemplo
=16=2=2-2-2-2=2=2"=x=4

Portanto, o conjunto solucdo da equacao 2°=16 é S={4}.

Em algumas equagdes exponenciais desse tipo, porém, nao é possivel reduzir ambos os
membros da equagao a poténcias de mesma base.

3 Exemplo
7-3—3"=-18
7:3 -3V =-18
Substituindo 3" por uma incégnita auxiliar y, isto é, fazendo y = 3", temos:
Ty—y’=-18
y’—7y —18=0
Resolvendo essa equagao do 2% grau, obtemosy =9 ouy = —2.
Paray =9 temos:
y=9=3=9=3=3F=x=2
Paray = —2,ndo ha x tal que y = 3" pois 3* > 0 paratodo x € R.
Portanto, o conjunto solucio da equacio 7-3*— 3" = —18 é S={2}.

Inequacgao exponencial é toda inequacao que apresenta a incégnita
no expoente de uma ou mais poténcias.

Veja alguns exemplos de inequagdes exponenciais.

*81>9" -(%)<3 «V5=02" ¢3-77 = 7=

Para resolver algumas inequacdes exponenciais com base positiva diferente de 1,
podemos reduzir ambos os membros da inequacao a poténcias de mesma base. Sabendo
que uma funcdo f: R— R’ expressa por f(x)=a* é crescente quando a>1 e decrescente
quando 0 <a <1, podemos utilizar as seguintes propriedades:
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X, >x, &0 >a"seaq>1 X, >x, 0" <d*se0<a<

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

X, 0 X4 X X, 0 X, X

3) Exemplo

Veja como resolver em R ainequacdo 5 > 125, decompondo o ndimero 125 em fatores primos:
5*>125=5>5-5-5=5>5
Nesse caso, como a base 5 é maior do que 1,a desigualdade se mantém, logo 5 > 5 =x>3

Portanto, o conjunto solucdo da inequacgdo 5°>125é S = {x ER|x> 3}.

#Funcao e juro composto

Grande parte das operagdes financeiras envolvendo juro utiliza o regime de juro composto,
em que a partir do primeiro periodo o juro é calculado sobre o montante do periodo anterior.

Supondo que uma pessoa invista R$ 500000 em uma instituicdo financeira, a uma taxa

de juro composto de 2% ao més, podemos determinar o montante obtido ap6s 4 meses da
seguinte maneira:

° primeiro més
29% de 5000

v

5000 + 002 - 5000 = 5100
Utilizando C para indicar o capital, i para a taxa de juro e M para o montante, é possivel
escrever esse calculo como M, = C + iC = C(1 + /).
Portanto, o montante ao final do primeiro més serd R$ 5100,00.
* segundo més
51700 + 0,02 -5100 = 5202
MW

W
M, =M, +iM, =M1+ i)=C(1+ )1 +i)=c( + i)
Portanto, o montante ao final do segundo més sera R$ 5202,00.
e terceiro més

5202+ 0,02 -5202 = 5306,04
M

2

S
M,=M,+iM, =M1+ i)=C(1+ i) (1+i)=c(1+i)

Portanto, o montante ao final do terceiro més serd R$ 5306,04.
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° quarto més
5306,04 + 0,02 -5306,04 = 541216

M

3

S
M, =M, +iM, =M1 +i)=C(1+ i (1+i)=Cc(1+i)

Portanto, o montante obtido apés 4 meses de aplicagdo sera aproximadamente
R$ 5412,16.

Ao observar esses calculos é possivel perceber que o montante ao final de um més t
qualquer pode ser obtido por meio da expressao M, = c(1+ i)t. Assim, o calculo do montan-
te no regime de juro composto pode ser interpretado como uma funcao M: N—R’, definida
por M(t)=C(1 + i)t, sendo C um ndmero real positivo diferente de 1, (1 + i) e i nimeros reais
positivos.

Observe que nesse caso o0 dominio da funcdo M sdo os nimeros naturais porque o mon-
tante é determinado apds um periodo de tempo positivo, pois ndo faz sentido calcular o
montante de um periodo negativo.

Considerando a mesma situacdo do investimento de R$ 5 000,00, a taxa de juro composto
de 2% ao més, podemos determinar o montante obtidto apo6s 10 meses, por exemplo, utili-
zando a funcao M: N—R’, expressa por M(t)=C(1 + i):

M(10)=5000(1 + 002)"
M(10)=6 094,97

Portanto, o montante obtido ap6s 10 meses serd aproximadamente R$ 6 094,97.

Representando graficamente o valor correspondente ao montante dos dez primeiros me-
ses desse investimento, temos:

Montante (R$)

['A distancia entre as marcagdes no

eixo vertical é proporcional aos
valores correspondentes. O tamanho
do grafico na pagina e a escala
i .. . utilizada nos eixos sugerem que os
6094,97 T pontos estao alinhados, mas eles
5975,46 4 = oo e e ] : pertencem a uma curva expoﬂeﬂtlal_l
5858,30 J _ o __ v
5743,43 4 . - A
] 1 1 1
5630814 o 1 > O simbolo % indica que
552040 3 oo S T R T houve uma quebra no
4121 . -
PAT2E L oo A T N eixo, permitindo melhor
5306,04 1 o ______ - | | | | | | | . . =
e visualizagdo dos dados.
5202,00 4 --oo-- e
soooo [y 1L H bbb .
5000,00¢ 1 i i A i i i A g
| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 =
A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 £
N S N N S S S N e
t t t t t t T t t t )
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  qempo ©
(més)

Como o investimento tem rendimento mensal, o grafico apresenta apenas os pon-
tos relacionando cada um dos dez meses de investimento ao montante correspondente.
Os pontos indicados no grafico pertencem a curva exponencial da funcao definida por

M(t)=5000(102).
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R9.(UFRN) A pedido do seu orientador, um bolsista de um laboratério de biologia N

construiu o grafico ao lado a partir dos dados obtidos no monitoramento do
crescimento de uma cultura de micro-organismos.

Analisando o grafico, o bolsista informou ao orientador que a cultura crescia 204--------
segundo o modelo matematico, N = k-2" com t em horas e N em milhares de
micro-organismos.

Para constatar que o modelo matematico apresentado pelo bolsista estava corre- 10
to, o orientador coletou novos dados com t = 4 horas e t = 8 horas.

Para que o modelo construido pelo bolsista esteja correto, nesse periodo, o
orientador deve ter obtido um aumento na quantidade de micro-organismos de:

a) 80000 b) 160 000 c) 40000 d) 120000

N ———————————————————

UFRN/Fac-simile: ID/BR

Do grafico, vemos que, no momento inicial, ou seja, quando t = 0, a quantidade de micro-organismos era
10 000 individuos, ou seja, N(0) = 10. Substituindo na expressao, temos:

10=k-2""=10=k-2°=10=k
Ainda do grafico, temos N(2) = 20, ou seja:
1

20:10-2"'2:>2=22"=>2a=1=>a:7

y 4
Portanto, temos N(t)=10-2*. Calculando a diferenca entre a quantidade de micro-organismos parat = 4
e t= 8§, temos:

=y
2

8
N(8)— N(4)=10-2° —10-2” =10-2"—10-2°=160 — 40 =120

Como os valores sao dados em milhares, concluimos que o aumento na quantidade de micro-organismos foi
de 120 000 micro-organismos, ou seja, a alternativa correta é d.

R10. (EsPCEx-SP) Um jogo pedagogico foi desenvolvido com as seguintes regras:

146

Os alunos iniciam a primeira rodada com 256 pontos;

Faz-se uma pergunta a um aluno. Se acertar, ele ganha a metade dos pontos que tem. Se errar, perde
metade dos pontos que tem,;

Ao final de 8 rodadas, cada aluno subtrai dos pontos que tem os 256 iniciais, para ver se “lucrou” ou “ficou
devendo”.

O desempenho de um aluno que, ao final dessas oito rodadas, ficou devendo 13 pontos foi de:
a) 6 acertos e 2 erros c) 4 acertos e 4 erros e) 2 acertos e 6 erros
b) 5 acertos e 3 erros d) 3 acertos e 5 erros

A cada acerto, o aluno ganha metade dos pontos que possui, ou seja, multiplicamos a quantidade de pontos

. 3 . . - F
que possui por7. E a cada erro ele perde metade dos pontos que possui, ou seja, multiplicamos essa quan-

tidade de pontos por % Sendo a a quantidade de acertos apds as 8 rodadas, escrevemaos:

8—a

1 3 Y
u N
256-<i> <i> :256—13:28-<i> : 3|2 -<2-i> =P P=FPog=5
2) \2 2 g 1 2

Portanto, a alternativa correta é b.
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R1.Uma determinada substancia perde 40% de sua

massa a cada més. Considere 1250 g dessa
substancia em um recipiente.

a) Escreva no caderno uma fungao m: R, >R,
que expresse a massa dessa quantidade da
substancia com o passar do tempo.

b) Apés quantos meses a massa da substancia
sera menor do que 162 g?

a) Como a substancia perde 40% de sua massa
a cada més, no fim desse més ela ficaria com
60% de sua massa, assim, a lei de formagao
da funcdo m é m(t)=1250-0,6"

b) Fazendo m(t) <162, temos:

162
1250

t P 4
3 81 3 3
2 ) <2 2 )< (=
=><5> 625=><5> <5>
Como as poténcias tém mesma base e

0<%<1, devemos inverter o sentido da

t
m(t)<162=>1250'0,6t<162=><%> <

desigualdade dos expoentes. Assim:

(3)<(3) s

Logo a massa da substancia sera menor do
que 162 g ap6s 4 meses.

R12.Em certo més, Rafael utilizou R$ 800,00 do seu
cheque especial para pagar algumas contas. Por
motivos pessoais, ele ndo pagou esse valor nem
movimentou mais essa conta. Sabendo que o
banco cobra, sobre o valor devido no cheque es-
pecial, juro composto de 10% ao més:

a) escreva a lei de formacdo de uma funcio
M:N — R’ que expresse o valor da divida de
Rafael de acordo com o tempo, em meses.

b) calcule quanto sera a divida de Rafael:

ap6s 2 meses. ap6s 5 meses.

a) Sendo a divida inicial R$ 800,00 e a taxa de
juros 10%, aplicamos a férmula do juro com-
posto:

M(t) = 800(1 + 0;1) = M(t) = 800 - 1,1

b) Para calcularmos os valores da divida, utiliza-
mos a férmula indicada no item a.

2 meses:

M(2)=1800-171" =968

Portanto, a divida sera R$ 968,00.
*5 meses:

M(5) = 800 - 1,7° =1288,41
Portanto, a divida sera R$ 1288,41.

25.

26.

27.

Determine o valor de x para que a igualdade seja
verdadeira.

a) 16 = 256"
b) 163x+2 _ 4 . 16*2X+3
¢) 10~ =1000 000 000"

d)@=0,§

Resolva no caderno os sistemas.

x4 =
9*. 3 = 1 64" -4 =1024
a)q b){ 81 _ g
3 y:81 3x+y -

(Cefet-MG) O produto das raizes da equagdo expo-
nencial 3-9*—10-3"+3=0¢éigual a

a) —2 c)0

b) —1 d)1

N&o escreva no livro.

28. Resolva no caderno cada equagio exponencial.
a)57 +2-57=15
b)4-7"-3-7"+5.7" =42

x+1

1 1Y, (] 2\
)| — + | — . —_ . =
°)<9> (9) <9> oo (37)
1 2
=3 —
(s)
29. Determine no caderno as coordenadas do ponto A,

ou seja, 0 ponto em que os graficos das fungdes fe g

se intersectam. v

fx)=5+2

0 X
g(x)=2-5-3

Sergio Lima/ID/BR
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30.

31

32.

33.

34.

35.

148

. ~ . -2 3x=5
Considere a equacdo exponencial 4-05 "=2" .
Quantas solucdes reais essa equagao apresenta?

. (UFPR) Uma pizza a 185 °C foi retirada de um forno

guente. Entretanto, somente quando a temperatu-
ra atingir 65 °C serd possivel segurar um de seus
pedagos com as maos nuas, sem se queimar. Supo-
nha que a temperatura T da pizza, em graus Celsius,
possa ser descrita em funcdo do tempo t, em
minutos, pela expressao T=160-2 """+ 25. Qual
0 tempo necessario para que se possa segurar um
pedaco dessa pizza com as maos nuas, sem se
queimar?

a) 0,25 minuto
b) 0,68 minuto

¢) 2,5 minutos

d) 6,63 minutos

e) 10,0 minutos

Resolva no caderno as inequagdes exponenciais em R.
a) 2'<64 ¢) 0,25 >0,5
b) 1;X <64 d) 57 P <1257

Represente no caderno a solu¢ao de cada inequa-
¢do por meio de um intervalo na reta real.

3x+2

a)16"< 256 c)V36>6

X+3

1 3x+5
d) [— <7
) < 49 >
(EsPCEx-SP) A inequacao
X+1 x+2 Xx+3 X+4

10°+10 +10°"+10" "+ 107 <1111,
em que x é um ndmero real:

b)125*=5

a) nao tem solucao.

b) tem apenas uma solucao.

¢ ) tem apenas solugdes positivas.
d) tem apenas solugdes negativas.

e) tem solugdes positivas e negativas.

(Unifor) Ap6s um estudo em uma colmeia de abelha,
verificou-se que no instante t=0 o numero de
abelhas era1000 e que o crescimento populacional

da colmeia é dada pela funcao f, onde f é definida por
2t

f(t)=1000(2) * em que t é o tempo decorrido em
dias. Supondo que nao haja mortes na colmeia, em
quantos dias no minimo essa colmeia atingira uma
populacao de 64 000 abelhas?

a)9 d) 13
b) 10 e)14
c)12

capitulo 6 Funcdo exponencial

36.

37.

38.

(UEL-PR) Jodo publicou na Internet um video muito
engracado que fez com sua filha cagula. Ele observou
e registrou a quantidade de visualiza¢cdes do video
em cada dia, de acordo com o seguinte quadro.

Dias Quantidade de visualizagdes
do video em cada dia
1 7x
2 21x
3 63x

Na tentativa de testar os conhecimentos mate-
maticos de seu filho mais velho, Jodo o desafiou a
descobrir qual era a quantidade x, expressa no
quadro, para que a quantidade total de visualiza-
¢Oes ao final dos 5 primeiros dias fosse 12705.

a) Sabendo que o filho de Jodo resolveu correta-
mente o desafio, qual resposta ele deve fornecer
a0 pai para informar a quantidade exata de visua-
lizacdes representada pela incégnita x?

b) Nos demais dias, a quantidade de visualizacdes
continuou aumentando, seguindo o mesmo padrao
dos primeiros dias. Em um Unico dia houve exata-
mente 2066715 visualizagdes registradas desse
video. Que dia foi este?

Relacione cada inequacao exponencial seu conjunto
solucdo, escrevendo no caderno a letra e o nimero
correspondente.

a)67-6°<216 1)S=I{xeR|x<0

b) 144~ =12"

x+1 x+1

{ }
) S={xeR|x=2}
A< 4 { }

c)64 m)S={xeR|x=<?2

Iv) Sz{xEIRlxs—l}

d)74<9° -7
) 2

Certa maquina agricola deprecia-se com o passar do
tempo de tal forma que seu valor pode ser modelado
por meio da fungao V (t) =V, - 2% com t em anos,
naqual V € o valor em que a maquina foi comprada.
Sabendo que 10 anos apds de ter sido comprada o

valor da maquina sera igual a R$ 55 000,00, responda:

Depreciar: reduzir o valor comercial.

a) Qual o valor de compra dessa maquina?

b) Apds 20 anos da compra dessa maquina, qual se-
ra o seu valor?
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39. Tais fard um investimento de R$4 000,00 a uma taxa de juro composto de 1,3% ao més, com intencao
de retirar esse dinheiro depois de 8 meses.

a) Qual serd o montante do investimento de Tafs ao final do 32 més?
b) Quando Tais for retirar o dinheiro, ao final do 82 més, qual serd o montante de sua aplicacio?

¢) Esboce no caderno o grafico que representa o montante em cada més nesse investimento.

40. Otavio realizou um investimento de R$ 1000,00. No comeco de cada més, a partir do segundo, ele realiza
um depdsito de R$ 100,00. Sabendo que a taxa de juro composto é 0,5% ao més, responda.

a) Qual sera o montante do investimento ao final do:
* primeiro més? * segundo més? * terceiro més?

b) Se Otdvio tivesse investido todos os depdsitos de R$ 100,00, que foram realizados ao final do terceiro més,
junto com os R$1000,00 investidos inicialmente, qual seria 0 montante do investimento apés esse perfodo?

41. O PIB de certo pais em 2017 foi 900 bilhdes de délares. O governo desse pais estima um crescimento, a
partir de 2018, de 3% em relacao ao PIB do ano anterior. Considerando que esse crescimento se concretize,
resolva no caderno os itens a seguir.

a) Escreva a lei de formagao de uma funcdo que apresente o PIB p, desse pais, t anos ap6s 2017.
b) Qual serd o PIB desse pais em:

* 20207 * 20357

42. Um investidor que aplicara R$ 3500,00 em um ano tem 3 possibilidades para a aplicagdo. Observe.

Aplicagao A B C

Juro composto 1% ao més 6% ao semestre 12% ao ano

a) Observando o quadro e sem fazer calculos, em qual aplicacdo vocé considera que o investidor teria um maior
montante?

b) Agora realizando os calculos, em qual das aplicagGes o investidor teria 0 montante maior?

43. (Enem/Inep) Um trabalhador possui um cartdo de crédito que, em Divida (R$)

determinado més, apresenta o saldo devedor a pagar no venci- 160 jt

mento do cartdo, mas ndo contém parcelamentos a acrescentar

em futuras faturas. Nesse mesmo més, o trabalhador é demitido. ' °>°0 f-~=-~------=====--- ?

Durante o perfodo de desemprego, o trabalhador deixa de utilizar 1000 ',"i

o cartao de crédito e também ndo tem como pagar as faturas,nem 0. ®

a atual nem as préximas, mesmo sabendo que, a cada més, incidirao 900 ',"§ ‘

taxas de juros e encargos por conta do nao pagamento da o+ ," 3 ‘

divida. Ao conseguir um novo emprego, ja completados 6 meses de 800 S 3

ndo pagamento das faturas, o trabalhador procura renegociar sua 750 + S g
divida. O grafico mostra a evolucdo do saldo devedor. 004 Rk '.3 | | :
Com base no grafico, podemos constatar que o saldo devedor inicial, a 650 + ’l' i ‘ ‘ ‘ {
parcela mensal de juros e a taxa de juros sao 600 4 /"3 1 w ‘ ‘ %
a) R$500,00; constante e inferior a 10% ao més. 550 —:’;,“ ‘ i ‘ ‘ ‘ E
b) R$ 560,00; variavel e inferior a 10% ao més. 500 "' ‘ : ‘ w .
¢) R$500,00; variavel e superior a 10% ao més. OT 1 ; 3 ; 5 6 Tombo (meses)

d) R$560,00; constante e superior a10% ao més.
e) R$500,00; variavel e inferior a 10% ao més.
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7 Funcao logaritmica

Mlogaritmo

O inventor dos logaritmos John Napier (1550-1617),
nao era matematico profissional, trabalhou cerca de
vinte anos com os logaritmos até publicar em 1614
sua obra intitulada Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (Uma descricdo da maravilhosa regra dos
logaritmos). Napier também inventou um dispositivo
conhecido como ossos de Napier, utilizado basica-
mente para efetuar multiplicacdes, divisdes e extrair
raizes quadradas de nimeros.

capitulo

Dispositivo de calculo criado por
John Napier, conhecido como as varas

Fonte de pesquisa: Bover, Carl Benjamin. Histéria da matematica. ou ossos de Napier. Uma publicagdo
Trad. Elza F. Gomide. Sdo Paulo: Edgard Blucher, 1974. de Napier datada de 1617 apresenta a

Fonte de pesquisa: Eves, Howard. Introducdo a histéria da matemadtica. descricdo desse dispositivo.

Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004.

Antes da popularizacdo das calculadoras eletronicas, as tabuas de logaritmos agilizavam
os calculos, pois convertiam multiplicacdes em adicdes e divisdes em subtracoes. Atual-
mente, ndo utilizamos mais essas tabuas, mas o estudo dos logaritmos se justifica por sua
relagao com as poténcias e a funcdo exponencial, conforme veremos adiante.

ADefinicao de logaritmo
Qual é o expoente x ao qual se deve elevar a base 3 para obter o resultado 10?
Como3’=9e3 = 27, temos que <3 <3} logo, 2 < x < 3.
Para resolver esta e outras situagdes, estudaremos o conceito de logaritmo.
Dados os ndmeros reais positivos a e b, com a # 1, chamamos logaritmo de b na

base a, denotado por log b, 0 expoente ao qual se deve elevar a base a para que o
resultado seja b. Note que, dados a,b € R’ e a # 1, existe um (nico logaritmo x tal que:

logb=xea"=b

Voltando ao problema inicial e utilizando a definigdo, temos log,10 = x < 3" = 10.
No logaritmo podemos destacar os seguintes elementos:

logaritmando

Iog2§ =3

base  logaritmo

Observe alguns exemplos de logaritmos. 5

a)log8 =32 =38 d)Iog14=—2©( )
2

2

b) log.6 =16 =6 e)log5=2 (V5) =5

N[ —
I
N

c)logl=0e9" =1

150 capitulo 7 Fungao logaritmica Nao escreva no livro

Bettmann/Corbis/Latinstock



Na notacao do chamado logaritmo decimal, ou seja, no logaritmo cuja base é 10, podemos
escrever log, 100 apenas como log100. De modo geral, indicamos log, b apenas por logb,

comb > 0.

As restricdes impostas na definicao de logaritmo fazem com que alguns logaritmos nao
sejam definidos, de modo que as equivaléncias abaixo nao sejam validas:

a)log9=xe1=9
b) log,(—16)=x& 4"= —16

c)log7=xe0"=7
d) log_2=xe(-1)'=2

Relna-se em grupo e apresente uma maneira de corrigir cada um dos logaritmos

apresentados acima.

@ Consequéncias da definicao

Sdo consequéncias da definicdo de logaritmo os seguintes casos, com os nimeros a e b

reais positivose a # 1.

1° caso:
log1=0
3) Exemplos
log,1=0&8"=1
1 0
logi1=0s (—) =1
2 2
3% caso
"'('J'\'Jg';i; """ b
3) Exemplos
5|03525 _ 25
3Iog381 _ 8_'

Pela definicao de logaritmo, temos log b = log c = a

2° caso:

3) Exemplos
log, 14=114'=14
log2=1e2'=2

log,c

= b. Utilizando a consequéncia

da definicao apresentada no 3° caso, vemos que b = .

Para demonstrar areciproca, ou seja,b = ¢ = log b = log ¢,tomamoslog b = x=a*=b
e log,c =y = @ = c. Pela hipétese de que b =c, vemos que a*=a’= x =y, ou seja,

log,b = log c.

N&o escreva no livro.
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R1.Calcule o valor de cada logaritmo indicado nos b) Para o logaritmo existir, devemos ter a base

itens a seguir. maior do que O e diferente de 1e o logaritman-
a) log 256 b) log - 7V/7 do maior do que zero. Assim, temos:
© ¥ —3x—10>0
Seja x o valor procurado. Temos: Resolvendo a equagao X’ —3x—10=0,
a) log 256 =x= (\/§>X =256 = temos:
o : o 3E VA
1 . R — —bi\/K:XZBi\/E 1 2
=(87)=2=(2) =2'= T T2 | sve

oL
=2 ° =28=>%x=8=>x=£

’ 2
3
b) lo IVi=x= <L>X=7\3/?:> R‘ /
e 49 G

x<—2oux>5(l)

49 =77 o (72)7X=7H%=>

4 |

=7 =72 —2x=i:x=—i \
3 3 {X_5>O=>X>5 (”)
R2.Nos itens a seguir determine os valores reais x X—5#1=x#6

ara os quais o logaritmo indicado exista. . -
P g g Satisfazendo as condi¢des | e Il temos:

a) log(8x — 4) b) IogH(x2 —3x— 10)
| s e
a) Para o logaritmo existir, devemos ter a base B ? %
maior do que O e diferente de 1 e o logarit- | I OHHOWWMS 2
mando maior do que zero. Como a base é | 56 .
igual a 10, temos: : Al Srrebrrrs é
8x—4>0:>8x>4:>x>7 5 6

Portanto, para existir o logaritmo indicado, & Portanto, para existir o logaritmo indicado, é

necessario ter x > % necessarioter x > 5e x # 6.

1. Calcule no caderno os logaritmos. 3. Simplifique no caderno as expressoes.

a) log, 9 ¢) log, 125 a) log, 16 +3"" - Iogg%
1 ,
b) log.. V6 d) log 5 ——
Eas Bvigy b) (2 log/0,1 — Iog444>-|og48
2. Relacione no caderno cada ponto indicado por uma
letra na reta real a seguir ao valor de um dos loga- <) 10°% +
ritmos apresentados nas fichas.

log100 — log1
log,S

4. Em cada item, para quais valores de x o logaritmo

: '? : E’ g ? E : : § esta definido?
-2 -1 0 1 2 3 4 5 3 1
a) log—— c) log, (x + 8)
2 2
log .4 log 64 log,49 b) Iog( X =2+ 3) d) Iogm(x 9)
5. (PUC-R)) Se log 1 x = —3, entdo v/x + X vale:
19803 log10 ’

a)% b) 6 )28 d)50  e)66
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APropriedades dos logaritmos

Vejamos agora algumas propriedades operatérias dos logaritmos. Esses procedimentos

podem ser (teis para simplificar expressdes e resolver equagdes que envolvem logaritmos.

Para estudar essas propriedades, considere 0s nimeros reais positivos a, b e ¢,com a # 1.
12 propriedade: Logaritmo do produto

Considerando log b=x,log c=ye Iogu(b : c)= z,vamos demonstrar que z=x+y.
Comolog b=x=0a"=b,log c=y=0a’"=celog (b c)]=z=a*=b-c temos que:
d=b-c=da=0-=a=0"=z=x+y
Portanto, log (b - ¢)=1log b + log_c.
3 Exemplos
*log,6 = log,(2 - 3) =log,2 + log 3 *log30 = log(3 - 10) = log3 + log10

22 propriedade: Logaritmo do quociente

Ioga<%> =log b—log c

Considerando log b= x,log c=ye Ioga<%> = z,vamos demonstrar que z=x —y.

Comolog b=x=a"=b,log c=y=ad"=ce Iogu<%> =z:>az=%, temos que:

X

b a |
aZ=T:>aZ=—:>aZ=aX Y=>z=x—y

Portanto, Iogu<%> = log b —log c.

3) Exemplos

- log,16 = I0g5<%> — l0g,32 — l0g,2 “log7 = Iog(%) = log14 — log2

32 propriedade: Logaritmo da poténcia (com n real)

Considerando log b =x e log _b" =y, vamos demonstrar que y = n-x.
Comolog b=x=a*=belog b"=y=0a"=b", temos que:

d=b=d=(a)=>d=a"=y=n-x
Portanto, log b"=n-log b.
3) Exemplos

*log,25 =log,5" =2 log,5 - 10g100 = log10’ =2+ log10

N&o escreva no livro.
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Um caso particular do logaritmo da poténcia, com m natural ndo nulo, é dado por:

3) Exemplos

1 _ 1
“log.V6=log 6’ = —-log.6 “log,V9=1log,9° = —-log9

1
3
@ Mudanca de base
Em determinadas situagdes é preciso operar com logaritmos de bases diferentes. Nos casos
em que se aplica as propriedades operatérias, é necessario converté-los para logaritmos de

bases iguais. E possivel obter o valor de log b em termos de logaritmos em apenas uma base ¢
fixada utilizando a propriedade de mudanca de base.

Considere os nimeros reais positivos a, b e c,coma # 1e c # 1, temos:

; log b > A defini¢do apresentada nos
- log b= log 0 garante que z # 0, pois na
S Gt expressao log.a = z,vemos

que a # 1,logo z nao pode
Para demonstrar essa propriedade, considerando Iogab =X, |serzero.

y
log b=y e log a=zvamos mostrar que x = —- com z#0.

Comolog b=x=a*=b,logb=y=c"=belog a=z=c =g temos:

x y
a=b=(c) =d=>ci=d=xz=y=x=—0mz#0

log b
Portanto, log b= l
¢ log a
3) Exemplos
log. 6 logb log_8
*log 6= 8o — 08 *log,8 = 8,
log, 3 log3 log 4
log,8
Sem utilizar a propriedade de mudanca de base, calcule o valor de log g e de
. . 4 log_4
e analise os resultados obtidos. 2

Uma consequéncia da propriedade de mudanca de base, dados os nimeros reais positivos
a e b,ambos diferentes de 1, é:

Para demonstrar, mudamos o log b para a base b. Assim, temos:

|0g b |Ogbb _ 1
g log,a log,a
3) Exemplos
clogl0=— = log3=—
: log, 2 log2 ? log.9
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R3.Simplifique as expressdes.

3log5

a) log10 — 5 log2 + % log8  b)log 5 logm — % log5  ¢)1+log9 — iog2 + 2log,10
T 10V2°
a)Iog10—5Iog2+%Iog8= log10 — Iog25+ log8’ = Iogng Iog\/§= log 3\57 =
2
= Iog—S\/i
8
b) log.5 logm——log5 =2 logm—log5® = log5 — log5* = log—>- = logs"
3 logm =
)1+ l0g.9 — 128 | 210010 = log.2 + log.9 085" | ou 107
d 08,9 — 0g,10 = lo 08,9 — o} =
gZ ng gZ g2 gZ |0g2 gZ
_ 0102 e P 1800 \ _, . (72
=log,(2-9-10°) - log5 Iog2< - > Iogz( - >
R4.Calcule os logaritmos a seguir. Para isso, considere log2 = 0,301 e log3 = 0,477.
a) log,27 b) Iogg\/1_2
log27  log3® 3log3 0477
a) log,27 = g7 _ 1083 _ & _0 = 1,585
log8 log2®  3log2 0,301
a1 1
b) log. V2 logVi2  logl2? 5 9812 1og(2:2-3) log2 + log2 + log3
O = = S o = =
B log9 log3’ 2log3 2-2log3 4 log3
0,301 + 0,301 + 0,477 1,079
= 1 1 1 = ’ 20%6
4 - 0,477 1,908 '

6. Simplifique as expressdes no caderno. 10. Sabendo que log3 = 0,477 e log5 = 0,699, calcule
no caderno os logaritmos a seguir.

a) log 8 +log.5 c) 2log 57 =5log 59 |
‘ a) log,15 c)log,8
b) log,3 —log,4 d) log45 + 3 log9
b) log,9 d) log 27

7. No caderno, calcule os valores dos logaritmos a

1. is das igualdades sa dadei >0

seguir, considerando log2 = 0,301 e log3 = 0,477. Quais das igualdades sao verdadeiras, com a '
b>0,c>0eag#1?

a) log24 ¢) log15

a) log (b~ c)=1log b —logc

b) log45 d) logb

8. Considerando loga = 0,602 e logb = 0,845, calcule b) log b"=n-log.b

4 b
no caderno log \4/ OT' c) loga<7> =log b+ log ¢

1
9. Escreva no caderno cada um dos logaritmos d)Iog %=Iog bF=m-Iogb
como uma razao de logaritmos de base 10.
log a
a) log.9 b) log,7 c) log3 e)log b= Iozcb
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12. (UEL-PR) A poluicdo sonora em grandes cidades é

156

um problema de salde publica. A classificacdo do
som como forte ou fraco esta relacionada ao nivel de
intensidade sonora I, medido em watt/m2 A menor
intensidade audivel, ou limiar de audibilidade, possui
intensidade /, = 107" watt/m? para a frequéncia
de TO00Hz. A relacdo entre as intensidades sonoras
permite calcular o nivel sonoro, NS, do ambiente, em

decibéis (dB), dado pela formulaNS=10- Iog(li).
0
0 quadro a seguir mostra a relagao do nivel sonoro

com o tempo maximo de exposicdo a ruidos.

. Tempo maximo de
Nivel o
exposicao (em horas)
sonoro . -
de modo a evitar lesdes
(dB) I S
auditivas irreversiveis |
80 16
85 8
90 4
95 2 ‘
\
100 1

Com base nesse quadro, no texto e supondo que o
ruido em uma avenida com transito congestiona-
do tenha intensidade de 10°° watt/m? considere
as afirmativas a seguir.

l. O nivel sonoro para um rufdo dessa intensidade
é de 90 dB. i

[l. O tempo maximo em horas de exposicao a esse
ruido, a fim de evitar lesdes auditivas irreversiveis,
é de 4 horas.

lll. Se a intensidade sonora considerada for igual
ao limiar de audibilidade, entdao o nivel sonoro é
de 1dB.

IV. Sons de intensidade de 1 watt/m? correspondem
a0 nivel sonoro de 100 dB.

Identifique a alternativa correta.

a) Somente as afirmativas | e Il s3o corretas.
b) Somente as afirmativas | e IV sio corretas.

¢ ) Somente as afirmativas lll e IV s3o corretas.
d) Somente as afirmativas |, Il e lll s3o corretas.

e) Somente as afirmativas Il lll e IV s3o corretas.

capitulo 7 Fungdo logaritmica

13. Ferramentas \ Apesar da escala Richter ser bas-
[i7] tante conhecida e historicamente importante,
M alguns cientistas preferem utilizar a escala de

magnitude de momento, um sistema mais exato
de medicao. Considerando essa escala, a magnitude
M,, de um terremoto pode ser calculada pela formula
a seguir, em que M, € o momento sismico, cuja
unidade de medida é o dyn - cm (dina centimetro).

Momento sismico: quantidade usada para medir
a intensidade de um sismo (tremor de terra).

M, = =107 + - log(M,)

Observe a tabela.

Momento sismico

QN (M_em dyn-cm)

30

Chile (22/05/1960) 2-10
Estados Unidos 2
(28/03/1964) /1-10
Haiti (12/01/2010) 35-10%
Indonésia (26/12/2004) 5-10”

Fonte de pesquisa: Guinness World Records 2014.
Trad. Aline Frederico et al. Rio de Janeiro: Agir, 2013. p. 16-17.

Pessoas reunidas a procura de sobreviventes, ao redor dos
destrocos de uma igreja de Porto Principe, capital do Haiti,
ap6s um dos mais tragicos terremotos dos dltimos cem
anos. O abalo deixou aproximadamente 316 mil vitimas
fatais. Foto de janeiro de 2010.

a) Calcule a magnitude M, de cada terremoto.

b) Os abalos com magnitude maior do que ou igual
28,0530 classificados como muito fortes e causam
destruicdo quase total. Quais dos paises citados na
tabela foram afetados por esse tipo de abalo?

Nao escreva no livro.
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#Funcao inversa

Observe as informacgodes a seguir.

fA—B g:B—A
flx)=2x g(x) = %
D(f)={1,2,34,5) D(g)=1{2,4,6,8,10}
co(f) = Im(f) = {2,4,6,8,10} p(g)=1m(g)=1{1,2,3,4,5}

De modo informal, podemos dizer que a funcdo g “desfaz” o que a funcao f “realiza”. Essa
relacdo é expressa dizendo que g é a inversa da funcao f e vice-versa. Nesse sentido, uma
funcdo possui umainversa se, e somente se, ela for bijetora.

Dizemos que a funcao g: B— A é a inver-
sa da funcao f: A— B quando a igualdade

y = f(x) ocorre se, e somente se, x = g(y)
com x € A e y € B. Representamos a inversa

de uma funcao f por f .

As fun¢des f e g definidas no inicio deste tépico sdao inversas, pois:
y=fx)oy=22xex= %@x =g(y)

Representando no plano cartesiano as fungdes inversas f: R—R dada por f(x)=2x e
f ' R—R dada por f '(x) :% vemos que seus graficos sao simétricos em relacdo a reta
dada por y = x, bissetriz do 1° e do 3° quadrantes. Isso ocorre porque se (x,y) é um ponto do

grafico de f, ou seja, y = f(x), entdo (y,x) € um ponto do grafico de f ', ou seja, x=f ().

N

[>r Os pontos (x,y) e (y,x)
sdo sempre simétricos
em relacdo aretay = x.

Assim, os graficos de f
-1 . s

ef sdosimétricos em

relacdo a essa reta.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR
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AFuncao logaritmica

Utilizando a definicao de logaritmo, podemos definir a chamada fungao logaritmica.
Veremos adiante que essa funcdo é a inversa de uma funcao exponencial f: R —R’, dada por
f(x)=a*,coma>0e a+#1, que estudamos no capitulo 6.

A funcdo logaritmica de base a é a funcao g: R, —R dada
por g(x)=log x, com a ER,ea#1.

Para provar que as fungdes dadas por f(x) = a* (funcao exponencial de base a) e g(x) = log x
(funcao logaritmica de base a) sdo inversas, note que, pela definicdo de logaritmo, temos:

log x=yea’=x
Mas essa equivaléncia significa que:
g =yefly)=x

-~ ~ . . -1 2 r ~
Portanto, as fungdes f e g sao inversas, ou seja, g=f . Dessa forma, os seus graficos sao
simétricos em relagao a reta dada por y = x.

Observe os graficos que representam as Veja agora os graficos que representam as
fungqes .exponenaal dada por f(x)=2" e funcdes exponencial, dada por h(x) (L)
logaritmica dada por g(x) = log x. 2

e logaritmica, dada por p(x) = log 1 x.
2

Figura1l Figura 2

fi(x) =2

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Na figura 1, analisando os dois graficos representados, vemos que a fun¢ao exponencial
dada por f(x) = 2" cresce mais rapidamente para x>1se comparada a func¢do logaritmica
dada por g(x) = log x. Nesses graficos, da esquerda para a direita, as curvas sao ascendentes.

Nos graficos representados na figura 2, considerando da esquerda para a direita, as curvas
sdo descendentes.
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#CGrafico da funcao logaritmica

Observe a representagao grafica da fungao logaritmica dada por f(x) = log x.

X f(x)=1log x (x,y)

3| gy | 39

X

3 f(3)=log3=1 (31)

9 f(9)=log.9=2 (9,2)

Uma funcdo logaritmica é crescente quando a > 1. Em uma funcdo logaritmica f crescente,
dados x, # x,,vemos que x, < X, & f(x1> < f(xz).

Analisando o grafico,vemos que para 0 < x <1, f(x) é negativo e para x > 1, f(x) é positivo.

Agora, veja a representacao grafica da funcao logaritmica dada por g(x) = Iog%x.

X g(x)=log 1 x (x.y)
3
5| @ =w T pARd bV

1.2
3| s B | o

1 g(1)=1log:1=0 (1,0)

Uma funcdo logaritmica é decrescente quando O < a < 1. Em uma funcao logaritmica g
decrescente, dados x, # x,, vemos que x, < X, & g(x1) > g(xz).

Analisando o grafico, vemos que para 0 < x < 1,g(x) é positivo e para x > 1, g(x) é negativo.

Nos dois exemplos, o grafico intersecta o eixo Ox no ponto de coordenadas (1,0). Isso
ocorre porque log 1= 0 para qualquera,coma > 0ea # 1,0u seja,x = 1€ zero da fungao
logaritmica.

Como o dominio da funcao logaritmica é R’, o grafico estd sempre a direita do eixo QOy.
Outro fato que ajuda a entender essa caracteristica é que, pela definicao de logaritmo, o
logaritmando deve ser um nimero real positivo, portanto sé podemos atribuir valores reais
positivos na variavel independente da funcdo logaritmica.

N&o escreva no livro.

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

159




R5.Determine o maior subconjunto A C R para que Como a fungao f é inversa da funcdo g, podemos
a féormula f(x) = Iog(x2 = 4) defina uma funcao determinar a lei de formacao da funcdo g a partir
f:A->R. da lei de formacao de f de maneira pratica.

Trocamos na lei de formacdo de f, f(x) por x e x

or g(x) e isolamos g(x).
Das condicoes de existéncia do logaritmo vemos pO7 gLy g(x)

que a base e o logaritmando devem ser maiores

do que zero e a base deve ser diferente de 1. X =
Como a base é 10, vamos verificar a condicdo do
logaritmando.

__g(zx) +3= __g(zx) =x —3=>gx)=—-2x+6

Portanto, f(x) = —% +3eg(x)=—2x+6.

X —=4>0

x = V4=2 R7.Sabendo que a funcdo f: |3, +eo[ - R dada por
X¥—4=0=x= 4=>< 1 f(x)=log(2x — 6) & bijetora, determine a lei de

X =—Va4=-2 - .

2 formacao de sua inversa.
\ % % Trocamos f(x) por x e x por g(x) na lei de formagao
_2‘\_/’2 X % de f, e isolamos g(x).
X = Iog(z - g(x) — 6):>1OX=2-g(x)—6 =

Assim, temos x < —2 ou x > 2. 10°+ 6
Portanto,A={xE[R|x<—20ux>2}. =2:gX)=10"+6=g0)= 2

R6.0bserve a seguir a representacao grafica das

Portanto, a lei de formacao da inversa de f é
funcdes afins f e g. Sabendo que essas funcoes

sdo inversas, escreva a lei de formagdo de fe g. g(x)= %
y g R8.(EsPCEx-SP) Na figura abaixo, dois vértices do
F\ trapézio sombreado estao no eixo x e 0s outros
3 '\ dois vértices estdo sobre o grafico da funcao

real f(x) = log, x, com k>0 e k # 1. Sabe-se que
o trapézio sombreado tem 30 unidades de area;
assim,ovalorde k+p—qé:

10 1 2 3 4 X

Sergio Lima/ID/BR

f(x) =log, x
Seja f(x) = ax + b a lei de formacao da funcao f, 2
e os pontos (0,3) e (4,1) pertencentes ao seu E
grafico. Assim: 1 ;
3=0-0+b=b=3 (N %
1=a-4+b=4da+b=1 (1) o0
[ » q o
Substituindo em Il o valor de b encontrado em |,
segue que:
Bue g a) —20
4a+3=1=>a=—% b) 15
c)10
Assim, a lei de formacdo da funcdao f é d) 15
= -2 43
== 72 e) 20
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Como o grafico de f passa pelos pontos (p,1)
e (,2) temos f(p) =1e f(g) = 2. Assim:

f(p)=1:|ogkp=1=k=p (N
(1)

Sabemos que a area do trapézio sombreado é
igual a 30 u.a. Entao:

(1+2)(q - p)
2
Substituindo I e Il em Ill, temos:

f(q)=2=>|ogkq=2=>k2=q

(1)

=30=qg—p=20

K—k=20=kK—-k—20=0=

—(-1)% \/(—1)2 —4-1-(-20)

2-1
Assim
1+ V81l _ 10
k=—"Vve - I
2 2 >
ou G
1— V8l -8
k=———=—=-4
2 2

Como k é positivo, temos k = 5. Assim:
p=k=p=5
q=k2:>q=52:>q=25

Logo,k+p—g=5+5—25=—15.

Portanto, a alternativa correta é b.

14.

15.

16.

Sabendo que as funcdes definidas abaixo sdo
bijetoras, determine no caderno a lei de formacao
da inversa de cada uma.

a) fx)=3x+2,0(f)=D(f)=R

b) fx)= Vx — 4,D(f)= cD(f)=R
) fo=—"—
(f)={xeR|x# 0}

D(f)={xER|x#8}e

d) f(x)= 4%’ + 5, D(f)= (D(f)=R
e) f(x)=2x+3", D(f)= [0, +eo[ e CD(f) =[S, +oo]

£)f0=1/——=2.0(f]= {x ER|x>6}e

o(f)=R’,

Seja f: R—R, definida pela funcdo f(x)=2x—1.
No caderno, represente, em um mesmo plano carte-
siano, essa funcdo e sua inversa.

Associe no caderno cada lei de formacdo da funcdo a
sua respectiva inversa indicando a letra e o simbolo

romano correspondente. 1\
G

a) f)=log,(x+13) 1) f(N)=——F——

b) f)=log1x ) f(x)= (%)

¢) flo=log,(2x=3)  m) f(x)=2=13

d)f(X)Ilog%(Sx—U ) f(x)= ZX;L3

Nao escreva no livro.

17. Em cada item, determine no caderno o maior sub-

18.

19.

conjunto ACR para que a férmula dada defina
uma funcao de A em R.

a) f(x) = log,(2x — 3)
b) f(x) = log(15 — 3x)
c) flx)= IogH(\/x + 2)

d) fix)= Iong_2<4x2 —Xx— 3)

A partir das funcdes de R em R definidas por

fx) = log,2x, g(x) = log,(x + 3) e h(x) = log,~,
calcule no caderno.

a) f(16)
b) f(\3/§)

c) g(24)

d)g (2)

e) h(25)
£)h(s”)

(ESPM-SP) Em 1997 iniciou-se a ocupacao de uma
fazenda improdutiva no interior do pafs, dando
origem a uma pequena cidade. Estima-se que a
populacdo dessa cidade tenha crescido segundo a
funcdo P = 0] + log,(x — 1996), na qual P é a po-
pulacdo no ano x, em milhares de habitantes.
Considerando V2 =~ 14, podemos concluir que a
populacao dessa cidade atingiu a marca dos
3600 habitantes em meados do ano:

a) 2005 d) 2007
b) 2002 e) 2004
c) 201
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20. (Uece) A funcao fix) = log x, denominada de fungao = 24. Os graficos a seguir sao translagées de graficos de

logaritmo na base 2, é definida para todo ndmero funcdes logaritmicas. Qual dos graficos abaixo
real positivo x. Sao bem conhecidas, dentre outras, melhor representa a funcao f: ]—2, +00{—>IR dada
as seguintes propriedades da funcao f: para cada por f(x) = log(x + 2)?
ndmero real positivo a e para todo nimero inteiro n, a) y
verificam-se as igualdades 2 = a e f(a") = n - f ().
Com base nestes fatos e em outros conhecimentos 3T
basicos de matematica, é possivel concluir-se correta- 21
mente que f(0,03125) é igual a 14
//
a) —5. b) —2. c)2. d) 5. —— —
—4—3—2—110__ T 2 3 456 7 8 9 X
21. Dada sua lei de formagao, classifique cada fun¢io _2_
logaritmica em crescente ou decrescente. -
—3
a) f(x)=log,x 44
b) f(x)=log s x
5
¢) fx)=logs x b) Y
6
3 .
d) f(x)= log x ,
22. Os graficos a seguir sao translagdes de graficos de 1T

func¢oes logaritmicas. Identifique se a fungao repre- — ——t

: ¢ ~———t— — —_— "
sentada em cada item é crescente ou decrescente. 4 -3 -2 11 1 34567 89
Justifique. 4

a) 37
y 41
3..
2t <) ¥
1"//
/ 3-
5437210 1 23 4 5 6 X 21
Z 1__//_
34 4 -3-2/-10 1. 2 3 4 5 6 7 8 9 X
g |
24
b
) 31
f y —47
3--
d)
i y

|
-
!
t
N
(o))
llustrades: Sergio Lima/ID/BR
-
!

2+
23. No caderno, esboce em um mesmo plano carte- 4
siano o grafico da funcdo logaritmica dada por a4

f(x) = log x e sua inversa.
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MEquacao logaritmica

Equacdo logaritmica é toda equacao que apresenta incégnita
na base do logaritmo, no logaritmando ou em ambos.

Veja alguns exemplos de equacgdes logaritmicas.
« log (x + 2) = log,(2x — 4) *2-logx +3= (Iogx)2 *log, ,9=2

Observe como é possivel resolver a equagdo dada por log,(x + 2) =log,(2x — 4).
Quando os logaritmos que aparecem na equagao possuem bases iguais, podemos utilizar a
propriedade log b = log c < b = c. Deste modo, log,(x + 2)=log,(2x — 4)ex+2=2x—4.
Resolvendo a equagao da direita, temos:
X+2=2x—4=x=6
Antes de afirmar qual é o conjunto solugao de uma equacao logaritmica, devemos ficar

atentos as condi¢bes de existéncia do logaritmo, ou seja, log b com a e b reais positivos e
a1

Agora, verificamos se o valor x =6 cumpre a condicao de existéncia do logaritmo.
x+2=6+2=8>0 2X—4=2-6—4=12—-4=8>0
Portanto, o conjunto solugdo da equacao dada por log,(x + 2)= log,(2x — 4) é S={6}.
Para resolver algumas equacoes logaritmicas, & necessario utilizar o recurso de uma incégnita
2
auxiliar. Observe uma maneira de resolver a equagao 2 logx+3 = (logx) :
Atribuindo a incégnita auxiliar y = logx, temos:

2
2-logx+3=(logx) =2-y+3=y'=y —2y—3=0
Resolvendo a equagao do 2° grau, temos:

(-2 V(=2 ~4-1-(3)

Y= 21 -
_2+V16 _ 2+4 <Jy/1=3
2 2y, =1
*Paray =3 *Paray=—1:
y=3=logx=3=x=10"=1000 y=—1:>|ogx=—1:>x=1o’1=%

2
Portanto, o conjunto solu¢ao da equagao dada por 2-logx + 3 = (Iogx) éS= {1 OOO,%}.

Também podemos aplicar a prépria definicdo de logaritmo para resolver uma equacao
logaritmica. Observe como resolver a equacao dada por Iog<H)9 =2

Pela definicao de logaritmo, temos:

2
log, ,9=2=(x—2) =9
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Resolvendo a equagao do 2° grau, temos:

(x—2)=9
X —4x+4=9
X —4x—5=0

X=5o0ux=-1

Pela condicdo de existéncia do logaritmo, a base deve ser um nimero real positivo e dife-
rente de 1, ouseja, x—2>0=x>2ex—2#1=x#3. Logo,5€5e —1&S.

Portanto, o conjunto solu¢ao da equacgao dada por Iog(x_2)9 =2¢eS5={5}.
Mlnequacao logaritmica

Inequacdo logaritmica é toda inequagdo que apresenta incégnita
na base do logaritmo, no logaritmando ou em ambos.

Veja alguns exemplos de inequacg6es logaritmicas.

*log,(x — 3)<log 8 *logi(x —10)> -2
2
Para resolver uma inequacao logaritmica, devemos recordar as seguintes propriedades:

Lembre-se de que o logaritmando

eparaa>1x, <x,&log x <log x, )
é sempre um ndmero real positivo.

cpara0<a<Tx <x,& log x,>log x,

Para resolver, por exemplo, a inequacgao logaritmica I0g7(x -3)< log 8 em R, procedemos
da seguinte maneira:

Como a=7>1,entao temos:

log (x — 3)<log 8=x—3<8=x<8+3=x<11

Pela condicao de existéncia de logaritmo, temos x —3>0=x>3.
Logo, x € um nimero real maior do que 3 e menor do que 11.

S={xeR|[3<x<T}

Veja agora como resolver a inequagdo logaritmica log 1 (x — 10)>—2emR.
2

, 1
Escolhendo convenientemente a base Bk podemos escrever no segundo membro da

inequacao —2-Iogi%.
2

Logo, a inequagao ficara da seguinte maneira:
=2
log 1 (x — 10)> —2=log 1 (x — 10)> —2-log 1 ~-= log 1 (x — 10)> Iogw<l)
2 2 2 2 2 2\ 2
Comoa 2% e0 <%<1, podemos escrever:
-2 -2

Iog%(x - 10)>Iog;(%) =x-10< (%)

capitulo 7 Funcdo logaritmica N&o escreva no livro



Resolvendo a inequacao da direita, temos:
Xx—10<2'=x<14

Pela condicdo de existéncia do logaritmo, temos x —10 > 0. Logo, x >10.
Portanto, x € um nimero real maior do que 10 e menor do que 14.
S={xeR|10<x<14}

R9.Calcule os valores reais de x de maneira que a igualdade Iog(x2 = 4) = log(3x) seja verdadeira.

Pela condicao de existéncia do logaritmo:

{x2—4>0 (1)

3x>0 (1)

Vamos determinar os possiveis valores de x para que a igualdade seja verdadeira.

Iog(x2 - 4) = log(3x)=> X —4=3%x=>x¥-3x—4=0=

5 - tS - 8
I e 3 o R L S PRV, o wainls Rl
21 2 NS 2
X, = 2= 5 = 1
2 2

Substituindo esses valores em | e |, temos:

para x = 4: parax= —1:

2

{42—4>0:{12>0 (=) —4>0:>{—3>0

3-4>0 12>0 3:(-1)>0 3>0
(sentencas verdadeiras) (sentencas falsas)

Portanto, x = 4 é o Unico valor que torna a igualdade Iog(x2 — 4) = Iog(3x) verdadeira.

R10.(UPF-RS) As populagdes de duas cidades, M e N, sio dadas em milhares de habitantes pelas funcées:
M(t) =log,(1+ t)° N(t)=log,(4t + 4)
Onde a variavel t representa o tempo em anos. Apds certo instante t, a populagdo de uma
dessas cidades é sempre maior do que a da outra. O valor minimo desse instante t é:
a) —1 b) 0 c)?2 d)3 e)4

A funcdo que determina as populagdes da cidade M é dada por:

M(t) = log,(1 +t)6: log, (1 + t) _ log,(1 + t) _

1 6
— +
log,8 3 31081 1)

A funcao M é dada pelo logaritmo de base 2 de uma funcdo polinomial e a funcdo N é dada
pelo logaritmo de base 2 de uma func¢ao afim. Como a funcao polinomial em questao tende a
ficar maior mais rapidamente que a fungdo afim a partir de determinado valor, vamos supor
que a funcdo M fique maior do que N. Assim:

M(t) > N(t) = %Iogzm +1) > log,(4t + 4) = %Iogz(t +1) > log,4 + log,(t +1)=
= 2log,(t + 1) — log,(t + 1) > log,4 = log,(t + 1) > log, 4=t +1>4=1t>3

Portanto, a populacao da cidade M sera maior do que a populacao da cidade N ap6s 3 anos.
Assim, a alternativa correta é d.
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R11.Um determinado plano de investimento a longo prazo oferecido por um

banco tem juros compostos de 15% ao ano. Bruno pretende investir um
capital C nesse plano, a fim de retirar o montante quando conseguir o equi-

> Considere
Iognsz 4,959,

valente a 4 vezes o capital investido. Quantos anos Bruno deve deixar o
dinheiro investido para conseguir o valor que deseja?

t
Sabemos que o montante é dado por M = C(1 I i), em que C é o capital inicial, i a taxa de juros e t o

tempo de investimento. Assim:

4C=C(1+ 015) = 4 = 115' = log, .4

= log, /115 = 2log 2 = tlog 115 =

=t=2-4959=1t=19918

Portanto, para quadruplicar o seu capital, Bruno deve deixar seu dinheiro investido por

10 anos.

Atividades

25.

26.

27.

28.

166

Resolva as seguintes equagdes.
a)log,(x +4)=3

b) log(2x + 16)=2

c) Iogs(x2 —bx + 8) log,(2x + 1)

d) log,(x — 2)=log,(—x + 8) |

Resolva, da maneira que preferir, as seguintes ‘
equagoes.

a) 6logx — log5 =
b) Ioga(logzx)=3
2
c) (Iogzx) —log x=

logx

Resolva as seguintes inequag¢des em R.
a) log 5(x — 1)<log ;2

b) Iog%(ZX + 1)s|og%(x +3)

c) log,(5x — 2)<log 4

d) log, ,(4x — 3)<log, 5

Determine o conjunto solucdo das inequagdes a

seguirem R.

a)log:(4x —2)<2
2

b) log1 (x — 8)>

1
4

c)log:(3x —5)< -3

1
3

capitulo 7 Fungdo logaritmica

29. Qual das alternativas a seguir apresenta o conjunto

solucdo da inequacao log 1 (3x + 1)> —2emR?
a)sS=0

b)S:{xeR x>%}
c)5={x€R —i<x<1}
d)S={x€R x< —%}
'" 30. Ferramentas '\ (UEL-PR) Sejam
P.R—R; P,,R—>R:
t = P(t) t— P,(t)
funcdes, cujas representacdes graficas sdo

mostradas nas figuras a seguir.

P.(t) P,(t)
9 9
8| 8|
7| 7|
6 6
5| 5
4 4
3| 3|
2 2
1 1
/(; %
-2 -1 0 1 2 3 4t -2 -1 0 1 2 3 47t

Considere que para t =0 a cada uma dessas fungdes
estd associada a populacdo de uma colénia de
bactéria no instante t (medido em horas) e que a
quantidade inicial de bactérias é a mesma para as
duas coldnias. Em que instante a populagdo asso-
ciada a fungao P, é igual ao dobro da populagao
associada a fungdo P?

Nao escreva no livro.
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Verificando rota @
1. Cite possiveis maneiras de calcular poténcias com expoente irracional.
2. A funcao exponencial f: R— R definida por f(x) = a*, com a ER’ e a # 1, possui algumas
propriedades para quaisquer x, y €ERR.
e gx-a¥=qg" ex<y=a*<a quandoa>1e
ed =a x<y=ad' <a quando 0<a<1

Apresente um exemplo numérico para cada propriedade.

3. Observe ao lado o grafico da funcdo exponencial
f:R = R, definida por f(x) = @* com a € R}, tal
quea>1
a) Afungdo f é crescente ou decrescente?

b) Qual a ordenada do ponto em que o grafico de
fintersecta o eixo Oy? Justifique.

¢) Justifique por que o grafico de f ndo intersecta _/

0 eixo Ox.

. Defina logaritmo.

Sergio Lima/ID/BR

. O que é um logaritmo decimal?
. Quando a funcdo g: B— A é inversa da fungao f: A— B?

. Os graficos de duas funcdes inversas sdo simétricos em relagcao a qual reta?

0 u O uvi b»

. Observe abaixo o grafico da funcao logaritmica g: R: — R definida por g(x) = log x, com
a€R talquea>1

Sergio Lima/ID/BR

a) Afuncdo g é crescente ou decrescente?

b) Qual a abscissa do ponto em que o grafico de g intersecta o eixo Ox? Justifique.

9. Seja a funcdo logaritmica g: R, — R definida por g(x) = log,x, com a €R; tal que 0<a<1.
Determine para quais valores de x:

°*g(x)<0 °g(x)=0 °g(x)>0
10. O que é equacao logaritmica?

T1. A pagina de abertura da unidade 3 apresentou a Lua como assunto inicial, com informacdes a
respeito da influéncia desse satélite natural na Terra e do interesse de alguns estudiosos. Qual
dos conteldos trabalhados durante esta unidade se relaciona com este tema?
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Lei de Benford
e suas aplicagoes

Ampliando

fronteiras Simon Newcomb

Antes das calculadoras, os livros com tabelas
logaritmicas eram utilizados para facilitar os
calculos com ndmeros grandes, ou seja, nimeros
com muitos algarismos. Em 1881, o astrGnomo
Simon Newcomb percebeu que as primeiras
paginas desses livros — que continham logaritmos
de ndmeros iniciados com os algarismos 1,2 e 3
— estavam bem mais desgastadas que as demais.
Para ele, isso foi indicio de que os calculos com
nimeros grandes comecados com 1, 2 e 3 sao
muito mais frequentes do que com os iniciados
com 7,8 e 9, por exemplo. Conforme seu interesse,
Newcomb escreveu um artigo sobre a frequéncia
dos primeiros digitos significativos de um
ndmero, que segue uma determinada distribuicao
de probabilidade. No entanto, ndo houve mais
estudos a respeito dessa descoberta, restando
apenas as suas contribuicoes.

I O primeiro algarismo significativo de um ndmero

positivo é o digito ndo nulo, mais a esquerda em
sua representacao decimal. Por exemplo, o primeiro

algarismo significativo de 6,384 é 0 6,0 de 0091 é o
9eodeméo3




Frank Benford

Em 1938, o fisico Frank Benford, sem ter conhecimento do artigo de Newcomb, ap6s ana-
lisar mais de 20 000 nmeros (taxa de mortalidade, quantidade da populacdo, area de rios,
entre outros dados), verificou que a distribuicdo dos primeiros digitos significativos seguia
certaregularidade e demonstrou uma férmula para determinar tal padrao de probabilidade,
a Lei de Benford. Observe, no grafico, uma simulacdo desse padrao com dados ficticios.

Frequéncia do primeiro algarismo
significativo em alguns dados numéricos ) | Essaleiéaplicivel em

conjuntos numeéricos sem prévia
manipulagao, ordenamento ou

Frequéncia (%)

35 - aleatoriedade. Isto é, devem ser
gerados de forma natural, como
30 B Lei de Benford em célculos de: populacges de
paises, areas e comprimentos de
25 B taxa de rios. Além disso, a Lei de Benford
20 4 mortalidade ndo varia por mudanca de escala.
‘ Independentemente de a medicao
15 - g | quantidade da ser em quilémetros ou em milhas,
populacio a probabilidade se mantém
10 5 constante.
& éreaderios
5 -
0-

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Primeiro algarismo significativo

Sergio Lima/ID/BR

) Dados ficticios.

Um conjunto de dados numéricos satisfaz a Lei de Benford se o primeiro algarismo signi-
ficativo (d) ocorrer com a seguinte probabilidade:

P(d) = Iogm(1 + %) comd€&(1,2,3,4,56,7,8,9}
Essa Lei pode ser utilizada na deteccao de fraudes, erros e manipulacdes de demonstra-
¢Oes contabeis, sonegacdes de impostos, elei¢des, entre outras ocorréncias, porque é facil de
aplica-las e fornece resultados confidveis. Por isso, muitas empresas de auditoria utilizam

programas baseados na Lei de Benford.

Y Em um conjunto de dados numéricos que sa-
tisfaz a Lei de Benford, a probabilidade de
ocorrer 1 no primeiro algarismo significativo

de um numero é menor, igual ou maior do
que a probabilidade de ocorrer 9?

Izaac Brito/ASC Imagens

5} Com o auxilio de uma calculadora e utilizando
a féormula acima, realize os calculos e re-
presente em um quadro a probabilidade dos
primeiros algarismos significativos de acordo
com a Lei de Benford.
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a capitulo 8
Sequéncias e
progressoes

a capitulo 9
Estatistica

a capitulo 10
Trigonometria

I 1

de atividades fisicas. Por esse motivo, as can¢des tém sido muito utilizadas na
reabilitacdo fisica e mental, e rendem étimos resultados.

Nesta unidade serdo apresentadas sequéncias e progressdes, assuntos que estdao
relacionados aos padroes das notas musicais.

170 N&o escreva no livro.



Ensaio da orquestra Thai, composta
por deficientes visuais, antes de um
concerto no parque nacional de
Khao Yai, a nordeste de Bangkok,

capital tailandesa, em janeiro de 2015.

Habilmente capacitados, esses jovens
musicos memorizam as sequéncias
de notas apds a leitura das pautas em
braille, desafiando assim as prdprias
limitagdes fisicas.

Nicolas Asfouri/AFP/Getty Images



8 Sequéncias e progressoes

o
=

E
Q.
(4]
()

MASequéncias

Sequéncia é o modelo matematico de situacoes em que determinados tipos de elementos
sdo postos em sucessao, de modo ordenado. Observe a seguir um exemplo pratico em que
0 conceito de sequéncia pode ser utilizado.

Mirela aplicou R$ 10 000,00 em um investimento cuja rentabilidade é dada por um juro
composto de 1% ao més. Observe o montante, em reais, més a més, a partir do inicio da
aplicagao.

1° més: a, = 10000

N

[>{ Lembre-se de que, no regime de juro
composto, 0 juro é sempre calculado
sobre o montante do periodo

2°més: a, = 10000 - 101 = 10100

3®més: a, = 10000 - 101" = 10 201 anterior a partir do segundo periodo
, considerado na situagao. No primeiro
4° més: a, =10000 - 1,01 = 1030301 periodo, que é o periodo inicial, o

capital é igual ao montante.

n-ésimo més: a_ = 10000 - 101"

Se fosse possivel para Mirela manter esse dinheiro investido por uma quantidade infinita
de meses, os valores a,, a,, a,, .., a_, .. formariam uma sequéncia de nimeros reais, que

ou (an) Cada

pode ser denotada por <a1,az,03,..., an,...) ou, de maneira abreviada, por (an>

neN

nimero a_,com n € N’, é um termo da sequéncia, e o indice n indica a posicao ou a ordem
desse termo na sequéncia.

Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcdo em que o dominio é

N* = {1,2, 3} e o contradominio é R. Denotamos por (avaz,ag,.‘.,an,...),

(an) ou (an)asequénciaf: N*—R em que:
n€N’

*f(1) = a, é o 1° termo da sequéncia;

*f(2) = a, é 0 22 termo da sequéncia;

* f(3) = a, é 0 3° termo da sequéncia;

*f(n)=a_ é o n-ésimo termo da sequéncia;
n
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A sequéncia possui uma quantidade infinita de termos e, por y Na prética, a sequéncia
isso, também pode ser denominada sequéncia infinita. Por dos montantes obtidos
outro lado, se o dominio é o conjunto {1,2, 3. k}, a funcao na aplicacdo de Mirela

deverd ser finita, pois
corresponde a uma sequéncia finita com k termos, e é deno- em determinado més n,

ela retirara o montante.
tada por <a1,az,a3, ...,ak). J

Em vez de serem nlimeros reais, os termos de uma sequéncia poderiam ser elementos de
um conjunto ndo vazio qualquer U. Nesse caso, o contradominio da funcao é o conjunto U, e
dizemos que (an) é uma sequéncia em U.

3) Exemplos

a) A sequéncia (1,1,1,1,...) em que todos os termos sdo iguais a 1 € um exemplo de
sequéncia constante. Em geral, dado ¢ € R, a sequéncia (an) em que a, = ¢ é uma

sequéncia constante.

b) A sequéncia dada pora,=2,a,=4,a,=6,..,a_=2n,..é asequéncia dos nimeros
1 2 3 n

pares positivos. Tem-se a_ = 2n = (2,4,6,8,10,12, ...).

c) Se definirmos a=1a,=lea  =a +a_ , obteremosa sequéncia (a ) em que os dez
n+2 n n+1 n

primeiros termos sao:

ca,=1 *a,=3+5=38
ca,=1 *a,=5+8=13
ca,=1+1=2 ca,=8+13=21
ca,=1+2=3 ca,=13+21=34
ca,=2+3=5 *a,=21+34=55

Nessa sequéncia, cada termo, a partir do terceiro, é obtido com a adi¢ao dos valores
dos dois termos anteriores. Essa sequéncia € conhecida como Sequéncia de Fibonacci.

Para algumas sequéncias ha o chamado termo geral, ou seja, uma expressao que permite
calcular o valor de qualquer termo conhecendo-se apenas a sua posi¢ao n. O termo geral
de uma sequéncia constante em R é a_ = ¢, em que ¢ € R é uma constante. A sequéncia
do exemplo b possui o termo geral a, = 2n. )a a sequéncia de Fibonacci, no exemplo c, foi
definida por recorréncia, pois foram dados os primeiros termos e uma regra que permite
calcular cada um dos outros conhecendo-se o valor de termos anteriores.

E possivel definir uma sequéncia constante por recorréncia? Em caso afirmativo,
defina por recorréncia a sequéncia do termo geral a_ = 2.

N&o escreva no livro. 173




R1.Determine os seis primeiros termos da sequéncia
definida pora = —5-a, cujo primeiro termo é
n+1 n

a,= -1

Queremos determinar a,a,a,a,a.ea.Sa-

bendo que a ., = —5-a_, e que a, = —1, temos:
a,= —5-a,=(-5)-(-1)=5

a,= =5-a,=(-5)-5= —25

a,= —5-a,=(-5)(-25)=125

a,= —5-a,=(—5)-125= —625

a,= —5-a,=(-5)- (—625)=3125

Portanto, os seis primeiros termos dessa sequéncia
sao —1, 5, —25, 125, —625 e 3125.

R2.Seja a sequéncia infinita (1,3,5,7,9, ...).
Determine:

a) o termo geral da sequéncia;

b) o centésimo termo.

Atividades

1. Escreva no caderno os cinco primeiros termos de
cada sequéncia, cujos termos gerais sao:
a)a,=n+2 c)a =2

b)a, =2n+1 d)an=i

n

n+2

2. Determine o termo geral de cada sequéncia a seguir.
a) (1,2,3,4,5,...)
b) (4,8,12,16, 20, ...)
¢)(0,2,4,68,...)

3. Na sequéncia dos miltiplos naturais de 3, qual
ndmero ocupa a 152 posicao?

4. Determine o 52 termo de cada uma das sequéncias
representadas pelos seus respectivos termos

gerais.
a)a,=n+5 d)a,=3-2"
b) an=2"_2 e)a =2"
1
c)a = fla =n—1
) " oon+1 ) "
174  capitulo 8 Sequéncias e progressées

a) Dados os primeiros termos da sequéncia, po-
demos estabelecer a seguinte relacdo:

n a
n
1 1
2 1+2=3
3 T+2+2=142-2=5
2-2
4 1+242+2=1+3-2=7
~—————
Jo2
5 T+2+2+2+2=1+4-2=9
————
42
n |1+(n=1)-2=1+2n—-2=2n-1

Portanto, o termo geral dessa sequéncia é dado
pora =2n—1
b) Pelo item anterior, a, = 2n — 1. Logo:
0,,,=2-100—1=199

Portanto, o centésimo termo dessa sequéncia
€199.

5. Os nlmeros triangulares podem ser representados,
a partir da segunda figura, na forma de um triangulo.
Observe a sequéncia abaixo.

LA LA

1 3 6 10

Com base na quantidade de pontos dessas imagens,
podemos formar a sequéncia (1,3,6,10, ...).

a) Qual termo geral permite calcular os termos
dessa sequéncia de nimeros triangulares?

(n+1

oan:n(n+'|) oan:$
(ﬂ+1) 2
.an:72 -an=(n+1)

b) Qual é a quantidade de pontos do 82 termo dessa
sequéncia?

¢ ) Escreva os oito primeiros termos dessa sequéncia.

Nao escreva no livro.
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6. Fractais, do latim fractus, significa fracdo, quebrado,

e referem-se a figuras geomeétricas que tém como
uma das principais caracteristicas a autossimilari-
dade, ou seja, um padrdo repetido tanto na parte
quanto no todo. Um dos primeiros matematicos a
estudar os fractais foi o polonés Benoit Maldelbrot
(1924-2010), e os estudos nessa area avancaram
muito com os recursos computacionais atuais. Na
natureza sdo encontrados exemplos de fractais
em estruturas vegetais e animais. Eles também
sdo artificialmente criados, como na imagem compu-
tadorizada abaixo, na qual cada parte do fractal é
exatamente uma copia do original.

/Shutterstock.com/ID/BR

Vlad_Nikon,

Representacdo colorida de fractal na forma de sucessivos
caracdis, compondo um padrao de espiral em duas partes.

Outro matematico com grande influéncia no de-
senvolvimento da Geometria Fractal foi o po-
lonés Waclaw Sierpinski (1882-1969), que tornou
conhecido o Triangulo de Sierpinski no inicio do
século XX, uma das formas elementares da geo-
metria fractal. Observe.

Baseando-se nas informagdes acima, resolva:
a) Quantos triangulos pretos tera a 42 figura?

b) Qual das sentencas a seguir pode expressar a
quantidade de triangulos pretos da figura, que
ocupam a n-ésima posicao?

°a =3n
ca=n
.an:3n—1
ca =3+n

N&o escreva no livro.

7

8.

dmitryelagin/iStock/Getty Images

(Enem/Inep) O ndmero mensal de passagens de
uma determinada empresa aérea aumentou no
ano passado nas seguintes condi¢cdes: em janeiro
foram vendidas 33000 passagens;, em fevereiro,
34500, em marco, 36 000. Esse padrao de cresci-
mento se mantém para os meses subsequentes.
Quantas passagens foram vendidas por essa
empresa em julho do ano passado?

a) 38000 ¢) 41000
b) 40500 d) 42000

e) 48000

A Torre de Hanéi é um jogo cujo objetivo é transferir
todos os discos de uma haste para outra, movendo-os
um a um de maneira que, durante esse processo ou
ao final dele, os discos com raios maiores nao fiquem
posicionados sobre discos com raios menores. Obser-
ve naimagem a representacao de uma Torre de Handi.

Torre de Hanoi com sete discos em posicdo inicial de jogo.

A quantidade minima de movimentos para transfe-
rir os discos de uma haste para outra varia conforme a
quantidade de discos, formando uma sequéncia
(a,,a,,a,, ...,a ), emquel 23, ... nrepresentam
as quantidades de discos da torre. Observe no
quadro a quantidade minima de movimentos
necessarios de acordo com a quantidade de discos.

Quantidade Quantidade minima
de discos de movimentos
1 2 —1=1
2 2-1=3
3 27 -1=7

a) Qual é a quantidade minima de movimentos
necessaria para transferir os discos de uma
haste para a outra em uma torre com quatro dis-
cos? E em uma torre com cinco discos?

b) Qual é a expressio que permite calcular cada um
dos termos dessa sequéncia de movimentos?
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MProgressio aritmética (PA)

Carlos tornou a leitura um habito pessoal. Ele havia lido, até o inicio de janeiro de 2018,
20 livros e se dispds a ler 2 livros por més, sem repeti-los. Caso consiga cumprir sua meta,
observe a quantidade total de livros que Carlos terd lido, més a més, a partir do inicio de

janeiro.

Més Quanjcldade. total ga
de livros lidos :
1o 20 E
2 2 s

30 24

4o 26

5o 28

Estudantes da Escola Estadual Professora

Leila Mara Avelino, em Sumaré (SP), lendo na
biblioteca, em dezembro de 2074. O habito de
ler expande nossa visao de mundo, aumenta
nosso vocabulario e torna-se um momento de
lazer quando a histéria é agradavel para nos.

A sequéncia formada pela quantidade total de livros lidos, més a més, a partir do inicio
de janeiro, € um exemplo de progressao aritmética, abreviadamente conhecida como PA.
Observe que um termo qualquer dessa sequéncia, a partir do segundo, é obtido por meio da
adicdo do termo anterior com 2, ou seja:

ca,=20+2=22

a,

ca,= 22+2=24 Nesse caso, tem-se
a2 a ., =a +2para
n=1234.

ca,=26+2=28

4

Uma progressao aritmética é uma sequéncia de ndmeros reais em que
cada termo, a partir do segundo, € igual ao anterior adicionado com um nu-

mero constante r, chamado razao da PA. Se (an) é uma PA de razao r, entdo:

a ., =a+ rparatodonEN

Uma PA pode ser finita ou infinita, dependendo se a sequéncia é finita ou
infinita.

No exemplo anterior,temos uma PA de razao r=2.
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@ Representacao de uma PA na reta real
A razao r de uma PA pode ser positiva, negativa ou igual a zero. Observe a representagao
dos termos da PA na reta real em cada caso, considerando a direita o sentido positivo.
* Se r> 0, os termos sdo dispostos da esquerda para a direita, sendo a distancia entre um
termo e o seguinte igual a r. Nesse caso, observe que a PA é crescente.

a a (]5 Cl6
0,<a,<a,<a,<a,<a,<..

* Se r <0, os termos sdo dispostos da direita para a esquerda, sendo a distancia entre um
termo e o seguinte igual a — r. Nesse caso, observe que a PA é decrescente.

as (]5 04 a3 az 1

.<a.<a,<a,<a,<a,<a,

*Se r =0, todos os termos sao coincidentes. Nesse caso, observe que a PA é constante.

ID/BR

llustragbes:
Sergio Lima/

Uma PA de razao r é:
* crescente quando r> 0;
* decrescente quando r<Q0;

* constante quando r = 0.

3) Exemplos
a) A sequéncia (1,2, 3,4,5, ) em que a_=n, € uma PA crescente de razao r=1.

b) A PA com 4 termos em que a,=5er=—2¢éuma PA decrescente (5, 3,1, —1).

@Termo geral de uma PA
Dados os niimeros reais a e r,a PA cujo primeiro termo é a e cuja razdo é r pode ser definida

por recorréncia da seguinte maneira:
a,=aea =a +r

Porém, muitas vezes é conveniente expressar o n-ésimo termo da PA utilizando os valores

do primeiro termo a, e da razao r. Observe.

001201

*a,=a,+tr

*a,= a, +tr=a,+2r
01+I’

*a,= a, +tr=a +3r
a, +2r

ca =a, + (n—1)r

n 1

177
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Nesse caso, supGe-se que o primeiro termo a, seja conhecido.

Caso se conhega um termo a, qualquer, também podemos utilizar a expressao
a=a,+ (n - k)r. Para demonstra-la, observe que, de acordo coma_=a, + (n — 1)r:

Subtraindo Il de | membro a membro, temos:
a —a,=(n-Nr—(k—"r=a,—a,=nr—r—kr+r=a =a,+(n—kJr

3) Exemplos

a) Se (4,7,10,13,...) é uma PAem que a,= 4 e r =7 — 4 = 3, entdo seu termo geral é:
a,=a,+(n—=1r=a,=4+(n—1):3=a,=3n+1

b) Sabendo que a sequéncia (26, 33,40,47, ) ¢ uma PA, vamos determinar o termo

a,.. Observe que a, =26 e r =33 — 26 =7. Utilizando a, = a, + (n — 1)r com n =10,
temos:

a10=a1+9r=26+9-7=89

A expressdo (n — 1) corresponde a quantidade de vezes que a razdo r deve ser adi-

cionada a a, para obter a . Nesse exemplo, obtemos a,, quando adicionamos 9 vezes
arazaor=7aa,=26.

¢) Sabendo que, em uma PA de razdo r = 12, tem-se a, = 27, vamos determinar a, e a,.
Utilizando a, = a, + (n — k)r com k = 5, temos:

cparan=8temos.a,=a +3r=27+3-12=63
*paran=2temos:a,=a,=3r=2/-=3-12= —9
A expressao (n — k) indica a quantidade de vezes que a razdo r deve ser adicionada

ou subtraida de a, para obter a . Nesse exemplo, adicionamos ou subtraimos, de

a, =27, trés vezes a razao r =12 para obter a, ou a,, respectivamente.

O termo geral de uma PA de primeiro termo a, e razao r é:

a,=a,+(n—1)

n

Se a, € o k-ésimo termo da PA, entdo o termo geral também pode ser:

a,=a,+ (n—kKr

Por meio de exemplos, verifique que o n-ésimo termo obtido por meiodea =a + (n—kr
é 0 mesmo para qualquer valor de k.
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R3.Qual é o vigésimo termo de uma PA de razao
r =7, cujo décimo termo é a,, = 677

Utilizando a_ = a, + (n — k)r, com n = 20,
k=10, a, =67 e r =7, segue que:
a,, =67+ (20 -10)-7
a,,=67+10-7 =137
Portanto, o vigésimo termo é igual a 137.

R4. Determine a razdo r de uma PA infinita cujos
trés primeiros termos sao a, =x+3,a,=x—6
ea,=5—x

Por se tratar dos termos de uma PA, temos:
(x—=86)=(x+3)+r=>r=(x—6)— (x + 3)

02 a\ az a]
(5=x)=(x—6)+r=r=(5=x)—(x —6)
03 az 03 az

Logo,

(x—=86)—(x+3)=(5—x)—(x—6)
X—6—x—3=5—-x—x+6
—20= —2x
x=10
Substituindo x =10 em r= (x — 6) = (x + 3)
obtemos r= (10 — 6) = (10 + 3)= —9.

R5.Escreva o termo geral da PA, sabendo que
a,=29ea,=41

O termo geral de uma PA é a =a,+ (n — 1)
conhecidos os valores de a, e r.
Substituindo n=8, k=6, a,=29 e a, = 41 em
a,=a,+ (n — k), obtemos o valor de r:
41=29+(8—6) r=>N=2r=r=6
Substituindor=6,n=6ea, =29 em
a,=a,+ (n —1)r, obtemos o valor de a;;
29=a+(6-1)-6=>0=29-5-6=a=-1
Portanto, o termo geral é:
a=-1+(n—1)-6=a =6n-7
R6.Sejam os extremos a, =1 e a, =5 de uma PA
composta por nove termos. Determine os de-
mais termos desta PA, denominados de meios
aritméticos.

Precisamos inserir sete termos entre os valores 1
e 5, sabendo que a sequéncia dos nove termos
compde uma PA.

N&o escreva no livro.

O processo de inserir ou intercalar os meios
aritméticos dados os extremos de uma PA &
denominado interpolagao aritmética.
Por meio de a, = a, + (n — 1)r, determinamos a
razdo r da PA. Para isso utilizamos os valores
n=9a=1ea,=5
5=1+(9 —1)-r:>4=8r:>r=%
Portanto, a PA que queremos é
355 5 7 9
11_121_:31_141—15 .
( 2°72°7 2002 )
R7.A sequéncia a seguir constitui uma PA, cujo
primeiro termo é a, = 1.

llustrages: Sergio Lima/ID/BR

Escreva os préximos trés termos desta PA e
determine o seu termo geral.

Pela sequéncia temos que 0s primeiros termos
da PAsao a,=1a,=4 e a,=7 Como a razdo
de uma PA pode ser definida por r=a_ —a,,
segue que:
r=a,—a,=a,—a,=3
Logo:
a,=a,+3=a,=7+3=10
a,=a,+3=a,=10+3=13
a,=a.+3=a,=13+3=176
O termo geral de uma PA é a =a,+ (n — 1),
conhecidos os valores de a, e r.Como a,=Ter=3,

segue que a =1+(n—1):3 =>a_=3n—2.
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9.

10.

1.

12.

2X+2

Sergio Lima/ID/BR

Das sequéncias a seguir, quais sao PA?

a) (2,4,6,8,...)

f)(2,510,17,26,...)

Determine a razao de cada PA. Depois, classifique-as
em crescente, decrescente ou constante.

13,17,21,25,...)

a) (
b) (—8,—16,—24,-32,...)
o) (LL0,.0)

d) (

10,17,24,31,...)

(2155 )
3'6'3"6"""

Escreva no caderno os seis primeiros termos de uma
PA, sabendo que a razao é 11 e o primeiro termo é 5.

Observe o triangulo a seguir cujas medidas sao dadas
em centimetros.

4x

13.

14.

180

2x*—10

Sabendo que as medidas dos lados deste triangulo for-
mam uma PA, na ordem (2x + 2), (4x), (2 — 10),
determine seu perimetro em centimetros.

Calcule o 132 termo de uma PA, sabendo que o pri-
meiro termo é 10 e a razdo é 15.

Qual é o primeiro termo de uma PA, sabendo que
a,=45er=3?

capitulo 8 Sequéncias e progressoes

15.

16.

17.

18.

19.

21.

Qual é arazao de uma PAem que a, =4 e a, = 54?

Determine a quantidade de termos de uma PA,
sabendo que a razdo é igual a 5, o primeiro termo
éigualabea, =36

Quantos multiplos de 5 ha entre 100 e 1000?

Quantos meios devemos interpolar entre 86 e 107
para termos uma PA de razdo 3?

(Uece) Os estudiosos de astronomia constataram
que o Cometa Halley se aproxima e pode ser visto
da Terra a cada 76 anos. A mais antiga visdo de
que se tem registro data do ano de 1530 e a mais
recente ocorreu em 1986. Uma vez mantida a
constatacdo, ao longo do tempo, é possivel pre-
ver corretamente que, no século XXXI, o Cometa
Halley podera ser visto da Terra:

a) uma Unica vez, no final da terceira década.
b) uma Unica vez, préximo a metade do século.
¢) duas vezes, nas primeira e oitava décadas.

d) duas vezes, nas segunda e nona décadas.

. Desafio \ (Unicamp) O perimetro de um triangulo

retangulo é igual a 6,0 m e as medidas dos lados
estao em progressao aritmética (PA). A area desse
triangulo € igual a:

a)30m?

b) 2,0 m?

c)15m?

d) 3,5m?

Em um prazo de trés anos, uma pessoa depositou
mensalmente certa quantia em reais em sua
poupanca bancaria.

No primeiro més ela depositou um valor x, no segun-
do x+y, no terceiro x + 2y, e assim por diante, de
modo que os valores depositados formam uma PA.

a) Escreva no caderno uma expressao que repre-
sente o depdsito no Gltimo més.

b) Determine o valor de x e y, em reais, consideran-
do que no segundo més foi depositado R$ 120,00
equea, +a, =2676.

¢) Qual foi, em reais, o valor depositado no
262 meés?

Nao escreva no livro.



MSoma dos termos de uma PA finita

Em uma PA finita, o primeiro e o Gltimo termos sdo chamados extremos da PA. Considere,
por exemplo, a PA (6,12,18, 24,30, 36, 42,48), em que os extremossao a, = 6 e a, = 48 Veja,
no esquema a seguir, um modo de formar pares com os termos dessa PA, denominados
pares de termos equidistantes dos extremos.

24 +30=54

18 +36 =54
12+42="54
6+48=54

Uma propriedade importante, que podemos observar no esquema, é que, ao adicionar
os dois termos de cada par, obtemos sempre o mesmo valor, correspondente a soma dos
extremos da PA. No caso dessa PA, a soma dos extremos é 6 + 48 = 54.

Essa é uma propriedade valida para qualquer PA finita (a1 105,05, an>. Para demonstrar
isso, observe que termos equidistantes dos extremos podem ser expressos pora,,, ea
comk=1,23,...,n—1.Asoma desses termos é dada por:

a1+k+an7k=(a1+k-r)+<an—k-r)=a1+an

Em uma PA finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma dos
extremos.

Vamos utilizar essa propriedade para obter uma férmula que calcule a soma dos termos
de uma PA finita qualquer.

Se S éasomados termos da PA <a1, a,,a, ..., an), podemos escrever:
S, =a,ta,ta,+...+ta _,+ta _ +a, ou S =a +a_ +ta ,+..+a,+a,+a,

Ao calcular S_+S , podemos agrupar termos equidistantes dos extremos, como a seguir.
S,+S,=(a,+a,)+(a,+a,_)+(a,+a,_)+..+(a,_,+a)+ (o, +a,)+(a +a,)
Substituindo cada expressao dentro dos parénteses por a, + a _, temos:
25 = (a1 + an>+ (a1 + an)+ (a1 + an)+ ot (01 + an>+ (01 + an>+ (01 + an>
Essa é uma soma com n parcelas iguais a (a1 + an>. Assim:

(01 + an)n

25n2(01+an)-n=>5n= 5

Os n primeiros termos de uma PA qualquer, finita ou infinita, formam uma PA finita com
n termos. Assim, temos o seguinte resultado:

(a1 4 an>n

A soma dos n primeiros termos de uma PA (an> e dada por S, =
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#PA e funcao afim

Lembre-se de que toda sequéncia é uma funcao cujo dominio é N*. No caso de uma pro-
gressao aritmética, o termo geral éa_=a,+(n —1)roua, =+ (cr1 - r), sendo re a, nd-
meros reais. A PA pode ser relacionada a fungao afim f: R—R dada por f(x) = ax + b, sendo
a=reb=a —r

Como um exemplo, considere a PA (—1,1,3, 5 ...).Temos a,= —ler=2logo otermo geral é:

a,=-1+(n—1)2=a =2n+(-1-2)=a =2n-3

Essa PA pode ser relacionada a func¢ao afim f:R—R dada por f(x)=2x—3, pois 2=re
—3=a,—r
Assim, a representagdo grafica da PA corresponde aos pontos do grafico de f com abscis-

sasx=1234,....
grafico de f grafico de (an)
y y
54---mmmm--o-- R * )
! ! > Observe que as fungdes
1 ! 1 ! representadas nos
3T : SR - - graficos possuem a
2+ ! 21 o mesma lei de formacgao,
I — i I S e 4 porém sdo definidas em
A (- = dominios diferentes.
2 3 4 X of 1 2 3 4 x £
_14--4 E
34 é

Ao considerarmos uma fung¢ao afim qualquer, dada por f(x) = ax + b, a sequéncia
(f(1), f(2).f(3),... ) serd uma PA de razdo g, pois, para qualquer n €N, vale:

f(n+1)—fim=a(n +1)+b—(an+b)=an+a+b—an—b=a

De maneira geral, para qualquer PA (an) de razao r,a sequéncia

(f(a1), f(az), f(ag), ) serd uma PA de razdo ar, pois, para qualquer n €N", vale:

f(an+1>—f(an)=a-an+1+b— (a-an+ b)=a(an+1 - an)=ar

JESN

r

Seja f: R—R uma funcdo afim dada por f(x)=ax+b e (an> uma PA de
razao r. Entao:

. (f(n))é uma PA de razao a. . (f(an)> é uma PA de razdo ar.

capitulo 8 Sequéncias e progressdes N&o escreva no livro



3) Exemplos

a) Uma PA constante (¢ ¢, ...

b) Se f é a funcdo afim dada por f(x)

R8.

Buda Mendes/STF/Getty Images

dada por f(x) = c.

=5x—Te (an)

) pode ser relacionada a funcao constante f: R—R

(2,4,6,8,...) é a PA dada por

a =2n, entdo a razdao da sequéncia (( ),f(az) ( ) (04),...> ¢ 5-2=10.

De fato, temos:

“f(a,)=f(2)=5-2-1=9
-f(az)=f(4) 5-4—-1=19
“f(a,)=f(6)=5-6-1=29
°f(a4)=f(8)=5-8—1=39

A primeira edicao dos Jogos Paralimpicos ocorreu
em 1960, em Roma, na Italia, promovendo jogos
que visavam envolver veteranos de guerra com
lesdo na medula espinhal. Atualmente, os Jogos
Paralimpicos sdo realizados na mesma época e
local que os Jogos Olimpicos. Desde a primeira
edicao, os Jogos Paralimpicos ocorrem a cada
quatro anos.

Nadador brasileiro André Brasil recebendo a medalha
de ouro nos 50 m livre da categoria S10, nos Jogos
Paralimpicos de 2012, em Londres, Inglaterra.

a) Escreva uma sequéncia com os anos das cin-
co primeiras edicdes dos Jogos Paralimpicos.

b) Determine uma fun¢do que associa o ano de
realizacao dos Jogos Paralimpicos a sua edicdo.

¢ ) Utilizando a funcao que foi definida no item b,
determine em que ano, possivelmente,
sera realizada a trigésima edicao dos Jogos
Paralimpicos.

N&o escreva no livro.

a) A primeira edicao dos Jogos Paralimpicos foi
realizada em 1960. Como ocorrem de quatro
em quatro anos, temos uma PA tal que
a,=1960 e r= 4. Logo:

a,=a,+4=a,=1960 + 4 =1964

a,=a,+4=0a,=1964 +4=1968

a,=a,+4=a,=1968 +4=1972

a.=a,+4=0a,=1972+4=1976
Portanto, a sequéncia com as cinco primeiras
edicdes dos Jogos é 1960, 1964, 1968, 1972 e
1976.

b) O termo geral de umaPAéa =a,+ (n — 1),
conhecidos a, e r. Como 0s anos em que
ocorrem as edi¢cdes dos Jogos Paralimpicos
constituem uma PA, sendo a,=1960 e
r =4, segue que:

a =1960+ (n —1)-4
a =1960+4n—4
a,=4n+1956

Logo temos a funcdo f: N*— R, definida por
f(n)=4n + 1956, em que n é a edicao dos
jogos e f(n) o ano de sua realizagao.

¢) Utilizando a fun¢do f: N*—R definida por
f(n) = 4n + 1956, determinamos f(30).

f(30)=4-30 +1956 = 2076

Portanto, a trigésima edi¢do dos Jogos Paralim-
picos possivelmente acontecera em 2076.
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R9.(PUC-PR) Um consumidor, ao adquirir um auto-

movel, assumiu um empréstimo no valor total
de R$ 42000,00 (ja somados juros e encargos).
Esse valor foi pago em 20 parcelas, formando
uma progressao aritmética decrescente. Dado
que na segunda prestacao foi pago o valor de
R$ 3800,00, a razdo desta progressao aritmética é:

a) —300 ¢) —100 e) —200
b) —150 d) —350

Sabemos que as 20 parcelas pagas pelo consu-
midor constituem uma PA, em que S, = 42000
e a,=3800.

Como em uma PA finita a soma dos termos
equidistantes dos extremos é igual a soma dos
extremos, podemos escrever a, + a,, = a, +a,.

Entao:

Substituindo a, = 3800,n = 20 e S, = 42000, temos:

(3800 +a,) - 20

2
4200=3800 +a,,

42000 =

a,, =400

Utilizando a, = a, + (n = k)r, comn=19e k=2,
determinamos a razao r.
a,=0a,+ (19 —2)-r
400 =3800 + 17r
—3400=17r
r=-—200

Portanto, a alternativa correta é e.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Determine a soma dos 10 primeiros termos de cada PA.
a) (8,1,14,17,...) c)(-113...)
b) (0,12,24, ...) d) (=15,-9,-3,...)

Determine o valor x para cada sequéncia ser uma
PA. Em seguida, calcule a soma de seus termos.

a)
b)
c)
d)

2,2x,10,3x + 5,7x — 3)
8,3x,4,x,0)

X —6,57xx+2,2x—5)
—8x,3, —2,x — 6,12x)

—_— o~ o~ —

Calcule a soma dos 25 primeiros termos de uma PA
cuja razao é 5 e o primeiro termo é 8.

Qual é a quantidade de termos de uma PA finita,
cuja soma dos termos é 3721 e os extremos iguais
alel2n?

Amanda guardou dinheiro durante 8 meses para
fazer uma viagem. No primeiro més ela guardou
R$ 150,00. A partir do segundo més até o oitavo,
Amanda guardou o valor do més anterior mais
R$ 10,00. Qual foi a quantia total em reais que
Amanda conseguiu guardar para a viagem?

Seja a PA (2,4,6,8,10, ...,2n, ...). Calcule a soma
dos n primeiros termos desta sequéncia.

capitulo 8 Sequéncias e progressoes

28. Seja a PA (1,3,5,7,9, ...,2n —

1,...). Calcule a soma
dos n primeiros termos desta sequéncia.

. (Enem/Inep) As projecées para a producdo de arroz

no periodo de 2012-2021, em uma determinada
regiao produtora, apontam para uma perspectiva
de crescimento constante da producdo anual. O qua-
dro apresenta a quantidade de arroz, em toneladas,
que serd produzida nos primeiros anos desse perio-
do, de acordo com essa projegao.

Ao o 0
2012 5025
2013 5150
2014 5275
2015 5400

A quantidade total de arroz, em toneladas, que
devera ser produzida no periodo de 2012 a 2021
sera de:

a) 49725
b) 500,85

c) 502,87
d) 558,75

e) 563,25

N&o escreva no livro.



30. A professora Soraia estd ensaiando uma apresen-

tacdo de final de ano com algumas turmas da
escola em que trabalha. Para a apresentacdo, Soraia
organizou os alunos de maneira que fique um na
primeira fileira, dois na segunda, trés na terceira, e
assim por diante, formando uma sequéncia com
20 fileiras, como mostra o esquema abaixo.

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

31

32

«— 1 fileira

«— 2fileira
«— 3fileira

«— 43 fileira

a) Quantos alunos Soraia esta ensaiando?

b) Em outra apresentacdo, Soraia organizou os
mesmos alunos em um ndmero menor de
fileiras, de modo que a primeira fileira ficou
com um aluno, a segunda com quatro alunos,
a terceira com sete alunos, e assim por diante,
formando uma sequéncia. Quantas fileiras
serdo formadas organizando os alunos desta
maneira?

Um atleta treinou para participar de uma mara-
tona da seguinte maneira: na primeira semana
ele correu 37 km; na segunda ele correu 37 km
mais r km; na terceira semana ele correu a mesma
quantidade que a semana anterior, mais r km,
sendo r uma distancia fixa.

a) Sabendo que ao longo desse treino o atleta correu
a0 todo 4345 km e que na dltima semana ele
percorreu 42 km, quantas foram as semanas de
treinamento?

b) A distancia r corresponde a quantos metros?

Considere a fungao afim definida por

f(x) = 4x — 30, cujo dominio sdao os termos da
PA (11,15,19,23,27, ...) e o contradominio o conjunto
dos nimeros naturais.

a) Determine a PA cujos termos sdo os elementos
do conjunto imagem de f.

b) Qual é o termo geral da PA obtida no item a?

Nao escreva no livro.

33. (UER)) Admita a realizacdo de um campeonato de

futebol no qual as adverténcias recebidas pelos
atletas sao representadas apenas por cartdes ama-
relos. Esses cartdes sdao convertidos em multas, de
acordo com os seguintes critérios:

* 0s dois primeiros cartdes recebidos nao geram
multas;

* 0 terceiro cartdo gera multa de R$ 500,00;

° 0s cartdes seguintes geram multas cujos valores
sdo sempre acrescidos de R$ 500,00 em relagdo
ao valor da multa anterior.

No quadro, indicam-se as multas relacionadas aos

cinco primeiros cartdes aplicados a um atleta.

Cartdo amarelo Valor da
recebido multa (R$)
10 _
29 —
3° 500
48 1000
5¢ 1500

Considere um atleta que tenha recebido 13 cartdes
amarelos durante o campeonato. O valor total,
em reais, das multas geradas por todos esses cartoes
equivale a:
a) 30000

b) 33000

¢) 33000
d) 36 000

e) 39000

34. Determine no caderno o termo geral da PA repre-

sentada no grafico a seguir e a lei de formacdo da
funcdo afim f relacionada a ela.
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MProgressio geométrica (PG)

No inicio deste capitulo, vimos uma situacdo em que o capital de R$ 10 000,00 era renta-
bilizado a uma taxa de juro composto de 1% ao més. Conforme estudamos no capitulo 6, a
caracteristica fundamental do juro composto é que a taxa de juros incide sobre o montante
do periodo anterior. Assim, se M, é o montante do periodo k, obtemos o montante do perio-
do seguinte multiplicando M, pelo ndmero (1 + i), em que i é a taxa de juro. Dessa maneira,
tem-se M, =M, - (1 + i). Assim:

M, =M, (1+1i)

M, =M, (1+1)

M =M -1+

A sequéncia (10 000;10100;10 201;...;10 000 - 101"~ 7), dos montantes, em reais, obtidos
més a més, a partir do inicio da aplicacao realizada por Mirela, € um exemplo que possui
essa caracteristica. Essa sequéncia é denominada progressiao geométrica, abreviadamente

conhecida como PG.

Uma progressdo geométrica é uma sequéncia de termos nao nulos na
qual cada um, a partir do segundo, é igual ao termo anterior multiplicado
por um ndmero constante g, chamado razao da PG. Se (an) é uma PG de

razao g, entdo:
a .,=a -qparatodon€N

n

Uma PG pode ser finita ou infinita, dependendo se a sequéncia é finita
ou infinita.

@Termo geral de uma PG

Para obter o termo geral de uma PG qualquer, considere (an) uma PG de razdo g. Entao:

a-q
_ o 3
'04— 03 ‘C]—G1'q
—
a,-q
_ n—1
.an_a1.q

Portanto, uma vez que o primeiro termo a, e a razao g sdo conhecidos, o termo geral da PG
L, n—1 . . . T
€a =a,-q .Oexpoenten — lindicaaquantidade de vezes que devemos multiplicar
o primeiro termo a, pela razdo g para obter a .
n

capitulo 8 Sequéncias e progressoes N&o escreva no livro
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Doistermos quaisquerdeumaPG,a ea,,serelacionam pormeio daexpressaoa, =a,-q
O expoente n — k indica quantas vezes se deve multiplicar ou dividir o termo a, pela razao

g paraobter a . De maneira equivalente,sem=n—koun=k+m,entaoa =a,: q". Assim,

se (an> é uma PG de razdo g, temos, por exemplo:
-am=a4-q6, pois10=4+6
“a,=a,-q ,pois2=9+(-7)

ca_.=a_ -q,poisn+5=(n+1)+4

n+5

-ak+1=a1-qk, poisk+1=1+k

@ Taxa de crescimento de uma PG

O crescimento de um termo de uma PG para o seguinte pode ser expresso pela taxa de
crescimento. Por exemplo, se esse crescimento ocorre a uma taxa de 15%, quer dizer que
cada termo, a partir do segundo, corresponde a 115% (100% + 15%) do termo anterior, ou
= a_- 15 paratodos os indices n. Nesse caso, a razdo da PG é g = 1,15.

seja,a, .,

Em uma PG cujos termos sao positivos, se a taxa de crescimento de um termo para o se-

guinte for i, tem-se a =a,: (1 + i), earazaodaPGég = (1 + i). A taxa de crescimento

n+1
também pode ser negativa. Por exemplo, se i = —40%, ha um decréscimo de 40% de cada

termo para o seguinte, ouseja,a,,,=a_ - (1—04)oua,, =a, - 0p.

3) Exemplos

a) Uma sequéncia constante (¢, ¢, ¢, ...), com ¢ # 0, é uma PG de razdo g = 1e taxa de
crescimento i = 0.

b) Certa populacdo de micro-organismos dobra a quantidade de individuos a cada periodo
de 1 hora. Se p, é a populagao inicial, entao a populagdo de micro-organismos, a

partir de p,, a cada periodo de 1 hora forma a PG (po, 2p,,4p,,8p,.16p,, ) crescente

de razdo g = 2. A taxa de crescimento dessa PG é de 100%, pois, sendo i essa taxa,
entao:

1+i=2=i=1
¢) A sequéncia (1 000, 200, 40, 8, ) na qual cada termo, a partir do segundo, corres-
ponde a 20% do termo anterior, ¢ uma PG de razdo g = 0,2. Nesse caso, a sequéncia
é decrescente e sua taxa de crescimento i € negativa. Assim, temos:
1+i=02=i=—-08

Logo a taxa dessa PG é —80%.

N&o escreva no livro.
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@ Representacao de uma PG na reta real
O comportamento dos termos de uma PG depende do valor de sua razao. Ha trés casos.
12 caso: ‘q‘ >1,0useja, g>1oug<-—1.
Quando |q| >1, 0s termos da PG se afastam da origem.
*qg>1lea >0

Il e e . e o
T A A T T Al
0 u‘I uZ 03 C|4 5
— | |
— ! ! :
| EEE— 1

1

1

O<a1<az<as<a4<as<...

~

Por exemplo, parag=3ea, =1 tem-se a sequéncia (1,3, 9,27 81, ...
*qg>1lea <O

& 5 & e & L
Al T T T Al T
a, a, a, a, a 0
i i i i "—'.
1 A
1
1

...<as<a4<03<az<a1<0

Por exemplo, parag =4 e a, = —%, tem-se a sequéncia (— 17 —2,—8,—32,—128, ... )
cqg<-lea #0:
q o, 7a,0 aq 0,
| P !
: 1 —> :
: 1 >

0< |a1| < ‘az| < |03| < |a4| < |a5\ <.
Por exemplo, parag= =2e a,= —1,tem-sea sequéncia (—1,2, —4,8, —16, )
2° caso: |q‘ =1 0useja,g=loug= —1.

Quando |q| =1, os termos da PG se mantém a uma mesma distancia da origem.

cqg=1lea #0

0 a

012022032042052...

Por exemplo, para g =1e a, = 6, tem-se a sequéncia (6,6,6,6,6, ...).
cqg=—lea #0O

ID/BR

s s
T T

a 0 a
!

llustragoes:
Sergio Lima/

2 1
'

o] =[] = o =[] = o] = -

Por exemplo, para g = —1e a, = 6, tem-se a sequéncia (6, —6,6, —6,6, ...).
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3° caso: 0<‘q‘<1,ou seja, -1<g<leg#0.
Quando 0 < |q‘ <1, 0s termos da PG se aproximam da origem.
*0<g<leag >0

L e e & .

T Al Al Ll T Al

0 a, aq, a, a, a,
H H H

| ] | | |

—T T

1 1

—

O<...<as<a4<a3<az<a1

_ 1 _ A
Por exemplo, para g = 3 e a, =1, tem-se a sequéncia | 1,

w|—
|-
N[ —
~

oo‘é
i

N———

*0<g<leg <O

e & b e & L
Al A Al T Al T
a, a, a, a a 0
1 H H H H

1 | | ] ]

T L

1 ]

!

a,<a,<a,<ag,<a,<...<0
Por exemplo, para g =—1—e a, = —8, tem-se a sequéncia (—8, -2 —L, ——1—, —1—, )
4 \ 2 8 32
*—1<g<0eqa #0O

o
&

gL

=)

4 . ol 4 Iy =
v v A v T €
0 a a °

a a4 s 4 2 =3
. . . . 3

H HE \ i &

1 1 1 ui

i — g

I ! g

o g

s E

0<...< ‘as| < |a4‘ < ‘03‘ < ‘az‘ < ‘a1|

Por exemplo, parag= — e g, = —8, tem-se a sequéncia (—8, 4, =21, —17, )

1

2

Seja (an) uma PG de razao q.

° Se ‘q‘ >1, os termos a_se afastam da origem conforme o indice
n cresce, de modo que |an| < |C’n+1| para todo n €N".

* Se ‘q| =1, os termos a_ mantém-se a uma mesma distancia da
origem, de modo que ‘an| = |an+1‘ para todo n EN".

*Se0< |q| <1, os termos a_ se aproximam da origem conforme o

indice n cresce, de modo que < |an| para todo n €N".

C1n+1

N&o escreva no livro. 189




R10.Determine o primeiro termo de uma PG cujo nono

termo é a,=1024 earazdo, g=4.

Substituindo os valoresn =9, k=1a =1024 e

g=4ema_ =a, q" sendo m=n — k, temos:
1024=0q,-4 '=1024=0q,-4'=

_ 1024 _ 1024 _ 1

THT T, T 65536 64

Portanto, a, = L

64

R1.Em janeiro de 2018, um jovem abriu uma conta

de poupanca e depositou o valor de R$ 4 000,00.
Considerando que a poupanca renda mensal-
mente 0,7% e que esse jovem nao faca mais
depositos, determine o valor aproximado dessa
poupanca daqui a 17 meses.

Sabendo que em janeiro o jovem depositou
R$ 4000,00 na poupanca, rendendo mensal-
mente 0,7%, e que ndo efetuou mais nenhum
deposito, a partir do segundo més o valor na
poupanca correspondera a 100,7% do més ante-
rior. A sequéncia crescente dos montantes, més
a més, a partir do depdsito inicial é uma PG de
razao 1,007 e o primeiro termo é 4 000.

Portanto, o termo geral desta PG é
a =4000-1007""

Assim, para determinar o valor na conta pou-
panca daqui a 17 meses, calculamos a,;:

18—1

a,=4000-1007""= 45036

Logo o valor na conta poupanca sera R$ 4 503,61.

R12.Escreva o termo geral de uma PG, em que

190

a,=25ea.=1

2 n—1 5
Otermo geraldeumaPGéa =a,-q ,conhecidos
a,eq.

Substituindo n=5, k=3, a =1e g, =25 em

a=a,:- q" sendo m = n — k, temos:

capitulo 8 Sequéncias e progressoes

Substituindo g = + % n=>5ea,=Tem

n—1
a,=a,-q ,obtemosotermoa,
5= 4

1=a1~<i%> :>1=a1~<i%> =)

:1=a-—4:1=a-L=>
gt T 625

= a1=1-61£:»a1=625

n—1
Seq =i, temosa =625- <L> .
5 ! 5

n—1

1 1
Seq= —— temosa =625 — —
eqg 5,8 OSCIn ( 5>

Portanto, o termo geral de uma PG em que

n—1

03225e05=1éan=625-<%> ou

n—1
a =625 <—i>
" 5

R13.Sabendo que os extremos de uma PG finita sdo

3 1 .
a,=— e a,=———, determine os sete termos
1 . 7 486
desta PG.

Determinamos 0s meios da PG cujos extremos sao

a = s ea,= / A por meio de interpolacao
o2 7486

geomeétrica.

Para isso, determinamos o valor da razao g desta

PG utilizando a_=a, q", com m=n—k. Dados
3

k=1,n=7,a1=7ea7=ﬁ,segueque:
486 2 486 2
ol 2 1
486 3 729
=>q=16=>qs=<1>6:q=ir1
3 3

Seq=%,aPGé:

<iLLLLLL>
2'2'6'18"' 54" 162" 486
Seg= —%aPGé:

1 1 1 1

11 11
<7’ 2'6' 18’54’ 162'486)

N&o escreva no livro



35. 43

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Determine a razao de cada PG.

a) (1,10,100,1000, ...)

_1 1 )
525"

c)(—4,8-16,32,...)

b) (—5,1,

d)(2,-22-2...)
e)<—i—2 2
27" 9" 3’

0022
5 25 125

Determine o valor de x para cada sequéncia ser
uma PG. Em seguida, expresse o termo geral de
cada uma delas.

a) (x +2,6,4x + 8,24)

b) (x — 5,4,8,2x + 2,5x — 3)

c) (—3, . .
9% 277 9’ 243

)

Escreva no caderno os seis primeiros termos de

umaPGtalquea,=5e 05:%-

Em uma progressao geométrica de n termos,
a,= —8,a = —1024 e g = 2. Determine no caderno
a quantidade de termos dessa PG.

Determine no caderno a razao da PG sabendo que:

a)a,=7ea, =2l

1 1
b)a,= ea, = .
o, 384 % 768
Determine no caderno os trés primeiros termos da

1 1
PG (a],az,as,—?,— 3)

Qual é o 112 termo da PG <—

Escreva a PG que possui:

a) 4 termos, na qual a,=65eqg=2
b) 3 termos, na qual a, =%e qg= —6.

¢) 5termos, na qual a,=1000egq Z%.

Nao escreva no livro.

Desafio \ (UFG) A figura a seguir é uma represen-

"' tacdo do Sistema Solar.

44.

71 @

Cintdréo de
asteroides

Netuno

Em 1766, 0 astronomo alemdo J. D. Tietz observou
que as distancias heliocéntricas dos planetas até
entdo conhecidos e do cinturdo de asteroides
obedeciam, com boa aproximacgdo, a um padrdo
conhecido hoje como lei de Titius-Bode.

Segundo esse padrao, a partir do planeta Vé-
nus e incluindo o cinturdo de asteroides, sub-
traindo-se 0,4 das distancias heliocéntricas,
em unidades astrondmicas (UA), obtém-se
uma progressao geomeétrica com termo inicial
0,3 e razao 2. A distancia da Terra ao Sol, por
exemplo, é de, aproximadamente, 1 UA e, neste
caso,1— 0,4 =0,3 X 2.

Determine, segundo a lei de Titius-Bode, a distan-
cia heliocéntrica, em UA, do planeta Jupiter.

Uma amostra de determinada espécie de inseto é
formada por 250 individuos. Em certa época do
ano, quando as temperaturas sdo propicias para a
procriacao desse inseto e desconsiderando as
mortes, a cada semana duplica-se a quantidade de
individuos.

a) Quantos insetos havera no inicio da:
* segunda semana?
° quarta semana?

b) Determine uma progressio formada pelos seis
primeiros termos que representam a quantidade
de insetos da amostra no inicio da semana e o
termo geral desta progressao para n semanas,
desconsiderando as mortes e considerando
condicOes ideais para a sua reproducao e vida.
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UFG/ID/BR/Fac-simile:ID/BR




45.

46.
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(UFRGS-RS) Considere o padrao de construcio re-
presentado pelos desenhos abaixo.

Etapal

Etapa 2

UFRGS/Fac-simile:ID/BR

Etapa 3

Na etapa 1, ha um Unico quadrado com lado 1. Na
etapa 2, esse quadrado foi dividido em nove qua-
drados congruentes, sendo quatro deles retirados,
como indica a figura. Na etapa 3 e nas seguintes, o
mesmo processo é repetido em cada um dos qua-
drados da etapa anterior.

Nessas condicOes, a area restante, na etapa 5, é:

Ly 125 4625
729 2187
125 625

b) Sie7 ©) 561
625
729

(Fuvest) Dadas as sequéncias a =n’+4n+4,

n+1

n?
b=2,c=a _.—aed=
n n n+1 n n

, definidas para
n
valores inteiros positivos de n, considere as seguintes
afirmacoes:
I') a €uma progressao geométrica,
Il') b €uma progressdo geomeétrica,
) ¢, éuma progressdo aritmética,

IV) d € uma progressao geométrica.
Sdo verdadeiras apenas

a)l el d)llelV.
b) I llelv. e)lllelv.
c)lell

capitulo 8 Sequéncias e progressoes

47. Um imovel valorizou 15% em cada um dos 4 pri-

48.

49.

meiros anos de uso. A valorizacao desse imdvel
obedece uma PG cujo 1° termo é o valor referente
ao imdvel novo, isto é, R$ 150 000,00. Quanto uma
pessoa pagaria por esse imdével, apds os primeiros
4 anos de uso?

Certa populagdo de bactérias é atualmente dada por
P, e cresce 7% a cada hora. Considerando que esse
crescimento seja mantido pelas préximas 24 horas,
qual sera a populagao a ?

Em cada item, verifique se os pontos indicados
representam uma PG.

a)

o

IS
- 2
o

~
o

-
-
|
A
|
Lo
|
[P/
o 4

_\Q
o
N
o
w
o
EN

-
- .
~ .

N
w
PN
(%}
(<))

c)

_'D
o
N
- P
o
I

[N N
w e
F N
o e
-
4

d)

o
w
_\D

2 CI4
+
T

50.

51.

52.

53.

- &

N
w
N S

1
2
Uma progressao geometrica é tal que
6,=1048576 ¢ q =

. 1
Determine n de modo quea. = ——.
auead, =75

A quantidade de pessoas que visita diariamente um
determinado museu é atualmente dada por N, e es-
ta diminuindo 4% ao ano. Se esse fato continuar a
ocorrer pelos préximos 20 anos, qual serd a quan-
tidade Q_ de visitantes daqui a n anos?

Sejam a,, a,,, e a,,, trés termos consecutivos de
uma PG. Mostre no caderno que (aM) =a,-a,,.
Considere uma PA e uma PG, de razdes respectiva-
mente iguais a r e g, contendo trés termos cada e g,

o primeiro termo de ambas. Mostre no caderno
que o terceiro termo da PA é igual ao terceiro ter-

mo da PG se, e somente se, g = +4/1 + %.
1

N&o escreva no livro
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MSoma dos termos de uma PG finita

Camila assumiu a direcao de uma pequena empresa que teve um faturamento de
R$ 100 000,00 no Gltimo més. Ela espera um crescimento a uma taxa de 1% ao més nos
préximos 36 meses. Surgiu, entdo, o interesse de calcular o faturamento desse periodo de
acordo com o esperado.

Observe que esse problema consiste em obter a soma dos 36 termos da PG de primeiro
termo a,= 101 000 e razdo g =101, caso seja desconsiderado que os valores monetarios
~—_——

100000 - 1,01
A

devam ser arredondados na segunda casa decimal.

Uma das maneiras de fazer esse calculo é utilizando uma planilha eletrénica. Camila sabe
que, nesse tipo de software, ela pode obter os 36 termos dessa PG com poucos comandos e,
em seguida, calcular a soma desejada. Observe na figura os valores do faturamento esperado
dos primeiros meses.

P ®

[>r Os valores apresentados
nesta planilha eletrénica estao
B | 4

Faturamento arredondados até a segunda

R$ 101000,00 9 HH
R$ 10201000 & casa decimal. Com o auxilio de

gi]gzgzglg uma calculadora, junte-se a
R$ 105101,01 um colega e obtenham os dez
R$ 106 152,02 . .
R$10721354 primeiros termos dessa PG.
2:]3352—22# Em seguida, comparem com
R§ 11046221 I os valores aqui apresentados.

® N VA WN =

uaoc\nawmamN—\%,
n

o

Rafael Lufs Gaion/ASC Imagens

Ao adicionar o faturamento esperado dos 36 meses, ainda utilizando a planilha eletrdnica,
obtemos R$ 4350 764,71.

Outra maneira de calcular é por meio da férmula da soma dos termos de uma PG finita,
que veremos a seguir.

Denotando por S _asoma dos termos da PG (01,02,03, ...,an>, de razao g # 1, temos:
S, =a +ta,ta,+..+a
S, =a,+ag+ a1q2 +...+ (:11qn_1
S, =a1<1 +q+q+.. + qnﬂ)

Se denotarmos a soma dentro dos parénteses por T _, temos:

T=1+q+q+..+q" " ()
Multiplicando por g, temos:
2 3 n
qT,=q+q +q +...+q" (I

N&o escreva no livro. 193
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Subtraindo Il de |, temos:

n n 1_q
T —qT =1-q'=(1—-q)T,=1-q¢'=T = -
Portanto:
2 n—1 1—q"
Sn=a1<1+q+q +...+g >:>Sn=a1- -

Os n primeiros termos de uma PG qualquer, finita ou infinita, formam uma PG finita com
n termos. Assim, temos o seguinte resultado:

A soma dos n primeiros termos de uma PG (an> de razdo g # 1 é dada por

.I_ n
S=a1- q :
n ‘l_q

Volte ao problema dado anteriormente e, com o auxilio de uma calculadora, obtenha
o faturamento total nos 36 meses por meio da férmula acima.

MSoma dos termos de uma PG infinita

Suponha que um movel encontra-se inicialmente no ponto A, e vai se deslocar em direcao
ao ponto B em etapas. Em cada etapa, o mével se deslocara por uma distancia correspon-
dente a metade da distancia que falta para chegar a B. Se a distancia de A até B for tomada
como unidade de comprimento, entdo a sequéncia das distancias a serem percorridas em

) 1T 1 1 1 1
cada etapaseraaPG | —,— —,... ), cOma,=—eg=—.
P <2'4'8' > 1= f973
A B

: ol .
i 12

Sergio Lima/ID/BR

A distancia total percorrida pelo mével ap6s n etapas corresponde asoma$ _dos n primei-

ros termos da PG (L ! ,l,...>.Temos que:
248
.S =1 =05 -S.=09375 + —— = 0,96875
o2 > 32
1 1 1
S =—+—=075 S =0,96875 + —— = 0,984375
22 4 ' 6 ' 64 '
1 1 1 1
S =—+—+—=0,875 S =0,984375 + —— = 0,9921875
22 4 8 ' 7 ' 128 '
1 1 1 1 1
oS =—+ —+—+—=09375 S =0,9921875 + —— = 0,99609375
42 4 8 16 ' 8 ' 256 '

O moével chegara tao préximo de B quanto se deseja, bastando que haja uma quantidade
suficiente de etapas, ou seja,asoma$S = %+%+% +...+ Lﬂ resultard em um ndmero
tdo préximo de 1 quanto se deseja, bastando que se tome n suficientemente grande. Isso

pode ser expresso escrevendo:

S S T
2 48

2ﬂ

capitulo 8 Sequéncias e progressdes N&o escreva no livro



Dizemos que o nimero 1é a soma da PG infinita < ; : l %) e cadasoma$, é chamada
soma parcial da PG.

Em geral, uma sequéncia infinita pode ou nao admitir uma soma. Uma das condi¢des
para que a soma exista é que o valor absoluto dos termos da sequéncia se aproxime de
zero, conforme o indice n cresce. Lembre-se de que uma PG tem essa propriedade quan-
do a razao g satisfaz 0 < ‘q‘ <. De fato, pode-se demonstrar que uma PG infinita admite
uma soma se, e somente se, sua razao g satisfaz 0 < ‘q‘ < 1. Por outro lado, uma PG infinita
nao admite uma soma quando |q|>1. Isso pode ser observado intuitivamente por meio da
PG (1,2, 4,8,16,32, ) cujos termos sao cada vez maiores e cuja soma de seus termos nao é
possivel determinar.

n

9 s 0<|g|<1, 0 ndmero q

1
As somas parciais de uma PG sao dadas por S, =a,-

sera cada vez mais proximo de zero, conforme n cresce, de modo que as somas parciais S
1-0 _ &
1=g9g 1-g

vao se aproximar de S=a,- . Baseando-se nessas observagoes, é possivel

demonstrar o resultado a seguir.

Seja (an) uma PG infinita de razao g. Se 0 < |q| <1,entdo asoma

&

dessa PG é dada por S = Ty

, 0U seja:

a1+az+ag+...+a +...=
n

MAPCGC e funcao do tipo exponencial

Anteriormente, relacionamos a PA com a func¢ao afim. De maneira semelhante, relacio-
namos qualquer PG nao constante com uma funcao do tipo exponencial. O termo geral de

a
4 n=1 1 . . .
uma PG é Gn = Cl1 °q ou G"ZT. q”, sendo (J1 € g numeros reals constantes e diferentes

de zero. A PG pode ser relacionada a funcao do tipo exponencial f: R—R dada por
a
f(x)=b-ax,sendob=71ea=q.

Como um exemplo, considere a PG (1?,1,2, 4) Temos 0121? e g=2. Portanto, o

termo geral é:

_ 1 1

a — . [

"2 "2

Essa PG pode ser relacionada a funcdo do tipo exponencial f: R—R dada por f(x)=%-2*,
1 a,

poisT=Teq=2.

N&o escreva no livro. 195




Assim, a representacao grafica da PG corresponde aos pontos do grafico de f com abscis-

sasx=1234,....

graficode f

grafico de (an)

y

10 1 2 3 4 X

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Ao considerarmos uma funcao do tipo exponencial qualquer, dada por f(x)=b-a* a

sequéncia (f(1), f(2).f(3),... ) serd uma PG de razio g, pois, para qualquer n €N" vale:

f(n +1)

h.anﬂ _ Bﬂ.a

f(n)

=a

.aﬂ Bﬂ

De maneira geral, dada uma func¢do do tipo exponencial definida por f(x)=b-a* para

qualquer P/—\(an) de razao r a sequéncia (f(a1),f(az),f<a3),...) sera uma PG de razao @,

pois, para qualquer n EN", vale:

f<0n+1> ) K- g Gu"+r ﬁ% ca

== = :ar

f(a,)

a” a”

Seja f: R—R uma funcao do tipo exponencial dada por f(x)=b-a*e (an) uma PA

de razao r. Entao:

* (f(n)) € uma PG de razdo g;

R14.Determine a soma dos termos da PG fini-

196

ta (1,4,16, ...,16384)

Para determinar a soma dos termos de uma PG
1—4g"

1—qg'
com g # 1, sendo necessario conhecer os valo-

finita podemos utilizara formula S = a, -

res do primeiro termo (01), da quantidade de
termos (n) e da razao (g).
Pela sequéncia temos a,=1 e q=T4= 4. Obte-

mos a quantidade de termos utilizando o termo
geral de uma PG:

capitulo 8 Sequéncias e progressdes

. (f(an>) é uma PG de razao a'.

a =a-q =16384=1-4"=
=4""=16384=
=4"=4=>np—-1=7=n=8

Substituindo os valores na férmula da soma de
termos de uma PG finita, segue que:

n

1—gq
n_aT. 'I_q =
1— 4"  _g5535

T%T g =

= 21845

Portanto, a soma de termos da PG fini-
ta (1,4,16,...,16384) é 21845,

N&o escreva no livro



R15.Determine a fracdo geratriz da dizima periédica 3,2.

32=3+02+002+0002+00002+.. =3+-2 4_2 2, 2
10 100 ' 1000 ' 10000

Note que a dizima 3,2 pode ser escrita utilizando a soma de uma PG infinita de razio 0 < |q| <1

a
Logo podemos escrever 3+ Sem que S = ' com qg+1, a1=ie g= L, como:
1—gq 10 10
2 2
10 9] 2 29
3+5=3+ =3+ — =3+ —=—
1— L 9 9 9
10 g

Portanto, a fracdo geratriz da dizima periddica 3,2 é %

R16.(FGV-SP)

a) Um sébio da Antiguidade propds o seguinte problema aos seus discipulos: “Uma ra parte da
borda de uma lagoa circular de 75 metros de raio e se movimenta saltando em linha reta
até o centro. Em cada salto, avanca a metade do que avancou no salto anterior. No primei-
ro salto avanga 4 metros. Em quantos saltos chega ao centro?

b) O mesmo sabio faz a seguinte afirmacdo em relagdo a situacao do item a: “Se o primeiro
salto da rd é de 3 metros, ela ndo chega ao centro.” Justifique a afirmacao.

a) Se na primeira vez a ra salta 4 metros e depois salta apenas a metade do salto anterior, em
cadasalto, percorrendo assim 7,5 metros, entao temos uma PG finita, coma, = 4,9 = % =0,5

e S =75. Dessa maneira, a quantidade de saltos (n) pode ser dada por:

1-q A D]
S =a,- g =75=4—""—=
A R 1-05
1—0,5 75-0,5
:>1—O,5”=7,5~(T'):>0,5"=1—#:>

0 Ay o1
=05 —0,0625:><2> T =

n 4
1 1
== =(=) =>n=4
3)-G)
Portanto, a quantidade de saltos para alcancar o centro da lagoa é 4.

b) Supondo que a ra salte infinitas vezes, sendo o primeiro salto de 3 metros, e os demais, a
1

metade do anterior, também teremos uma PG, em que a,=3 e g =5 = 0,5. Porém, a

quantidade de termos sera infinita e a soma deles sera:

@ _ 3 —
1—gq 1-05

S=

Portanto, mesmo que a ra salte infinitas vezes, ela percorrera no maximo 6 metros, nao
chegando ao centro da lagoa.

Nao escreva no livro. 197




198

R17.Um capital de R$ 10 000,00 é aplicado em um
investimento durante o periodo de 12 meses, a
uma taxa de juro composto de 2% ao més.

a) Determine o montante obtido ap6s o término
dessa aplicagao.
b) Escreva a lei de formagdo de uma funcao do

tipo exponencial que esteja relacionada com
a sequéncia dos montantes dessa aplicacao.

a) No juro composto, 0 montante no final de cada
més, a partir do segundo, é dado pelo valor
anterior acrescido de 2% deste valor.

Final do 1¢ més:

10000+ 200

[E—1

=10200

002 - 10000
Final do 2° més:
10200+ 204 =10404

N

002 - 10200
Final do 3° més:

10404 + 208,08 =10612,08

/N

002 - 10 404

Observe que a sequéncia

(10200;10 404;10612,08; ...) constitui uma PG,
em que a,=10200 e g =1,02.

Portanto, no 122 més o montante resgatado
pode ser dado por meio do termo geral da PG
a,=a- qM:
a,=10200-102""=12682,42

Portanto, o montante obtido ao término
dessa aplicacdo serd aproximadamente

R$ 12682,42.

b) A lei de formacdo da funcdo exponencial que
esta relacionada a sequéncia dos montantes

dessa aplicacdo é f(x) = 10200 + 1,02

capitulo 8 Sequéncias e progressdes

R18.Considere um quadrado dividido em nove quadra-
dos congruentes, em que se retira 0 quadrado
central. Nos oito quadrados restantes esse mes-
mo processo é realizado, e assim sucessivamente.
O resultado obtido é conhecido como Tapete de
Sierpinski.

1iteracao

2 iteracoes

[
-
[

ASC Imagens

s: Rafael Luis Gaion/

3 iteracoes

4 iteragdes

a) Determine a quantidade de quadrados retira-
dos nas quatro primeiras iteragoes.

b) Escreva a lei de formagdo de uma funcao do
tipo exponencial que esteja relacionada com
sequéncia formada pela quantidade de
quadrados retirados a cada iteracao.

a) Utilizando o que foi dado, temos a seguinte

relacdo:
Iterages Quadrados retirados
1 1
2 8-1=8
3 8-8=064
4 8-64=512

b) Observe que a sequéncia de valores obtidos
no item a, (1,8, 64, 512), constitui uma PG, em
quea, =leqg=8.

Assim, para determinar a quantidade de qua-
drados retirados ap6s n iteragdes, basta utili-
zar o termo geral da PG:

n—1 =il -1
a =a-q =a=18 =ag=¢8
n 1 n n

Portanto, a lei de formacao da funcao do tipo
exponencial que esta relacionada com essa

sequéncia é f(x)= 8"

Nao escreva no livro



54.

55.

56.

57.

Calcule a soma dos:
a) cinco primeiros termos da PG (1,4,16, ...).

b) oito primeiros termos da PG (1,2,4,8, ...).

c) quatro primeiros termos da PG (90, 270, )

)
YRl

Calcule a soma dos termos de cada PG a seguir.
a) (1,3,...,729).

5
b) (10,5,...— ).
) (1052 )

c) (4096,1024,...,16).

d) trés primeiros termos da PG (1,

d) (3,-6,12,...,768).

e) (1,2,...,2”).

Ana promoveu um show em sua cidade e precisou

fazer a divulgacao. Para isso, ela inicialmente teve a

ideia de enviar uma mensagem de divulgacao por

meio de seu telefone celular. Ana enviou a mensagem

para 47 contatos, supondo que:

* todos os destinatarios encaminhariam a mensagem
para outras 5 pessoas;

* 183582 pessoas receberiam a mensagem de
divulgacao;

* nenhuma pessoa receberia mais de uma mensa-
gem de divulgacao.

Escreva a sequéncia para representar a quantida-

de de pessoas que ficaram sabendo do show a
cada envio.

Observe a sequéncia de figuras formadas por
pontos.
figura lll
° g
figura ll o o %
figural o ° o :io
. ° ° . . . ° &

Sabendo que essa sequéncia tem cinco figuras,
responda.

a) Afigura V é formada por quantos pontos?

b) Ao todo, quantos pontos tém as cinco figuras
juntas?

Nao escreva no livro.

58.

59.

60.

Sejaa PG (4,12, an). Qual é a quantidade de ter-
mos desta PG, sabendo que a soma de todos eles é
4372?

A soma dos termos de uma PG é 1 020, o primeiro
e o Ultimo termo sdo, respectivamente, 512 e 4.
Qual é a razdo dessa PG?

Ferramentas \ Ao analisar uma planilha a respeito

[¥7] do lucro de um determinado produto, um adminis-

61.

62.

A
trador teve um problema com seu computador e

perdeu as informacdes. Veja na planilha parte das
informacgdes que restaram.

A 2 -
Crescimento em
relacdo ao ano anterior

0%
12%
12%
12%
12%
12%

Total

Ano Lucro
2010
2011
2012
2013
2014
2015

VN U A WN =

R$ 8926,71

=
o

=
=

[Paraos célculos, os valores envolvidos
foram arredondados, quando necessario,
a0 centésimo mais proximo. |

Reescreva a Ultima coluna dessa planilha em seu
caderno e determine os valores que estdo faltando.

(Feevale-RS) Pedro, no dia do nascimento do filho,
prometeu, a cada aniversario da crianga, plantar 2"
arvores (n namero natural, representa a idade do
filho). Passados 5 anos, quantas arvores foram
plantadas por Pedro, ao total, considerando que ele
cumpriu sua promessa em todos 0s anos?

a)10 c)32 e) 64

b) 16 d) 62

Calcule a soma dos infinitos termos de cada PG a
segulir.

a) (12,6,3,...)

b) <1LL>
525

) (—24,-24,-024;...)

d) (16, — 4,1,..

e) (1 000,20,%,...)

199
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63.

64.

65.

66.

«
0

67.

200

Qual é o valor do primeiro termo de uma PG infini-

ta cuja razao é q=%easoma$=%?

Em grupo \ Considerem uma sequéncia de infini-
tos quadrados, sendo a medida do lado de cada
quadrado, a partir do segundo, igual a metade da
medida do anterior, conforme a figura.

Sergio Lima/ID/BR

Sabendo que a soma das areas dos infinitos
quadrados é 12 cm? determinem o valor de x, em
centimetros.

Considerando a soma 0,5 + 0,05+ 0,005 + ...,

resolva.

a) Qual é a dizima peri6dica que representa essa
soma?

b) Determine a fragdo geratriz da dizima peri6dica
que vocé escreveu no item a.

Desafio \ (ESPM-R]) A figura abaixo mostra a traje-
téria de um mével a partir de um ponto A, com
BC = (D, DE = EF, FG = GH, HI = I}, e assim por dian-
te. Considerando infinita a quantidade desses seg-
mentos, a distancia horizontal AP alcancada por
esse movel sera de:

B
O P F
1&m 12m A A J

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

A C E G | P
a)65m c)80m e) 100 m
b)72m d) 96 m

Calcule a fracdo geratriz das dizimas periddicas
seguir.
a) 0,72

o8]

b) 0,34 )58

capitulo 8 Sequéncias e progressdes

68.

69.

70.

Lucas guarda dinheiro em seu cofrinho. A cada
semestre usa a seguinte estratégia:

Em janeiro guarda R$ 1,00, em fevereiro, R$ 2,00, em
margo, R$ 4,00, e assim sucessivamente até junho,
comec¢ando novamente a guardar R$ 1,00 em julho.
Qual é o valor total que Lucas pode guardar em
trés anos?

Jodo plantou uma arvore em frente a sua casa e decidiu
acompanhar seu crescimento. O viveiro que vendeu
a muda, com 40 cm de altura, informou que o
crescimento era bifurcado, ou seja, a cada 1ano, a
ponta do galho se dividia em dois novos galhos e
a altura aumentava cerca de 40 cm. Veja no esque-
ma como os galhos se bifurcam ano a ano.

Rafael Lufs Gaion/ASC Imagens

dia do plantio final do 12 ano final do 22 ano

Sabendo que esse padrdo de crescimento se man-
tém durante 6 anos, Jodo construiu o quadro abaixo
com a expectativa de crescimento da arvore até o
final do 62 ano.

Tempo

(ano) Quantidade de novos galhos | Altura (cm)
1 1 40
2 2 80
3 4
4

a) No caderno, copie e complete o quadro acima
com as informagdes que faltam.

b) Considere as sequéncias formadas pelos nimeros
nas colunas e classifique-as em PA ou PC.

¢) Determine a razdo de cada sequéncia que vocé
classificou no item anterior.

d) Ao final do 62 ano, qual serd a quantidade total
de novos galhos da arvore? E a sua altura?

Seja a PA (kw,kz, 3,...,kn,...> de razdo 3 e seja a
funcao f do tipo exponencial dada por f(x)=2-3"

Qual é a razao da PG (f(kn)>?
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71. Seja a PA (3, 8,13, ) e a fungdo f do tipo exponen- = 74. (Udesc) Considere a funcdo f(x)= 2 Sejam

cial dada por fx) = Z(L)X (01,02, a,, ) uma progressao aritmética de razao 3
2) 1 _ -
a) Quais sdo os trés primeiros termos da PG e f( C’1> 5 Analise as proposicoes.
(f(%)f(az),f(aa),...) sendo (an>os termos 1) a, =17

1) A soma dos 11 primeiros termos da progres-
sdo aritmética é 145.

) f(as) =2"
72. Uma das condi¢des que facilitam a proliferacdo

de bactérias em alimentos é a temperatura. Para v) (f(a1 ) f(az), f(aa), ) € uma progressao
minimizar as chances de contaminacao é impor-
tante manter alguns alimentos abaixo de 5°C ou
acima de 65°C. Segue abaixo uma possivel represen- Determine a alternativa correta.

tacao grafica da quantidade de bactérias existentes a a) Somente as afirmativas | e Il sio verdadeiras.
cada hora em condicOes ideais, ou seja, fora da
temperatura recomendada.

da PA dada?

b) Qual é arazao g da PG obtida no item a?

geométrica de razao 64.

b) Somente as afirmativas|, lll e IV s3o verdadeiras.
¢ ) Somente as afirmativas | e Il sio verdadeiras.

d) Somente as afirmativas lll e IV s3o verdadeiras.

Quantidade de bactérias em \ . e) Todas as afirmativas sio verdadeiras.
alimentos pela quantidade de horas
fora da temperatura recomendada 75. Observe o grafico da funcao f: R, — R definida por
X
_ (3
fx) = T )
Quantidade de bactérias
2500000
2097152 y
2000000 -
1500000 -
1000000 - g
500000 262144 g
1 8 64 512 4096 32768 &
0

0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo (horas)

Sergio Lima/ID/BR

a) Calcule a &rea, em unidades de area (u.a.), dos re-

J

Fonte de pesquisa: Kunigk, LEO. Medidas para evitar téngulos I, I e Il formados abaixo da curva que
toxi-infeccdes de origem alimentar. Disponivel em: representa a fungéo f
<http://maua.br/files/artigos/medidas-para-evitar-toxi-in-
feccoes-de-origem-alimentar.pdf>. b) Determine a soma das areas, em unidades de

Acesso em: 17 set. 2015 drea (u.a), dos infinitos retangulos formados

abaixo da curva.

a) Considerarjdo 0s dafj(?s do gréfico, e;creva alei 76. Desafio) Seja a PG (a P ) com o €R e
de formagao, o dominio e o conjunto imagem de = (w, . . V2 i’ -
razao g. A respeito da PG dada, julgue as afirma-

uma funcdo f que represente a quantidade de = (& i o
L - cOes em verdadeira ou falsa, justificando as falsas.
bactérias em relagdo ao tempo t em horas.

I ) Se arazdo da PG for negativa, entdo a>a,..

b) Qual é a razdo da sequéncia formada pelo con- .
para todo n€N".

junto imagem da funcdo?

) Se a,+a,+a,= —2ea1=2q,entéoarazéo
73. Considere uma funcdo f do tipo exponencial dada 61
por f(x) = 2a* e uma PA(an> de razao r = 3. Deter- ) Seja a fungio f: N — R dada por f(x) = 2(— 1){
mine o valor de a sabendo que f(an)é uma PG de A imagem dessa funcdo é o conjunto formado
razao q = 125. pelos termos de uma PCG.

N&o escreva no livro. 201
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APopulacao e amostra

A Estatistica aborda um conjunto de métodos de coleta, organizagao, andlise e interpretagdo de
informacoes, cujo objetivo é compreender uma determinada situagao para a tomada de decisoes.

As pesquisas estatisticas sao realizadas com diversas finalidades, por exemplo, para
verificar a durabilidade de um tipo de material ou para conhecer a opiniao de certo grupo
de pessoas a respeito de um assunto, como as inten¢des de voto em um candidato nas
eleicdes. Para isso, seria invidavel consultar a opiniao de todas as pessoas envolvidas ou
observar a durabilidade de todo o material, o que demandaria muito tempo e dinheiro e

consistiria em um processo destrutivo. Por exemplo, se o objetivo da pes-
quisa fosse testar a durabilidade de lampadas, em que todas seriam testadas
até queimarem, ndo restaria lampada alguma para ser comercializada.

Portanto, trata-se de umasituagao para a qual é necessario selecionar apenas

uma parte dos elementos, analisar os resultados obtidos e fazer inferéncias
sobre todo o grupo.

Timur Djafarov/Shutterstock.com/ID/BR

Lampada fluorescente acesa, ideal para diversos ambientes. Esse é um dos
tipos de lampada que apresenta alta eficiéncia e baixo consumo de energia.

Em esta}tistlca, todo o grupo é chamado populagao, o que se. refere Em Estatistica, a
a um conjunto de elementos com pelo menos uma caracteristica em populacio também
comum. A parte com a qual a pesquisa é realizada recebe o0 nome pode ser chamada de
de amostra, um subconjunto nao vazio da populagao com menor universo estatistico.
quantidade de elementos.

A populagao pode ser finita, como o conjunto de alunos de uma escola, ou infinita, como a
sequénciainfinita de resultados obtidos lancando um dado sem parar. Tendo isso definido, é ne-
cessario estabelecer umatécnica de amostragem para garantir a representatividade da amostra,
definindo o procedimento de escolha dos elementos da populagdo que vao compor a amostra.

@ Variavel estatistica

Quando uma pesquisa estatistica envolve pessoas, geralmente sao colhidas informacoes,
como idade, massa corporal, estado civil, nivel de escolaridade, entre outras. Essas informa-
¢Oes sdo exemplos de variaveis estatisticas.

As variaveis que apresentam valores numéricos resultantes de algum tipo de contagem
ou mensuragdo sao chamadas variaveis quantitativas, como a altura de um individuo. Ja as
variaveis que apresentam como valores uma qualidade ou uma caracteristica sao chamadas
variaveis qualitativas, por exemplo, cor dos olhos.

Entre as variaveis quantitativas, podemos classifica-las em dois tipos.

* Variavel quantitativa discreta, cujos possiveis valores compdem um conjunto finito ou infinito

de ndmeros resultantes, geralmente de contagens, como a quantidade de filhos de um casal.

* Variavel quantitativa continua, cujos possiveis valores formam um intervalo de nimeros

reais resultantes, geralmente de mensuragao, como o tempo em que um atleta percorre
certa distancia.
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As variaveis qualitativas também podem ser de dois tipos.

* Variavel qualitativa nominal, quando ndo existe ordena¢dao alguma para os possiveis

resultados, como o sexo de um individuo.

* Variavel qualitativa ordinal, quando existe certa ordenagdo para os possiveis resulta-

dos, como o estagio de uma doenca.

De modo geral, podemos representar essas variaveis estatisticas da seguinte maneira:

variavel

quantitativa

qualitativa

{ discreta } { continua} { nominal } { ordinal }

1. Identifique no caderno se a informacdao em cada
item representa populacdo ou amostra.

a) Preferéncia de todos os alunos da turma sobre
um local para a festa de formatura.

b) Intencdo de voto de alguns moradores de uma
cidade no candidato A para prefeito.

¢) Os precos de um determinado livro em metade
das livrarias do estado.

d) As cores de todos os automaveis disponiveis
para venda em uma concessionaria.

Classifique as seguintes variaveis em quantitativas
discretas, quantitativas continuas, qualitativas
nominais ou qualitativas ordinais.

a) Turma em que determinado aluno estuda.
b) Quantidade de cores do arco-iris.
c) Cores presentes em uma bandeira.

d) Temperatura de uma panela num determinado
instante.

3. Observe a seguinte pergunta divulgada em uma
loja de roupas virtual.

Enguete oee

O que vocé gostaria de comprar?

(1) Jaquetas éﬂ
() Camisetas g
() Vestidos 8
() Calcas %

a) Quais resultados a varidvel pode assumir
nessa situagao?

b) Como essa variavel pode ser classificada?

Nao escreva no livro.
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Observe a ficha de empréstimo de livros de uma
biblioteca escolar.

FICHA DE EMPRESTIMO

Dados do aluno

Dados do livro

Nome: J0sé Antunes Aguiar Titulo: Histéria ilustrada do Brasil

)

Telefone: 79982-0000 Autor: Jdlio A. V. Silva £
&

Ano/Série:_2°  Turma:_C E
Data do empréstimo Data da devolugao E

12 ,03 , 18 19 403 ;18 E

a) Quais so as variaveis presentes nessa ficha?

b) Classifique cada variavel em quantitativa discreta,
quantitativa continua, qualitativa nominal ou
qualitativa ordinal.

A equipe administrativa de um restaurante entre-
vistou 200 clientes que responderam a respeito de
idade, local de trabalho, preferéncia de comidas,
horario que costumam frequentar o restaurante e
nivel de satisfacdo (5, 6, 7, 8, 9 ou 10) quanto ao
atendimento. Sabendo que cada um desses objetos
de estudo sdo variaveis estatisticas, classifique ca-
da variavel em relagao ao seu tipo.

Entre 400 alunos de certo cursinho pré-vestibular, 150
foram questionados a respeito de suas inten¢des de
estudo e trabalho apés o curso. Foram feitas pergun-
tas sobre a op¢do do “curso” de graduacao, o “oficio” e
um possivel “local” de trabalho pretendido por eles.

a) Qual é o universo estatistico e qual é a amostra
desse levantamento de dados?

b) Quantas sdo as variaveis e qual é o tipo de cada uma?

¢) No caderno, dé exemplos de possiveis valores
para a variavel “oficio”.
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MRepresentacoes graficas

O objetivo da representagao grafica é apresentar um conjunto de dados de modo resu-
mido, principalmente para os resultados de uma pesquisa quando se deseja facilitar sua
leitura e compreensao a fim de chegar a conclusdes a respeito da evolugdo das variaveis ou
de como elas se relacionam. A escolha da representac¢ao grafica mais apropriada a situagao
depende de varios fatores, mas a simplicidade, clareza e veracidade das informagdes devem
ser consideradas na elaboragao do grafico.

@ Grafico de barras

O grafico de barras verticais, também chamado grafico de colunas, é representado em um
par de eixos ortogonais por meio de retangulos com a mesma largura e altura proporcional
aos valores das variaveis, de acordo com a escala do eixo vertical. Esse tipo de grafico geral-
mente é utilizado para comparar informacgdes.

3) Exemplo

O grafico a seguir apresenta a quantidade de transplantes de rim de pessoas falecidas
entre janeiro e junho de 2015, na regiao Sul do Brasil.

Transplantes de rim de pessoas falecidas entre ;
janeiro e junho de 2015, na regidao Sul do Brasil
Quantidade de transplantes
2004 — — — #
1501 135
110
100 ——
50 —
E 0 , .
E Parana Rio Grande Santa
® do Sul Catarina Estado

Fonte de pesquisa: Associacdo Brasileira de Transplante de Orgdos. Disponivel em:
<www.abto.org.br/abtov03/Upload/file/RBT/2015/rbt2015-1sem-lib2907.pdf>.
Acesso em: 14 abr. 2016.

Esquema representando a localizagdo dos rins no interior do corpo humano.

Os rins sdao dois pequenos 6rgaos localizados em ambos os lados da coluna vertebral,
atras das Gltimas costelas, cuja principal funcao é eliminar o excesso de dgua e de
toxinas ou dejetos resultantes do metabolismo corporal. Além disso, os rins atuam
como 6rgdos produtores de hormonios e auxiliam na regulacao da pressao arterial.

Sebastian Kaulitzki/Shutterstock.com/ID/BR

Associagdo Brasileira de
Transplante de Orgos.
Entenda a Doagdo de
Orgdos: decida-se pela
vida. Disponivel em:
<www.abto.org.br/
abtov03/Upload/file/
entendadoacao.pdf>.
Acesso em: 14 abr. 2016.

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia STILLFX/Shutterstock.com/ID/BR

204  capitulo 9 Estatistica Nao escreva no livro.



No caso do grafico de barras horizontais, os retangulos possuem a mesma altura e largura
proporcional aos valores das variaveis, de acordo com a escala do eixo horizontal.

3) Exemplo

O grafico a seguir apresenta a quantidade de transplantes de rim de pessoas vivas entre
janeiro e junho de 2015, na regido Sul do Brasil.

rTranspIantes de rim de pessoas vivas entre L
janeiro e junho de 2015, na regido Sul do Brasil

Estado

Parana

Rio Grande
do Sul

Santa

] Fonte de pesquisa: Associagdo
Catarina

Brasileira de Transplante de

g | | \ ‘ Orgaos. Disponivel em:

% I T T T T T T 1 <vvww.abto‘0rg.br/abtovOB/

E 0 10 20 3 40 50 60 70 Upload,/file/RBT/2015/rbt2015-
° Quantidade de ’ ¢

= transplantes Tsem-1ib2907.pdf>.

RN J Acesso em: 14 abr. 2016.

Associagao

Brasileira de
Transplante de Orgdos.
Entenda a doagdo de
6rgdos: decida-se pela
vida. Disponivel em:
<www.abto.org br/
abtov03/Upload/file/
entendadoacao.pdf>.
Acesso em: 14 abr. 2076.

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia STILLFX/Shutterstock.com/ID/BR

@ Grafico de barras multiplas

Assim como os graficos de barras, os de barras miultiplas também sdo representados em
um par de eixos ortogonais por meio de retangulos. Costuma ser usado principalmente para
comparar diferentes categorias no mesmo grafico.

3) Exemplo

O grafico a seguir apresenta a fiscalizagdao realizada pela prefeitura de Sao Paulo em
bares, boates e outros ambientes fechados de modo a combater a polui¢do sonora nesses
ambientes.

[ Fiscalizacao* da prefeitura de Sao Paulo para ;
combater a poluicdo sonora de 2011 até 2014

Sergio Lima/ID/BR

Fonte de Quantidade
pesquisa: 240+
Prefeitura de 210 207 209
Séo Paulo. 180 186 183

Disponivel em:
<www.prefeitura. > I Multas de ruidos

150+ 13
; 1204 117 12
sp.gov.br/cidade/ 105 Fechamento administrativo/
secretarias/ 90+ policial/empareados *Fiscalizagdo realizada
subprefeituras/ 60 apenas em ambientes

zeladoria/psiu/in- 30 confinados, como bares,
dex.php?p=8831>. 5
X.phpsp 0 Ano boates, restaurantes, saldes

Acesso em: 2011 2012 2013 2014 de festas, templos religiosos,
14 abr.2076. U industrias.

\
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Sergio Lima/ID/BR

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia STILLFX/Shutterstock.com/ID/BR

SAHD, Luiza. O que é poluicdo sonora? Mundo Estranho. Abril Comunicacdes S/A. n. 149, p.154, fev. 2014.

@ Grafico de linhas

O grafico de linhas, também chamado grafico de segmentos, é representado em um par
de eixos ortogonais por meio de linhas que indicam uma tendéncia entre dois pontos
consecutivos, apresentando de maneira aproximada a evolucao de determinada variavel.
Esse tipo de grafico é utilizado para representar a variacao de uma grandeza em ordem
cronolégica. Nele, o periodo cronolégico geralmente é indicado no eixo horizontal e os
valores observados no eixo vertical.

Em graficos de linhas, a graduacao dos eixos horizontal e vertical varia de acordo com a
necessidade, mantendo a escala de proporg¢do nos eixos.

3) Exemplo
Temperatura registrada em \ Observando o grafico é possivel notar que
Dourados (MS) no dia 29/07/2015 grd P “que,
nas 24 horas do dia 29/07/2015, a variacdo
Temperatura (°C) maxima de temperatura foi de 15 °C, pois as
30 - 9 horas da manha foi registrada a temperatura
minima de 14 °C e as 18 horas foi registrada a
2 temperatura maxima de 29 °C.
20
.5 > O grafico de linhas pode apresentar mais de
uma linha, permitindo verificar a tendéncia dos
104 dados de duas variaveis da mesma natureza.
5 -
0 é é é 1|2 1I5 1|8 2|1 2|4 Fonte de pesquisa: Instituto Nacional de Meteorologia.
Hora Disponivel em: <www.inmet.gov.br/portal/index.php?r=home/page&
page=rede_estacoes_auto_graf>. Acesso em: 14 abr. 2016.

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia STILLFX/Shutterstock.com/ID/BR
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® Grafico de setores

O grafico de setores é representado em um circulo por meio de setores circulares. Ao
construi-lo, o circulo é dividido em setores circulares cujas areas sao proporcionais aos va-
lores das variaveis, geralmente indicados com porcentagem. Esse tipo de grafico é utilizado
principalmente para representar a relacdao entre as partes de um todo.

3) Exemplo

O grafico aseguir apresenta a porcentagem, por regiao brasileira, de 6bitos infantis causados
pela sifilis, em 2013.

-

Obitos infantis causados pela sifilis ;
por regiao brasileira em 2013

> O grafico de setores
também é chamado
popularmente como
grafico de pizza.

Centro-Oeste
3,1%

Sudeste

37,3% Fonte de pesquisa:

Boletim Epidemiolégico — Sifilis 2015.

Disponivel em: <www.aids.gov.br/sites/default/
files/anexos/publicacao/2015/58033/
_p_boletim_sifilis_2015_final_pdf_p_15727.pdf>.
J Acesso em: 20 abr. 2016.

Sergio Lima/ID/BR
p

I——
Sifilis congénita:
sffilis transmitida
de mée para filho.

Fotomontagem de Maryane Silva criada com a
fotografia STILLFX/Shutterstock.com/ID/BR

Departamento de DST, Aids e Hepatites Virais. Disponivel em: <www.aids.gov.br/pagina/sifilis>. Acesso em: 14 abr. 2016.

Realizacao de testes
rapidos de HIV/Sffilis e
Hepatite viral, no municipio
de Porto Alegre (RS), em
junho de 2014.

Quem busca tratamento
especializado para sifilis e
outras doencas contagiosas
no tempo certo e segue as
recomendagdes do médico
ganha, principalmente,

em qualidade de vida. Por
esse motivo, o diagnéstico
precoce, muitas vezes,
significa chance efetiva de
cura.

Evandro Oliveira/PMPA
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@Piramide etaria
A piramide etaria, também chamada piramide demografica ou piramide populacional, é

composta por retangulos que representam a populacao de determinada regiao de acordo
com o sexo e a idade.

3) Exemplos

-

Piramide etaria da populagio brasileira no ano de 2010 \ ‘

Anos

90+
85-89
80-84
75-79
70-74
65-69
60 - 64
55-59
50-54
\ 45-49 ™ Homens [ Mulheres
| ‘ 40-44
35-39
| 30-34
25-29 ‘
20-24
15-19 ‘
10-14
5-9
o l 0-4 S .
Milhdes de habitantes MilhGes de habitantes
6 4 2 0 0 2 4 6

\ J

Fonte de pesquisa: IBGE. Disponivel em: <www.ibge.gov.br/apps/populacao/projecao/>. Acesso em: 20 abr. 2016.

Projecdo da piramide etaria da populacao brasileira para o0 ano de 2030 ;

Anos

g Ve
‘ ‘ 90+
85-89
\ ! 80-84 \
75-79
70-74
65-69
60 - 64
55-59
50-54
45-49 [ Homens [ Mulheres
40 - 44
35-39
30-34
25-29
20-24
15-19
10-14
5-9
Milhdes de habitantes 0-4 Milhdes de habitantes
6 4 2 0 0 2 4 6

\ J

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Fonte de pesquisa: IBGE. Disponivel em: <www.ibge.gov.br/apps/populacao/projecao/>. Acesso em: 20 abr. 2016.

Observe que a piramide etaria do ano 2010 possui base mais larga que a piramide etaria
projetada para o ano 2030. Uma base larga caracteriza uma populagao jovem.
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@ Pictograma

O pictograma, também conhecido como grafico pictérico, apresenta as informagdes por
meio de figuras relacionadas ao assunto abordado, as quais tém tamanhos proporcionais
aos valores das variaveis. Esse tipo de representacao grafica é aplicada em diversos meios
de comunicagao e apresenta os dados de modo mais atraente ao leitor.

3) Exemplo

Desempenho brasileiro nos Jogos Pan-Americanos de \
Guadalajara (2011) e Toronto (2015) em modalidades olimpicas

Diogo Shiraiwa/Arte AE/Estaddo Contetdo

Fonte de pesquisa:
SHIRAIWA, Diogo.
O Brasil no Pan.
Estaddo. Disponivel
em: <www.estadao.

Obs.: (1) Slalom (percurso em corredeira)
e de velocidade; (2) Artistica, ritmica e
de trampolim; (3) Concurso completo de

equitagdo (CCE), adestramento e saltos; com.br/infograficos/
(4) Estilo livre e greco-romana; (5) Piscina esportes,o-brasil-no-
e maratona aquatica. pan,425005>.

Acesso em:

J 20 abr.2016.

No infografico acima, os circulos lembram medalhas de ouro, de prata e de bronze e
suas dimensoes sao proporcionais a quantidade de medalhas conquistadas.

No atletismo, os atletas brasileiros conquistaram a maior quantidade de medalhas
nos Jogos Pan-Americanos de Guadalajara (2011) ou de Toronto (2015)?
E na natagao?
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R1.Uma professora organizou os alunos do 12 ano do Ensino Médio em grupos para coletar informagdes sobre
os doadores de sangue de determinado hemocentro. Cada grupo ficou responsavel por organizar os dados
de acordo com as variaveis tipo sanguineo e sexo. Observe como os dados foram apresentados.

TIPO SANGUINEO DAS PESSOAS QUE DOARAM SANGUE
NO HEMOCENTRO EM MAIO DE 2017

Quantidade de doadores

150 150
100 %
0 70
50 : - T e
0 0 AB B A

Tipo sanguineo

Fonte de pesquisa: Banco de dados do hemocentro.

PORCENTAGEM DE HOMENS E MULHERES QUE DOARAM
SANGUE NO HEMOCENTRO EM MAIO DE 2017

Homem
O,
60% 2 Mulher

Fonte de pesquisa: Banco de dados do hemocentro.

llustragoes: Sergio Lima/ID/BR

a) Quais foram as maneiras utilizadas pelos alunos para apresentar as informagdes?

b) Olhando separadamente os gréficos é possivel determinar, em cada um deles, a quantidade total de
doadores no més de maio de 2017? Justifique.

¢) Quantas pessoas fizeram doacao de sangue nesse hemocentro em maio de 2017?
d) Quantas mulheres doaram sangue nesse hemocentro em maio de 2017?

a) Para apresentar o tipo sanguineo, os alunos escolheram o gréfico de barras, e para o sexo dos doadores,
eles escolheram o grafico de setores.

b) No primeiro gréfico sim, basta adicionar os valores de cada categoria. No gréfico de setores nao é
possivel, pois os dados referentes a quantidade de homens e mulheres estao em porcentagem.

¢ ) Adicionando as quantidades apresentadas no grafico de barras, temos:
60 +150 + 80 + 70 =360
Portanto, 360 pessoas fizeram doagao de sangue nesse hemocentro no més de maio de 2017.
d) De acordo com o grafico de setores a quantidade m de mulheres que doaram sangue em maio de 2017 foi
de 40% do total de doadores.

40
= .360=144
m = —5-+360

Portanto, 144 mulheres doaram sangue nesse hemocentro no més de maio de 2017.
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R2.Para uma aula de Matematica, Laura construiu dois graficos referentes ao consumo de carga da
bateria registrado em seu celular: um grafico de linhas indicando a porcentagem de bateria durante
o dia, e um grafico de barras com as fun¢des que mais consumiram carga da bateria.

Porcentagem de carga da bateria L Porcentagem de carga da bateria L
do celular durante o dia - 18/09/2017 do celular referente a cada fungio
R utilizada durante o dia - 18/09/2017
1007 Funcgdo
80 A Outros 16
60+ Sistema 22
Jogos 10
40 .
Redes sociais 16 K
20+ Ligacdes 9 E
T T T T T T T T T T T T Tela 27 %
0! 2 4 6 810121416182022 24 , ] ! &
Hora do dia 0 20 40 2
Porcentagem (%) g

Fonte de pesquisa: Sistema do celular de Laura. Fonte de pesquisa: Sistema do celular de Laura.

a) De acordo com os gréficos, em qual periodo de 2 h houve o maior consumo de bateria?

b) Observando os graficos, podemos afirmar que o celular foi parcialmente carregado duran-
te o dia? Justifique.

¢) Qual funcao do celular consumiu a maior porcentagem de carga da bateria?

a) O maior consumo ocorreu entre as 16 horas e as 18 horas.

b) Sim, pois de acordo com o gréfico de linhas houve um aumento da porcentagem de carga
da bateria, 0 que indica o carregamento.

¢) Funcéo Tela.

Atividades

7. Leia o texto abaixo.

A cara do brasileiro

Afinal, quem somos nés, os brasileiros? [...] somos
o produto da miscigenacdo entre os colonizadores
portugueses, os indios que aqui viviam e os africanos

'Populagao brasileira, por cor ou raga, ;
no ano de 2010

Quantidade de habitantes
100000000

91051646
trazidos como mao de obra escrava, além dos imi- 40500000 82277333
grantes que chegaram entre os séculos 19 e 20 [...].
CAVALCANTE, Rodrigo. A cara do brasileiro. 60000000 -
Superinteressante, n. 217, p. 68, set. 2005.
40000000 -
Na citacdao acima podemos perceber a mistura que
o 20000000 - 14517961
forma o povo brasileiro. No censo de 2010 do IBGE fo- 2084288
817963

ram computadas as quantidades de brasileiros por

branca preta parda amarela indigena

cor ou raga autodeclarados, conforme grafico ao lado. Cor ou raga

Sergio Lima/ID/BR

J

a) Qual tipo de gréfico foi utilizado para a representacao Fonte de pesquisa: IBCE. Disponivel em: <www.ibge.gov.br/home/

. ~ 0 estatistica/populacao/censo2010/caracteristicas_da_populacao/
dos dados sobre a miscigenagdo no Brasil? tabelas_pdf/tab3.pdf>. Acesso em: 20 abr. 20716.

b) Qual é a principal informacdo apresentada no grafico?

¢) Quais as duas cores ou racas com mais habitantes

autodeclarados entre a popu Iagéo brasileira? Cor ou raca: de acordo com o IBCE, caracteristica declarada pelas pessoas de
’ acordo com as seguintes opgdes: branca, preta, amarela, parda ou indigena.
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8. O grafico abaixo informa os dados de uma pesquisa a
respeito do tipo de conexao a internet nos domicilios
brasileiros.

Preferéncia dos tipos de conexao a ;
internet nos domicilios brasileiros de
2009 a 2013

Percentual de pessoas
80

70 rs P

60
50
40
30
20
10

| |
0

2009 2010 2011 2012 2013
Ano

®—e Banda larga fixa ®—e Conex3o via radio
®-—g Banda largamével ®—e Discado

Sergio Lima/ID/BR

Fonte de pesquisa: Teleco.
Disponivel em: <www.teleco.com.br/internet_usu.
asp>. Acesso em: 20 abr. 2016.

No caderno, julgue as alternativas abaixo em
verdadeira ou falsa.

a) Em 2009, a maior parte das pessoas entrevistadas
utilizava a conexdo via radio.

b) A preferéncia pela conexdo de internet discada é
a que menos se alterou nos anos analisados.

) Entre os anos 2009 e 2012, a preferéncia pela
conexao de internet discada diminuiu.

d) A conexdo menos procurada ndo é a mesma nos |

anos 2011 e 2012.

e) A preferéncia pela banda larga mével aumentou
ao longo dos anos analisados.

9. Construa no caderno um grafico de barras que
represente as notas de Alice, de 0 a 10, no primeiro
bimestre de 2017, conforme as informagdes
abaixo. Considere que a menor subdivisiao de
notas é em décimos.

* A nota em Matematica corresponde ao maior in-
teiro menor do que sua nota em Biologia.

° As notas em Fisica e Biologia foram 7.8 e 8,3, res-
pectivamente.

* A nota em Histéria foi 9,9.
* Em Quimica, Alice tirou a sua nota mais baixa, 6,4.

* A maior nota de Alice foi em Portugués.
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10. Estudos mostram que o corpo humano é consti-
tuido essencialmente de atomos de hidrogénio e
oxigénio, os elementos que formam a agua, além
de atomos de carbono. Observe no grafico
abaixo a porcentagem correspondente a esses e
outros elementos na massa corporal total humana.

Porcentagem dos elementos mais \

abundantes na massa do corpo humano

3,8%
Calcio, fosforo, potassio
3,2% e outros
Nitrogénio

Sergio Lima/ID/BR

Fonte de pesquisa: TORTORA, Gerard J. Corpo humano:
fundamentos de anatomia e fisiologia.

Trad. Claudia L. Zimmer. Porto Alegre:

Artmed, 2000. p. 21.

a) Que tipo de gréfico foi utilizado para a represen-
tacdo dos dados? Em relagdo a um grafico de
barras, por exemplo, por que esse grafico é mais
indicado para representar este caso?

b) Considerando que a massa de uma pessoa é
70 kg, calcule a massa de oxigénio no corpo
dessa pessoa.

11. Em grupo \ Escolham um tema e pesquisem in-

.aformagées.que possam ser gpresentadas por meio
de um grafico de barras, de linhas ou de setores. Em
seguida, representem esse grafico em uma cartolina
e exponham para os colegas da turma. Os demais
grupos devem avaliar se o grafico representado por
vocés estd adequado para os dados coletados.

Nao escreva no livro.



12. Alguns tipos de graficos, como o grafico polar
(ou grafico de radar), reinem uma série de da-
dos em apenas uma imagem. Observe ao lado
os valores das vendas mensais ao longo de um
ano de dois vendedores de uma determinada
loja. Em seguida, responda no caderno.

a) Qual dos dois vendedores registrou melhor
desempenho nesse ano?

b) Em quais meses o vendedor de desempenho
inferior superou o de melhor desempenho?

Novembro

Dezembro

[ Vendas de Marcia e Julio em 2017 ;

Janeiro

800 .
Fevereiro

Margo

. ) . Outubro Abril
¢) Em qual més houve a maior diferenca entre
os valores das vendas dos dois vendedores?
Setembro Maio
Agosto Junho
Julho
Fonte de pesquisa: Loja
onde Marcia e )ulio LN Marcia &—e Jdlio
trabalham. | J
13. O grafico abaixo representa as velocidades maximas de alguns animais e do ser humano.
Comparacao das velocidades maximas de alguns animais e do ser humano \ .
Velocidade alcang¢ada (km/h)
320 .
Al Falcdo-peregrino I Lobo
[ ser humano [ Guepardo
I Peixe-espada B cavalo
120
100 - P\
70 | *“(
” ” o
37,5 ﬁ‘

Fonte de pesquisa: RICHARDS, Jon; SIMKINS, Ed. O mundo em infogrdficos. Trad. Liliana Negrello; Orlei Negrello Filho. Rio de Janeiro: Sextante, 2013. p. 56-57.

a) Quais animais tém velocidades proximas?

b) Sabendo que o tamanho médio do falcio-peregrino é 44,5 cm, determine a quantidade de vezes que ele
percorre o seu préprio tamanho no intervalo de tempo 15, com a sua velocidade maxima.

¢) Elabore uma questdo utilizando as informacges do pictograma que ainda nao foram exploradas nos itens
anteriores. Em seguida, proponha a um colega que a resolva.

Nao escreva no livro.
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Poluicao sonora

Imagine que vocé esteja em um grande centro urbano no inicio da manha, quando as pessoas
estdo saindo de casa em direcao ao trabalho ou a escola, por exemplo. Provavelmente vocé
também esta pensando nos sons de motores e buzinas de veiculos, alto-falantes e alarmes
disparados. A essa mistura de sons e ruidos damos o nome de polui¢ao sonora.

Embora seja diferente de outros tipos de polui¢do, pois nao se acumula no meio ambiente,
a poluicdo sonora também provoca danos. Além de afastar alguns animais dos centros
urbanos, desequilibrando assim o ecossistema, ela prejudica o corpo humano e interfere
no bem-estar por causa dos sons emitidos em alta intensidade (medida em decibéis — dB).
Alguns desses males se manifestam com estresse, depressao, insdnia, agressividade, perda
de atencao e de memédria, dores de cabeca, cansago, perda de audicao temporaria ou
permanente, entre outros sintomas.

Sabendo disso, é possivel tomar algumas, como evitar a permanéncia em locais muito
barulhentos, ouvir misicas em baixo volume nos fones de ouvido e por periodos curtos e
fechar as janelas do carro quando o transito estiver barulhento.

Niveis *

. Lancamento
aproximados de foguete
de alguns Show de _ —

7 rock perto AY'aO é I

ruiaos da caixa de jato r—

¥om I E—

Serra ]

Secador ~ MotoCiCleld ey e —— —

’ decabelo.. MEEENEN BEEEESS EEEEESE DI S

onversa PN N S N

. N

Biblioteca  MOMEAl  puy  S—— I S . E—

silenciosa SN SIS BN IS RSN D S

— Ny

A

B ) B B B S N S

I I N B B DS BN
30 dB 50 dB 70dB 90 dB 100:dB 120 dB 140 dB 180 dB

Fonte de pesquisa: Informus.com.br. Disponivel em: <www.music-center.com.br/index.php?option=com_content&view=article&id=40:
processamento-de-audio-introducao&catid=7:audio&ltemid=5>. Acesso em: 12 jan. 2076.

Ouvir musicas com fone de ouvido em
volume alto por muitas horas pode
causar danos irreversiveis a audicao.

Onde vocé vive ha poluicao sonora? Em caso afirmativo,
diga quais sao as situagdes que a provocam.

5] Na sua opinido, a quais ruidos apresentados no grafico
nao é possivel ficar exposto por um longo periodo?

C| Segundo a Organizacao Mundial da Sadde, um ruido aci-
ma de 55 dB pode causar estresse e efeitos negativos.
Quais ruidos apresentados no grafico ndo se encaixam
nesta descri¢ao?

capitulo 9 Estatistica N&o escreva no livro.
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MMedidas de tendéncia central

Vimos anteriormente que os graficos apresentam um conjunto de informag6es de modo
resumido. Contudo, em alguns casos é necessario apresentar medidas que representem os
dados de maneira ainda mais sintetizada. Chamamos essas medidas de medidas de tendén-
cia central. Entre elas, temos a média aritmética, a mediana e a moda.

A tabela a seguir apresenta a quantidade de gols marcados pelos dez primeiros colocados

do campeonato brasileiro de futebol da série A de 2015, até a 162 rodada. Vamos analisar
esse conjunto de dados por meio das medidas de tendéncia central.

Buda Mendes/Getty Images

Colocacao Clube Gols marcados
e Atlético-MG 32
2° Corinthians-SP 20
3 Fluminense-R) 20
40 Sport-PE 26
52 Atlético-PR 20

Jogadores do Atlético-MG comemorando um gol marcado contra
62 Palmeiras-SP 26 o Flamengo, no estadio do Maracand, durante rodada da série A
do campeonato brasileiro, em junho de 2075.

7° Sdo Paulo-SP 22

8 Grémio-RS 20 > A classificagao dos clubes, via

9 Chapecoense-SC 3 de regra, & determinada pela
quantidade de pontos ganhos

10° Internacional-RS 13 e nao pela quantidade de gols

Fonte de pesquisa: Confederacdo Brasileira de Futebol. marcados.

Disponivel em: <www.cbf.com.br/competicoes/brasileiro-serie-a/
classificacao/2015#.Vb9s8_NViko>. Acesso em: 3 ago. 2015.

@ Média aritmética

Para calcular a média aritmética ()?) ou simplesmente média, de um conjunto de dados,
basta adicionar os valores de todos os dados e dividir essa soma pela quantidade de valores
adicionados. De acordo com a tabela acima, temos que:

32+20+20+26+20+26+22+20+13+13 _ 212
10 10

X = =212
Portanto, a quantidade média de gols marcados pelos dez primeiros colocados no campeonato
brasileiro de futebol da série A de 2015, até a 162 rodada, é 21,2 gols.

Sejam x,, X, X,, ..., X, 05 nvalores da variavel x. A média aritmética de x representada
por x é definida por:
n
X
P f X, X, + X+ .+ X,
n n

Nao escreva no livro. 215




n
O simbolo Xx, (Ie-se somatério dos valores X, com ivariando de 1a n)
» O simbolo que indica o i=1

somatdrio (E) éaletra indica que todos os nimeros x, devem ser adicionados, desde o primeiro

grega maitscula sigma. (x1) até o n-ésimo (xn>.

Média ponderada

Para determinar 2 média quando os valores de um conjunto de dados possuem pesos
diferentes, isto €, quando possuem graus de importancia diferentes, utilizamos a média

ponderada ()?p), Por exemplo, para calcular a pontuagao média de um aluno que obteve 3
pontos numa prova com peso 7 e 8 pontos em um trabalho com peso 3, fazemos:

_3:7+8:3 _ 45
b 7+3 10

X

=45

Portanto, a média desse aluno é 4,5 pontos.

Sejam x,, X,, X5, ..., X, 0s n valores da variavel x com pesos
P:,Ps, Ps ---, P, respectivamente. A média ponderada de x
representada por >_<p é definida por:

2.X.P, o O e Vin ool w WR . S
P Zn:P 2 P N P e - N

@ Mediana

A mediana (Md) divide o conjunto de dados em duas partes com a mesma quantidade de
elementos: uma parte com valores menores do que ou iguais a mediana e outra parte com
valores maiores do que ou iguais a mediana. Para determinar a mediana de um conjunto de
dados é necessario organizar os valores em ordem crescente ou decrescente. Para uma quan-
tidade impar de elementos, a mediana corresponde ao termo central e, para uma quantidade
par de elementos, a mediana corresponde a média aritmética dos dois valores centrais.

No caso dos gols marcados pelos dez primeiros colocados no campeonato brasileiro de
futebol da série A de 2015, até a 162 rodada, inicialmente vamos organizar os valores em or-
dem crescente. Como temos uma quantidade par de elementos (10), vamos calcular a média
aritmética dos dois valores centrais.

_20+20 _ 40

Md
2 2

=20

Portanto, a mediana é de 20 gols.
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Sejam x,, X, X

X5, X5, ..., X _0s nvalores davariavel x em ordem crescente ou decres-

. . P n—+1
cente. Se n for impar, a mediana de x sera o elemento central, de ordem

Caso n seja par, a mediana de x serd a média aritmética entre os elementos

centrais, de ordem % e %+ 1.

Moda

A moda (Mo) de um conjunto de dados é o valor que ocorre com a
maior frequéncia.

No caso dos gols marcados pelos dez primeiros colocados do campeonato brasileiro de
futebol da série A de 2015, até a 16 rodada, a moda é 20 gols, isto &, Mo = 20, pois 20 é o
valor que ocorre com a maior frequéncia.

Caso um conjunto de dados nao apresente moda, ou seja, nao contenha
valor algum que se repete, dizemos que esse conjunto é amodal. Mas
caso haja um conjunto de dados com mais de uma moda, ele é bimodal
se tiver duas modas, trimodal se tiver trés modas, quadrimodal se tiver
quatro modas, e assim sucessivamente.

> Um conjunto com trés ou
mais modas também pode
ser chamado polimodal.

R3.0bserve no quadro a seguir os salarios recebi-

11- 2500
dos pelos ocupantes dos cargos de uma empre-

b)P = <5500

-100 =19,16

sa de advocacia.

a) Qual é a média dos salarios dos funcionarios
dessa empresa?

b) Os salarios dos assistentes de advocacia
correspondem a qual porcentagem do total
dos salarios nessa empresa?

¢) Qual é a moda dos salarios dessa empresa? E
a mediana?

- 1-20000 + 8-12000 +11-2500 _
a)x= =

T+8+1
_ 20000 + 96000 + 27500 _
20
_ 143500 _ .o

20

Portanto, a média dos salarios dessa empresa
é R$ 7175,00.

N&o escreva no livro.

Portanto, os salarios dos assistentes de advo-

- Quantidade de o cacia representam cerca de 19,16% do gasto
Funcao W, . Salario 5
funcionarios total com salarios nessa empresa.
Presidente 1 R$20000,00 ¢) Como a maior parte dos funcionarios dessa
Advogado 3 R$ 12 000,00 empresa é de assistentes de advocacia e todos
Y —— recebem o mesmo salario, podemos afirmar
advocacia R R$250000 que R$ 2500,00 é a moda dos salarios dessa

empresa.
Para determinar a mediana vamos escrever
os salarios em ordem crescente.

R$ 2500,00, R$ 2500,00, R$ 2500,00,

R$ 2500,00, R$ 2500,00, R$ 2500,00,

R$ 2500,00, R$ 2500,00, R$ 2500,00,

R$ 2500,00, R$ 2500,00, R$ 12000,00,

R$ 12000,00, R$ 12000,00, R$ 12 000,00,
R$12000,00, R$ 12000,00, R$ 12000,00,
R$12000,00 e R$ 20000,00

Como a quantidade de salarios é par, a mediana
é dada pela média aritmética dos termos
centrais (102 e 112 termos), isto é:
2500 + 2500 _ 5000
2 2
Logo a mediana é R$ 2500,00.

Md = = 2500
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R4. (UFG-GO) Na tabela apresentada ao lado estao

listados os dez paises com maior capacidade

instalada de energia renovavel no mundo.

Tomando por base os dados apresentados na

tabela, conclui-se que a média aritmética da capaci-

dade total instalada dos paises situados no conti-

nente europeu representa, aproximadamente:

a) 36,86% da média aritmética dos paises
situados fora do continente asiatico.

b) 37.97% da média aritmética dos pafses
situados no continente asiatico.

c) 44,44% da média aritmética dos paises
situados no continente americano.

d) 60,24% da média aritmética dos paises
situados fora do continente europeu.

e) 68,49% da média aritmética dos dez paises.

Primeiramente vamos calcular as médias dos

Lideres mundiais em energia
renovavel instalada

Pafs ' Capacidadg total
instalada (Gigawatts)

China 133
Estados Unidos 93
Alemanha 61
Espanha 32
Italia 28
Japao 25
india 2
Franca 18
Brasil 15
Reino Unido N

Fonte de pesquisa: PEW ENVIROMENT GROUP 20m).

Disponivel em: <http://exame.abril.com.br/economia/noticias>.

Acesso em: 12 abr. 2014. (Adaptado).

paises localizados em cada uma das regides citadas nas alternativas.

Paises do continente europeu:

_61+32+28+18+ 11 _
5

x|

150
=——=30
5
Paises do continente asiatico:

_ 133+25+22 180 _

X 60
3 3
Paises do continente americano:
% = 93+ 15 _ 108 —ca
2 2

Paises fora do continente asiatico:

593461 +32+28+18+15+11 _
7

258
=22 ~36386
7 !

Paises fora do continente europeu:

L B3+9B+2/B+22+15 _
5

4

_ 288 _

576
5 ’

Todos os paises:

)_(:

133+93+61+32+28+25+22+18+15+11 _ 438 _

43,8

10

10

Agora, calculando a porcentagem que a média dos paises do continente europeu tem em re-

lacao as meédias calculadas acima, temos:

Paises do continente

Paises do continente

Todos os paises:

asiatico: americano:
30 30 30
——-100 = 50% —-100 = % ——— 100 = 68,49%
0 00 =50% 4 00 = 55,56% 238 00 =68,49%

Paises fora do continente asiatico:

30
36,86

100 = 81,39%

Portanto, a alternativa correta é e.

capitulo 9 Estatistica

Paises fora do continente europeu:
30

——— 100 =52,08%
576
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14. Marcelo fez trés avaliacdes de Biologia. Na notada = 18. (IFSP) Uma pesquisa foi realizada com 40 alunos de

terceira avaliagao, ele obteve 3 pontos a mais que uma classe sobre a quantidade de filmes a que
na nota da segunda. Na segunda, obteve 6 pontos cada um assistiu durante o primeiro semestre. O
a mais que na da primeira. resultado esta representado no grafico.
Quais as notas das avaliagdes de Marcelo, sabendo A média aritmética do nimero de filmes assistidos
que a média aritmética das trés notas é 69? pelos alunos é
15. A tabela abaixo apresenta a distancia média entre nimero de alunos
alguns planetas e o Sol. Sabendo que a média aritmé- 1;’
tica das distancias apresentadas é 135912500, 8 —
. . ~ . PR oA P<X A
determine a distancia média em quilémetros entre 7 S5 <%
6 e R X
a Terra e o Sol. 5 B o
> sl e
4 KBS K
3 LSS B o]
K 1 £t &
2 R s 809 )
e | 1 5 B Be £
Planetas Distancia média ao Sol (km) ] I B £0%% 7
! 0o 1 2 3 4 5 6 £
Merclrio 57910 000 numero de filmes assistidos £
Vénus 108200000 a)24 b) 2,6 c)28 d)32 e)36
Terra X 19. (UEA-MA) A tabela relaciona, em ordem decrescente,
Marte 227940 000 as seis areas protegidas da Amazénia que foram

mais desmatadas no periodo de agosto de 2012 a
margo de 2013, segundo estudo feito pelo instituto
de pesquisas ambientais Imazon, baseado em
Belém (PA). Nessa tabela, as areas desmatadas da
Flona de Altamira e da APA Triunfo do Xingu estao
indicadas respectivamente por X e Y.

Fonte de pesquisa: UFSC. Planetdrio. Disponivel em:
<http://planetario.ufsc.br/o-sistema-solar/>. Acesso em: 20 abr. 2016.

16. Para avaliar a loja onde trabalha, a gerente aplicou ‘
uma pesquisa a seus clientes. Observe os critérios,
a pontuacdo e os pesos correspondentes nessa ‘

pesquisa.
Critério Pontuacdo | Peso
Qualidade no atendimento 8 3 )
Preco g " ~Areas Protegidas (APs) | Estado | Desmate (em km")
‘ .
Qualidade do produto 8 5 Flona do Jamanxim PA 42
APA Triunfo do Xingu PA Y
Sabendo que a pontuagdo maxima final é 10, que :
N . L - Florex Rio Preto RO 235
pontuacdo a loja atingiu com a avaliagdo dos
clientes? Flona de Altamira PA X
. Tl hoei Iriri PA 1
17. As alturas, em metros, dos alunos do 1° C do Ensino Cachoeira do lriri 0>
Médio sio: FERS Mutum RO 10,3

Fonte de pesquisa: O Estado de S.Paulo. Sao Paulo, 26 jun. 2013.
162 178 175 175

) ) ) )

Sabendo que, nessas seis APs, a area mediana
175 1,81 162 | 1865 desmatada foi 19km’ e a area média desmatada foi
20,8 kmz, pode-se afirmar que as areas desmatadas
indicadas por X e Y na tabela sdo, respectivamente,

180 182 190 162

160 | 183 | 157 | 185 em quilébmetros quadrados, iguais a
a)145e34 c)135e26 e)145e24
Determine a(s) moda(s) desses valores. b) 14 e 24 d)12e28
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20. Marilsa tem 5 netos de idades diferentes com, no mi-

nimo, um ano de diferenca entre eles. A média das
idades de seus netos € 14. Sabendo que o neto mais
novo tem 8 anos e o mais velho, 24, qual a idade
maxima que o segundo neto mais velho pode ter?

21. O grafico apresenta a quantidade de pontos dos
seis primeiros pilotos na temporada de Foérmula 1
de 2015.

rPontuagio dos seis primeiros pilotos ;

23. Desafio \ Rebeca tem 5 filhos, dos quais dois sdo

gémeos. A média das idades de todos os filhos é
13,6. Se ndo forem contadas as idades dos gémeos,
a média das idades dos filhos de Rebeca é 16. Deter-
mine a idade dos gémeos.

24. (Udesc) Em 2014, a Olimpiada Brasileira de Mate-

matica das Escolas Publicas (OBMEP) comemorou
10 anos. A Tabela 1 mostra o desempenho dos alunos
catarinenses na OBMEP nas 9 primeiras edi¢des.

pilotos.

22. (Enem/Inep) Os candidatos K, L, M, N e P estao dis-
putando uma Unica vaga de emprego em uma em-
presa e fizeram provas de Portugués, Matematica,
Direito e Informatica. O quadro apresenta as notas
obtidas pelos cinco candidatos.

Candi- Por- Mat'e— Direito Infqr—
datos tugués | matica matica
K 33 33 33 34
L 32 39 33 34
M 35 35 36 34
N 24 37 40 35
P 36 16 26 41

Segundo o edital de selecdo, o candidato aprova-
do serd aquele para o qual a mediana das notas
obtidas nas quatro disciplinas for a maior.

O candidato aprovado sera:
a) K. b) L. c)M. d) N. e)P

220 capitulo 9 Estatistica

na temporada de Férmula 1 de 2015 A
P (Tabela 1: Quadro de premiacao \
Quantidade de pontos de Santa Catarina na OBMEP
4009 ® 381
Menca
350 Ano Ouro Prata | Bronze engao Total
0322 honrosa
300
278 2005 5 15 15 1040 1075
250
200 — 2006 6 15 15 1526 1562
150
150 '
° 121 136¢ 2007 3 16 78 1213 1310
100
50 2008 4 24 54 1296 1378
Felipe Kimi Lewis Nico  Sebastian Valtteri % 2009 8 27 54 1488 1577
Massa  Raikkénen Hamilton Rosberg Vettel Bottas £
Piloto | 2 2010 9 25 64 1567 1665
Fonte de pesquisa: Formula 1. Disponivel em: <www.formulal.com/
content/fom-website/en/latest html?date=2015-11&type=all>. 20T T 15 48 1279 1354
Acesso em: 23 abr. 2016.
S . 2012 19 32 124 1707 1882
Calcule a média aritmética, a mediana e a moda,
caso exista, da quantidade de pontos desses 2013 26 29 190 1778 2023

Fonte de pesquisa: OBMEP. Disponivel em: <www.obmep.org.br/
obmep_em_numeros.html>. Acesso em: 30 maio 2014.

Analise as proposicdes acerca das informacdes da

Tabela 1, e julgue (V) para verdadeira e (F) para falsa.

* 0 crescimento percentual do nimero total de
premiados catarinenses foi maior de 2005 para
2006 do que de 2011 para 2012.

* Sabe-se que 7 medalhistas de ouro de 2013 sao
do municipio de Joinville, logo 24,13% dos me-
dalhistas de ouro de 2013 de Santa Catarina sao
de Joinville.

* A proporcdo de medalhistas de bronze de 2013

por 2005 é de %

* A média de medalhistas de prata de Santa Catari-
na é de 22 alunos nessas 9 primeiras edicdes.

Escolha a alternativa que contém a sequéncia
correta, de cima para baixo.

a) V-F-F-V ¢) F-F-V-F
b) F-V-V-V d) V-V-F-V

e) F-V-F-V
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Trigonometria

o
=

&E
Q.
(4]
(9

MRelagoes métricas

As relagdes métricas sao ferramentas matematicas que nos permitem estudar alguns
aspectos métricos da geometria plana.

@ Teorema de Tales

[...]Segundo a tradicio a geometria demonstrativa comecou
com Tales de Mileto, um dos “sete sabios” da Antiguidade,
durante a primeira metade do sexto século a.C.

Segundo parece, Tales comecou sua vida como mer-
cador, tornando-se rico o bastante para dedicar a parte
final de sua vida ao estudo e a algumas viagens. Diz-se
que ele viveu por algum tempo no Egito, e que despertou
admiracao ao calcular a altura de uma piramide por meio
da sombra. De volta a Mileto ganhou reputacao, gracas a
seu génio versatil, de estadista, conselheiro, engenheiro,
homem de negdcios, filésofo, matematico e astrénomo. Gravura de Tales de Mileto, que viveu
Tales é o primeiro personagem conhecido a quem se pofita 540 R Wb+ a.C.

associam descobertas matematicas. [] Geo;triagmonstrativa: conhecimentos

EVES, Howard. Introdugdo a histéria da matemdtica. Trad. Hygino H. geométricos que se justificam por meio de
Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004. p. 94-95. demonstracdes légicas.

Alamy Stock Photo/Latinstock

Colegdo particular. Fotografia: Classic Image/

Antes de enunciar o teorema de Tales, considere o feixe de retas paralelas r,s e t e as retas
u e v transversais ao feixe de retas paralelas.

| / A\
> Retas transversais a um C A 3
feixe de retas paralelas Feixe de retas paralelas:
sdo retas pertencentes ao duas ou mas retas de um
. s B E mesmo plano que, duas a
mesmo plano do feixe e que duas, so paralelas.

intersectam todas as retas &

. t C F <

do feixe de retas paralelas. g

A t//s//t k ®

Dizemos que os pontos A e D, determinados na imagem acima pela interseccao das retas
transversais com a reta r, sao correspondentes. De modo semelhante, sdo correspondentes
os pontos B e E e os pontos C e F, determinados pela interseccao das retas transversais com
as retas s e t, respectivamente. De maneira analoga, dizemos que os pares de segmentos AB
e DE, BC e EF, AC e DF, determinados sobre as retas transversais pelo mesmo par de retas
paralelas, sao segmentos correspondentes.

[{ Denotaremos a medida de AB por AB.
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Comensuravel:
AB e (D sao
comensuraveis
quando existe
um segmento
que cabe um
ndmero inteiro
de vezes em AB
e um ndmero
inteiro de vezes
em CD.

222  capitulo 10 Trigonometria

O teorema de Tales nos informa que:
Quando um feixe de retas paralelas é intersectado por duas retas transversais, a razao

entre a2 medida de dois segmentos quaisquer sobre uma reta transversal é igual a
razdo entre a medida dos segmentos correspondentes sobre a outra reta transversal.

Assim, em relacdo a figura anterior, temos:

. AB _ DE . AB _ DE . AC _ DF
BC EF AC DF BC EF
Mostraremos a veracidade do teorema de Tales para
segmentos comensuraveis, considerando um feixe de re- r A/ \D

tas paralelas r,s e t e as retas transversais ao feixe de retas
paralelas u e v.

s B E
tC F
4 r//s//t X
v — S —= = . AB _ DE :
amos mostrar que AB e BC sdao proporcionais a DE e EF, isto é, BC . EE Para isso,

vamos admitir que AB e BC sdo comensuraveis, ou seja, existe um segmento de medida p
que cabe m vezes em AB e cabe nvezes em BC assim AB = mp e BC = np comm,n EN".

r A/ \D Da razao ﬁ, temos:
5 BC
P A 4 TP _m
S B/P E BC np n

A e

> Observe que, de acordo com
4 r//s//t \

aimagem,m=3en=2

Tracando retas auxiliares paralelas as retas r, s e t que passam pelos pontos que divi-
dem ABe BC em m e n partes congruentes de medida p, respectivamente, DE e EF também
ficam divididos em m e n partes congruentes de medida g, respectivamente.

-~ DE
Da razdo ——, temos:
EF’

r A/ \D
/o A\

n
s o N\ EF aq
S s 8/ a\ E
® P g > E possivel demonstrar que o
Zorc/p a\ F e
] teorema de Tales também é
s [ o//s//t X valido para segmentos nao

comensuraveis.

- AB _ DE p
Das relagdes | e Il, temos BC _ EF como queriamos mostrar.
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@ Relagoes métricas no triangulo retangulo

O triangulo retangulo é conhecido ha milhares de anos, pois ha registros do tempo dos
farés de que os antigos egipcios os construiam a partir de cordas divididas com nds para
demarcar angulos retos.

llustranet/ASC Imagens

Representacdo artistica da medicdo de terra, as margens do rio Nilo, pelos antigos egipcios.

Em um tridngulo retangulo chamamos de hipotenusa o lado oposto ao dngulo reto (maior
lado). Os outros dois lados perpendiculares entre si sdo chamados catetos.

A

cateto cateto

hipotenusa

Considerando o triangulo ABC, retangulo em A, ao tracar a altura DA relativa a hipotenusa

obtemos os triangulos DBA e DAC.
A

Os triangulos ABC, DBA e DAC sao semelhantes entre si.

Para verificar a semelhanca entre esses trés triangulos, vamos inicialmente considera-los
separadamente e depois analisa-los dois a dois.

A A A

—

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

: : c
B D @ B D D

> Indicaremos um angulo e sua
medida por um mesmo simbolo.
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llustragdes: Sergio Lima/ID/BR
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Triangulos ABC e DBA

Sabemos que CAB = ADB = 90° e CAB = DBA, pois os angulos internos ABC e DBA sao
comuns a ambos os triangulos. Como temos dois angulos internos congruentes, podemos
afirmar que os triangulos ABC e DBA sao semelhantes.

> Escrevemos AABC ~ ADBA para denotar que
os triangulos ABC e DBA sao semelhantes.

Triangulos ABC e DAC
/\ :B
B C 5 C
De maneira analoga a anterior, CAB = CDA = 90° e BCA = ACD, pois os angulos
internos BCA e ACD sao comuns a ambos os triangulos. Como temos dois angulos internos
congruentes, podemos afirmar que os triangulos ABC e DAC sao semelhantes.

Triangulos DBA e DAC
Como o triangulo ABC é semelhante aos triangulos DBA e DAC, podemos afirmar que os
triangulos DBA e DAC também sdao semelhantes.

Portanto, os triangulos ABC, DBA e DAC sao semelhantes entre si (AABC ~ ADBA ~ ADAC),
como queriamos verificar.

> Em um triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa divide-o em
dois triangulos retangulos semelhantes a ele e semelhantes entre si.

Utilizando a semelhanca entre os triangulos ABC, DBA,
DAC e nomeando seus lados, podemos estabelecer
algumas relagbes métricas.

Em relacdo ao triangulo ABC:
° g é a medida da hipotenusa;
* b e csao as medidas dos catetos;

* h é a medida da altura relativa a hipotenusa;

a ! °m e n sao as medidas das projecoes dos catetos
sobre a hipotenusa (a = m + n).
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Considerando os triangulos semelhantes ABC e DAC:

BC _ AC AC _ DC BC _ AC

= - A A
AB DA AB DA AC DC
a_»b b _n a_»b
- h C - h b n C b h b
c-b=a-h c-n=b-h b-b=a-n
B _ C C

b°’=a-n a b n

Considerando os triangulos semelhantes ABC e DBA:

A A
| | //—]h
B _u C B .

a m D
BC _ AB AC _ DA BC _ BA
AB DB AB DB AC DA
a_ c b _h a_c
C m C m b h
c-c=a-m c-h=b-m b-c=a-h
c=a-m

AB _ AC AD _ (D AB _ (A r A

BD AD BD AD AD (D

< _b h oo c_b ¢ h o h \b

m - h m ~h hon

m-b=c-h m-n=~h-h h-b=c-n g - c
h'=m-n g m D o n

Portanto, no triangulo retangulo ABC, estabelecemos as seguintes relacdes métricas:

c-b=a-h c-n=b-h b =a-n
2 s
c“=a-m cch=b-m h"=m-n £
a=m-+n g

.. ~ P 2
Ao adicionar as relagdes métricas b"=a-ne ¢ =a-m membro a membro, temos:
2 2
b"+c=a-n+ta-m
: Y
b'+c=a-(n+m)
bz +c?=a-a utilizando a relagdo métricaa=m+n

b’ + ¢ =

colocando o fator comum (@) em evidéncia
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Assim, podemos afirmar que em um triangulo retangulo de catetos com medidas b e c e hipote-
. 2 -~ 2 . erz
nusa com medida a,temos a*> = b~ + ¢’ Essa relacdo é conhecida como teorema de Pitagoras.

Esse nome é dado em homenagem ao filésofo e matematico grego Pitagoras, mas na
realidade pouco se sabe a seu respeito. E provavel que Pitdgoras tenha nascido por volta
de 572 a.C. e tenha sido discipulo de Tales. Algum tempo depois fundou a famosa escola
pitagdrica, basicamente um centro de estudos de Filosofia, Matematica e Ciéncias Naturais.

Fonte de pesquisa: EVES, Howard. Introdugdo @ histéria da matemadtica. Trad. Hygino H. Domingues. Campinas: Ed. da Unicamp, 2004..
O teorema de Pitagoras pode ser enunciado como segue:

Em todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos.

Areciproca do teorema de Pitagoras também é valida. Considerando o triangulo ABC como
AB=¢, BC=aeAC=b,se a>=b"+c entdo o triangulo ABC é retangulo em A.

R1.Um terreno com formato de trapézio retangulo
foi dividido em 3 lotes, conforme indicado na
imagem ao lado.

De acordo com as medidas indicadas na ima-
gem, determine os valores y e x para a fachada

3

dos lotes 2 e 3, respectivamente. gﬁ
=
cao =
Podemos resolver este problema usando o §
teorema de Tales. Assim: s
(a4
15 15,3
—= =153y =15-19,8 = y =19,41
EETY Ratded S
x N 58
—= =153x=15-273= x= 26,76 s
15 153 ' ' ' 32

Portanto, a fachada do lote 2 mede aproximadamente 19,41 m e a fachada do lote 3 mede
aproximadamente 26,76 m.

R2.Determine a distancia d entre os pontos A(2,8) e B(10,2) no plano cartesiano a seguir.

y
Para resolver este problema podemos 9t
recorrer ao teorema de Pitagoras. AP A2,8)
d=6+8=d=36+64= g
6 -+
=d’=100=d=V100=d=10 8-2-6| . d
Assim, a distancia entre os pontos Ae B 44+
éde10u.c. 34
R . ol B(10,2)
| | =
> Aabreviagdo u.c. 14 ! ! B
significa unidades Dol g
de comprimento. 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 X o

10—-2=8
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R3.(IFSC) Ao fazer uma figura, através da técnica de
Kirigami (arte tradicional japonesa de recorte
com papel, criando representagdes de determi-
nados seres ou objetos), uma pessoa precisou
recortar uma folha A4 no formato da figura a
seguir (um triangulo retangulo e trés quadrados
formados a partir dos lados do tridngulo). Sabe-se
que a soma das areas dos trés quadrados é de
18 cm”.

_H [\ 2
Bl o! M -
o
3
ol o

Em relacdo aos dados acima, analise as proposi-
¢Oes a seguir e determine a soma da(s) correta(s).

01) A area do quadrado 2 é 8 cm?

02) Com as informagbes dadas, podemos de-
terminar os valores dos lados dos quadra-
dos1e 3.

04) A soma das areas dos quadrados 1e 3 é
9 cm?

Atividades

1. Determine no caderno os valores de x e y.

r

9 X
s
. 6 4
12 y g
u H
/st g

2. Determine no caderno o valor de x.

r A / \D
3% X+ 3
S B E
t 87 YF
A t//s//t k

Sergio Lima/ID/BR
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08) O lado do quadrado 2 vale 3 cm.

16) Os lados dos trés quadrados apresentados
estdo relacionados pelo teorema de Pitagoras.

q 2
Sendo b, a e ¢ as medidas dos lados e b’, @’ e &
as areas dos quadrados 1, 2 e 3, respectivamente,
obtemos o seguinte sistema de equacoes:

b+ =a (N
{d+5+8=m (n)
Substituindo o valor de b’ + ¢ da equacgao | na

equacao I, obtemos:
+d=18=2"=18=0ad"=9=a=3

Assim, temos as seguintes conclusdes:

01) Falsa, pois a area do quadrado 2 (az) é9cm?

02) Falsa, pois ndo é possivel determinar isola-
damente a area dos quadrados 1 e 3, logo
nao teremos como calcular seus lados.

04) Verdadeira, pois
{b2 +cd=7a

a=9

b +=9

08) Verdadeira, pois se a> =9, entdo a =3 cm.
16) Verdadeira, pois @, b e ¢ siéo medidas dos
lados de um triangulo retangulo.

As proposicoes corretas sao 04, 08 e 16. Logo a
soma é 28.

3. Na figura abaixo, as retasr, s, t e u sio paralelas e x,

y e z representam as medidas dos segmentos tais
que x +y +z=180.

.
s 20\ X
¢ 30\ 4

5(\ z
u

Quais sao os valores de x, y e 22

Sergio Lima/ID/BR

4. Sabendo que AC//PQ, determine no caderno a

medida, em centimetros, de AB e de BC.
B

x+4

, O
> w,O X
Sergio Lima/ID/BR
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No esquema abaixo estdo representados os
terrenos l e ll.

Rua das Borboletas

Rafael Lufs Gaion/ASC Imagens

Reinaldo pretende construir um muro em frente
ao terreno | para fechar o lado que faz frente com
a Rua das Mariposas. Quantos metros de compri-
mento tera essa construcao?

Uma das fung¢des da estrutura de um telhado é a sus-
tentacao das telhas, garantindo assim a sua estabili-
dade. Observe o esquema de uma dessas estruturas.

peca de ligacdo

15m

Sergio Lima/ID/BR

As ligacbes e emendas em pecas de madeira
podem ser empregadas em trelicas e demais
elementos estruturais. A aplicacao mais comum,
no entanto, concentra-se na montagem de tesouras
em estruturas de tipos variados. Qual o compri-
mento da peca de ligacdo no esquema acima?

Trelica: armagao formada pelo cruzamento de ripas de madeira que pode ser
feita de metal ou de aluminio.

Tesoura: trata-se de uma montagem de varias pegas formando uma estrutura
rigida, geralmente de forma triangular.

Em cada item, dadas as medidas dos lados de um
triangulo, verifique qual deles é retangulo.

a)53dm,53dme75dm.
b) 8,5dm, 6,8 dm e 51dm.
c)6,9dm,61dme3,2dm.

capitulo 710 Trigonometria

8. Em cada item a seguir, calcule no caderno os valores

desconhecidos.

a)

25cm

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

9. (Enem/Inep)

30 cm

corrimao

90 cm

24 cm

24 cm

24 cm
P

24 cm

A
90 cm

24 cm

Enem/Inep/Fac-simile: ID/BR

Na figura acima, que representa o projeto de uma
escada com 5 degraus de mesma altura, o compri-
mento total do corrimao é igual a:
a)18m c)2m

b)19m d)21m

e)22m
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MRelacbes trigonométricas

Vimos as relagdes métricas envolvendo as medidas dos lados de um triangulo retangulo.
Agora, veremos relacdes que envolvem tanto as medidas dos lados de um triangulo como
as medidas de seus angulos internos, chamadas relagdes trigonométricas. O ramo da
Geometria destinado a esse fim é denominado Trigonometria (palavra de origem grega:
trigono (triangulo) + metria (medida)).

®Relagbes trigonométricas no triangulo retangulo

Considere o triangulo retangulo PQR em que: P
0 angulo interno QRP corresponde ao angulo reto;
« POR e RPQ sdo angulos agudos;

-P_O é a hipotenusa;

* QR é 0 cateto oposto ao angulo RPO;

*RP & o cateto adjacente ao angulo RPO. Aol 9

Qual é o cateto adjacente ao angulo POR do triangulo acima?

Agora, considereum anguloagudo ADB= a(0° <a< 90°).
A partir dos pontos da semirreta OA podemos tragar infi-
nitos segmentos de retas perpendiculares a semirreta OB
e obter infinitos tridangulos retangulos semelhantes, pois
os angulos correspondentes serao congruentes. o

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Por serem semelhantes esses triangulos, a razao entre a medida de dois de seus lados
correspondentes sera constante. Dessa forma, podemos escrever as seguintes igualdades:
CF DG EH

. = = =...=k,comk €ER;
ocC oD OF ! !

A constante k relaciona a medida do cateto oposto ao angulo a com a medida da hipo-

tenusa dos triangulos retangulos. Essa constante recebe o nome de seno do angulo «,
que indicamos por sena.

medida do cateto oposto ao angulo «
sena = : : (0° < < 90°)
medida da hipotenusa

FO _ GO _ HO _  _ *
. oc - op ~ OE = ... =k, comk, ER,

A constante k, relaciona a medida do cateto adjacente ao angulo a com a medida da
hipotenusa dos triangulos retangulos. Essa constante recebe o nome de cosseno do
angulo «, que indicamos por cosa.

medida do cateto adjacente ao angulo o
cosa = : : (0° < a < 90°)
medida da hipotenusa
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P _ DG _ EH =..=k,comk, ER}
FO GO HO 3 ’

A constante k; relaciona a medida do cateto oposto ao angulo a com a medida do cateto

adjacente ao angulo « dos triangulos retangulos. Essa constante recebe o nome de tangente
do angulo «, que indicamos por tga.

medida do cateto oposto ao angulo « . .
tga = , : ) (0° < <90°)
medida do cateto adjacente ao angulo o

> Nesta cole¢ao utilizaremos a notacdo sen, cos e tg para
indicar as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente.
Geralmente, em calculadoras e em softwares matematicos,
é utilizada a notagdo internacional para indicar tais razdes,
respectivamente, sin, cos e tan.

Relagdo entre seno, cosseno e tangente

Considere o triangulo retangulo e as relagdes trigonométricas.

Sergio Lima/ID/BR

_ b _c _ b
senoa = T cosa = ? thL = T
SenB—L COSBZL tB—L

a a &b = b

* Como sena = cos3, sen} = cosa e 0s angulos « e 3 sao complementares (a +B = 90°),
temos que o seno de um angulo agudo é igual ao cosseno de seu complementar e vice-versa.

* Ao dividir a razdo trigonométrica sena por cosa, temos:

b
sena _ a _ b a_b
cosa¢ ¢ a ¢ ¢
a
Como &M% _ b tga = b logo tga = 0% (0° < o < 90°) .
cosa C c’ cosa
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* Ao adicionar o quadrado das razdes trigonométricas sena e cosa, temos:

2 2 pe , [RI
c
sena + cos’a = (—b> + <_C> - _Cz _ :
a a a a a

De acordo com o teorema de Pitdgoras, temos a* = b+
Substituindo b° + ¢ por d’ segue que:

Essa relacdao é chamada relagdao fundamental do triangulo retangulo.

@Valores do seno, do cosseno e da tangente

Para resolver certas situacdes que envolvem razées trigonométricas é necessario conhecer
o valor correspondente ao seno, ao cosseno ou a tangente de determinados angulos. A tabela
trigonométrica a seguir apresenta valores aproximados do seno, do cosseno e da tangente
de angulos inteiros, cujas medidas variam de 1°a 89°.

Angulo | Seno | Cosseno | Tangente  Angulo | Seno | Cosseno | Tangente  Angulo | Seno | Cosseno | Tangente
1° 007175 | 03998 00175 31° 05150 | 08572 0,6009 61° 08746 | 04848 18040
2° 003439 | 03994 00349 32° 05298 | 08480 06249 62° |08829| 04635 18807
3° 00523 | 09986 | 00524 33° | 05446| 08387 | 06494 63° | 08910 | 04540 19626
4° 006388 | 09976 00633 34° 05592 | 08290 0,6745 64° |083988| 04384 20503
5° 00872 | 03962 0,0875 35° 05736 | 08192 0,/002 65° 03063 | 04226 2,1445
6° 0,045 | 09345 0,1051 36° | 05878 | 08030 0,/265 66° 08135 | 04067 2,2460
7° 01219 | 09925 01228 37° | 06018 | 07986 07536 67° | 09205| 03907 2,3559
8° 01392 | 08903 0,1405 38° 06157 | 07880 07813 68° 09272 | 03746 24751
9° 01564 | 09877 0,1584 39° 06293 | 07771 0,8098 69° |09336| 03584 2,6051
10° 01736 | 039848 01763 40° | 06428| 07660 0,8391 70° 03397 | 03420 2,7475
1° 10,1908 | 09816 01944 41° | 06561 | 07547 0,8693 71° | 09455 03256 29042
12° 02079 | 09781 0,2126 42° 06691 | 07431 09004 72° 038571 | 03030 30777
13° 02250 | 09744 0,2309 43°  |06820| 07314 09325 73° 03563 | 02924 3,2709
14° | 02419 | 09703 0,2493 44° | 06947 | 07193 09657 74° | 09613 | 02756 34874
15° | 02588 | 09659 02679 450 | 07071 | 07071 10000 75° | 09659 | 02588 37321
16° 02756 | 09613 0,2867 46° 0/193 | 06947 10355 76° 03703 | 0,2419 40108
17° 02924 | 08563 0,3057 47° 07314 | 06820 10724 77° 09744 | 02250 4,3315
18°  |0,3090| 0951 0,3249 48° | 07431 | 06691 11106 78° | 09781 | 02079 47046
19° | 03256 | 09455 03443 49° | 07547 | 06561 1,504 79° | 09816 | 0,1908 51446

20° 103420| 09397 0,3640 50° 07660 | 06428 11918 80° 103848| 01736 56713
21° 03584 | 09336 03839 51° 07771 | 06293 1,2349 81° 08877 | 01564 63138
22° | 03746 | 09272 | 04040 52° | 07880 | 06157 1,2799 82° | 09903| 01392 71154
23° | 03907 | 09205 0,4245 53° | 07986 | 06018 13270 83° | 09925| 01219 81443
24° 104067 | 09135 04452 54° 108090 05878 13764 84° 109945 | 01045 95144
25° | 04226 | 03063 04663 55° 08192 | 05736 14281 85° 109962 | 00872 11,4301
26° | 04384 | 08988 04877 56° | 08290 05592 14826 86° | 09976 | 00698 | 14,3007
27° 104540 08910 05085 57° 08387 | 05446 15399 87° 1039986 | 00523 19,0811
28° |04695| 08829 0,531/ 58° 108480| 05299 16003 88° 109994 | 00343 28,6363
29° 104848| 08746 0,5543 59° 08572 | 05150 16643 89° 108998 | 00175 572900
30° |0,5000] 0,8660 05774 60° |0,8660| 05000 17321
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[...] presumivelmente durante a segunda metade do segundo século a.C., foi compilada
a que foi presumivelmente a primeira tabela trigonométrica pelo astrénomo Hiparco de
Niceia (por volta de 180-125 a.C.), que assim ganhou o direito de ser chamado “o pai da

trigonometria” [...]

BOVYER, Carl Benjamin. Histéria da matemdtica. Trad. Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1974. p. 118.

Angulos notaveis

Os angulos com medidas de 30°, 45° e 60° sao nomeados de angulos notaveis, pois apare-
cem com frequéncia no estudo da Trigonometria. Veremos a seguir como determinar o valor

correspondente ao seno, ao cosseno e a tangente dos angulos notaveis.

* Para determinarmos o seno, o0 cosseno e a tangente de 45°, consideraremos inicialmen-

te um quadrado ABCD de lado £ e diagonal d.
Utilizando o teorema de Pitagoras temos:

d=C+0=d=20'=d=1V2

Considerando o triangulo ABC, temos:

A [/
o_ L |3 1 2 2 o 2
sen45® = — = = . = = sen45’ = ——
d w2 V2 V2 2 2
) d
4 § 1 V2 _ V2 V2
c0s45° = — = = : = = 0545° = ——
d w2 V2 V2 2 2
o b _ N B 45°
tg45—7—1:>tg45 =1 5 ;
* Para determinarmos o0 seno, 0 cosseno e a tangente de 30° A
e 60° consideraremos inicialmente um triangulo equilatero
ABC de lado £ e altura h. 30° )
Utilizando o teorema de Pitagoras, temos: ¢ ¢ %
2 2 2 é
[} 2 2 2 [) > 30 B\/§ o g
V=(=) +hsh =0 (=) sh=""oh="Y2 60
<2> - <2>: e B e
2 2
Considerando o triangulo ABD, podemos escrever:
t
o 2 % 1 _ 1 o= 1
sen30 0 > > =:sen30 >
(V3
c0530°=£= Z 3 -i:> cos30°=£
4 ) 2 ) 2
Lt
0o - 2 -2 .2 1 V3 V3 g V3
h V3 2 w3 V3 W3 3 3
2

capitulo 710 Trigonometria
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Utilizando as relagdes sena = cos@ para angulos o e B complementares e

_Sena /o ° .
tgo = Zoco (0° < & < 90°), segue que:
sen60° = co0s30° = ? = senb0°® = %
c0s60° = sen30° = 1 = c0s60° = 1

2 2

V3
tgpos = SeM60° _ 2 _ V3 2

cos60 1 ) 1
2

= V3 = tg60°

V3

Podemos organizar os resultados obtidos com os angulos notaveis da maneira apresen-

tada abaixo.
30° 45° 60°
sen 1 V2 V3
2 2 2
cos V3 V2 1
2 2 2
tg V3 i V3
3
R4.Seja 3 o angulo agudo de um triangulo retangulo R5.Na imagem ao lado

tal que cosB =%. Qual o valor de senp? E de

tgp?

Substituindo o valor de cosP na relacao trigono-
métrica fundamental, temos que:

2

4 16
B+(—=—) =1 B+ —— =1
send <5> =senPB >C =

:>sen2[3=1—%:>sen28229—5:>
9 3
=+ 4/ =+ >
= senfp S =senfp c

Como B é um angulo agudo, entao senBz%

pois 0 seno e o cosseno de angulos agudos sao
positivos .

Agora, vamos utilizar os valores de seno e cosse-
no para determinar a tangente de £.

3
senB 5 3
gp cosP 4 gp 4
5
_ 3 _ 3
Portanto, temos que senf = = etgB = a

N&o escreva no livro.
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estd representada
parte do projeto de
uma torre estaiada.

QOOO000K

e
Torre estaiada:
torre sustentada
por cabos, 0s
quais sdo ligados
atorreeem
pontos no chdo.

XROO00000000C

\/

Y YLy v vIyavi vy

XXX

W,

7

XX

\

Os cabos indicados na imagem sao ligados em
diferentes pontos na torre e a um mesmo ponto
no solo.

a) Qual o comprimento do cabo A indicado na
imagem?
b) A que altura o cabo A foi preso na torre?

¢ ) Sabendo que o cabo B foi preso na torre 6 m
abaixo do cabo A, calcule:

o comprimento do cabo B;

a medida aproximada do angulo que o cabo
B faz com a torre.

233
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a) Podemos determinar o comprimento do cabo
A utilizando sen27°. Pela tabela trigonomé-
trica, sen27° = 0,454. Desse modo:

sen27° = %: X-sen27°=12=

"~ sen2r° X" 0454
Portanto, o cabo A mede aproximadamente
26,4 m.

b) Vamos determinar a altura h de fixacdo do
cabo A na torre utilizando tg27°. Na tabela
trigonométrica, verificamos que
tg27° = 0,5094.

Com isso, temos:

= x=26/4

tg27° = %:m g2 =12 =

12 12
h = = h=——_—-=h=236
tg27° 0,5094 '
Portanto, o cabo A esta fixado na torre a

aproximadamente 23,6 m.

c) * Seja y a altura em que o cabo B foi fixado
na torre. Podemos determinar o valor de y
calculando a diferenca entre a altura de fixa-
cao do cabo A na torre e a distancia entre
esse ponto e 0 ponto em que o cabo foi preso.

Assim, tem-se y = 23,6 — 6 =176.

Conclui-se que o cabo B foi fixado na torre
a uma altura de aproximadamente 17,6 m.

Agora, para determinar o comprimento ¢
do cabo B, vamos utilizar o teorema de
Pitagoras.

A=176"+12"=*=30976 + 144 =
= ? =45376 =>c=213

Portanto, o comprimento do cabo é de
aproximadamente 21,3 m.

Seja o a medida do angulo formado entre o
cabo B e a torre. Podemos determinar a
utilizando o valor do seno e verificando na
tabela qual angulo tem o seno mais préximo
do valor encontrado.

12
=——=0,5633
sena 213 !

Consultando a tabela, observamos que o angulo
cujo seno mais se aproxima desse valor é
0 angulo de medida 34°. Logo, o = 34°.

10. Nos tridngulos abaixo, determine a medida aproxi-
mada de cada um de seus lados. Para os angulos
ndo notaveis, use a tabela trigonomeétrica. |

11. O perimetro de um poligono é a soma das medidas
de seus lados. Determine o perimetro aproximado
das figuras abaixo, em metros, utilizando aproxima-

a) cao de uma casa decimal, quando necessario.
6m a a)
15m
30°
a :
b i a
b) b c
| e 33
8m
17m b
b)
47° 20m

[« ) i J[TTTTTTTTTTTTTTT T

137 m

llustragbes: Sergio Lima/ID/BR

23° 36m
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12. Dados sen60° = 0,8660, c0s23° = 0,9205 e tg39° = 0,8098, calcule:

a) cos30° b) sen67° ) tg51°
13. Para garantir maior seguranca ao utilizar uma escada de mao, a
medida do angulo de inclinagao entre o solo e o pé da escada \

deve estar entre 70,5° e 75,5°. Um homem deseja subir em uma
escada de 8 m e decide apoia-la a uma distancia de 4 m de uma

parede. 8m §
a) Qual é a medidado angulo deinclinacao entre a base da escada g
e 0solo? s
b) E seguro para esse homem apoiar a escada a essa distancia? % é
Justifique. E

4m

14. Um avido decola a partir do ponto A formando um angulo de subida medindo 15°. Uma pessoa
em B observa o avido passar acima de sua cabeca, conforme figura abaixo. (Utilize apenas uma
casa decimal para a distancia e a altura.)

a
Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

a) Que distancia aproximada do ponto de partida o avido tera percorrido em linha reta ao passar
acima da pessoa?

b) A que altura ele estara verticalmente em relacdo ao ponto de partida A? y

15. Um vetor é representado por um segmento de reta orientado, caracterizado por um
N
c

)

—
comprimento, uma dire¢do e um sentido. Calcule os comprimentos dos vetores b e

—
denotados por | b | eld , respectivamente, sabendo que |7l=12ea= 60°, como indicado

na figura. (Utilize V3= 17)

Sergio Lima/ID/BR

16. Um topdgrafo observa um edificio do outro lado da rua utilizando um teodolito. O teodolito esta
posicionado a 1,60 m do chao e a distancia entre o prédio e a pessoa é de 20 m, conforme esquema.

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

Qual é a altura aproximada desse prédio?

Nao escreva no livro. 235
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@ Relagbes trigonométricas em um triangulo qualquer

Vimos anteriormente as relagdes trigonométricas envolvendo seno, cosseno e tangente
de angulos agudos associados a triangulos retangulos. Agora, veremos relagdes trigonomé-
tricas associadas a triangulos quaisquer, envolvendo seno e cosseno de angulos cuja medida

estd entre 90° e 180°.

Antes de determinarmos os valores correspondentes de seno ou cosseno de angulos

quaisquer, considere um angulo obtuso ADB = & (90° < a < 180°).

Considere as seguintes afirmacdes:

* 0 seno de um angulo obtuso é igual ao seno de seu
suplementar.

sena = sen(180° — )

* 0 cosseno de um angulo obtuso é igual ao oposto
do cosseno de seu suplementar.

cosa = —cos(180° — )
Veja os exemplos:

a) sen120° = sen(180° — 120°) = sen60° = %
b) cos135° = —cos(180° — 135°) = —cos45° = —%
c) sen162° = sen(180° — 162°) = sen18° = 0,309

d) c0s99° = —cos(180° — 99°) = —cos81° = —0,1564

Definimos o seno e o cosseno para o caso particular de um angulo de medida 90°, nesse

caso,sen90° = 1e cos90° = 0.

capitulo 710 Trigonometria

v

Sergio Lima/ID/BR

> Essas relagbes podem
ser demonstradas e
serao estudadas com
mais detalhes nos
préximos volumes
desta colecao.

Os valores de sen18°
e de cos81° foram
obtidos consultando a
tabela trigonométrica
apresentada
anteriormente.
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Lei dos senos

Para determinar a distancia aproximada entre duas arvores que servirdo de hastes na
construcao de uma tirolesa, um engenheiro posicionou-se a 22 m da arvore mais proxima e
mediu o angulo de sua visdo em relacdo as arvores, obtendo 113°. Mediu também o angulo
formado entre ele, a drvore mais distante e a arvore mais préxima a ele, obtendo 26°.

w
2
5

%
¥
E
5
B

<
5
S
=
3
L2
El
3
il
&
5
&

Esquema matematico
v A

269

) O que é um tridngulo
obtusangulo?

TS

B 2m c

Conforme o esquema, é necessario determinar a medida do lado AB do tridngulo
obtusangulo ABC. Para isso, podemos utilizar a lei dos senos.

Dado um triangulo qualquer ABC, as medidas de seus lados sao proporcionais aos
senos dos angulos opostos correspondentes:
a b C

senA senB senC

llustragdes: Sergio Lima/ID/BR

Nao escreva no livro.
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Vamos demonstrar a validade da lei dos senos para triangulos
acutangulos, ou seja, tridngulos que possuem os angulos internos
agudos, considerando o triangulo ABC e duas de suas alturas:

>

v ApnEp—

No triangulo BCE, temos senB = ETC:ECZ a-senB.

O~

B C
No tridngulo ACE, temos senﬁz%:;:EC:b-senﬁ. ' a '
Comparando essas duas igualdades, tem-se:

a-senB=b-senA= bA: a_
senB  senA
a s_ AD _ B
No triangulo ABD, temos senB—T:AD—c-senB,
. ~_ AD _ ~
No triangulo ACD, temos senC = T:>AD =b-senC.
* Comparando essas duas igualdades, tem-se:
c-senB=b-senl= b,\ = ()
senB senC
- a _ b _ ¢ .
Das relagdes I e Il temos — = = —, como queriamos demostrar.

senA senB senC

Também é possivel realizar a demonstragao da lei dos senos para triangulos obtusangulos
e para triangulos retangulos.

Utilizando a lei dos senos para resolver a situacao do inicio deste tépico, temos:
sen (180" i 113“)

v

d _ 2 J_ 22 sen67® 22 - 09205

= =d=
sen113° sen26° sen26° 04384

Portanto, a distancia aproximada entre as duas arvores mede 46,19 m.

Lei dos cossenos

Em situacdes envolvendo triangulos quaisquer, em que se conhece a medida de dois lados
e amedida do angulo formado por eles, e pretende-se determinar a medida do terceiro lado,
podemos utilizar a lei dos cossenos, que diz:

Dado um triangulo qualquer ABC, o
quadrado da medida de um lado é igual
a soma dos quadrados das medidas € a b
dos outros dois lados, subtraida do dobro

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR

do produto das medidas desses dois B ° a Cc
lados pelo cosseno do angulo formado
por eles.

ed®=b"+ - 2bc- cosA «=da+b"—2ab-cosC

2 Pay
b " =a’+ c*—2ac- cosB
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Vamos demonstrar a validade da lei dos cossenos para triangulos acutangulos conside-
rando o triangulo ABC e uma de suas alturas:

Sergio Lima/ID/BR

ofl--T P

No triangulo ACD, temos:
* cosA =A—bD:AD =b- cosA

2

2
*b'=(AD) + h'=h'=b"— (AD) = h'=b"— (b-cosA) = h'=b'—b"-cosA ()

No triangulo BCD, temos:

2

ca?=h"+ (BD)2=>02=h2+(c - AD)2:>h2=az— (c —b- cos/A\) =

=h'=ad - (cz ~ 2bc - cosA + b’ - cosz/A\):>h2 =g~ + 2bc- cosA — b’ cos’A (1)

Das relagdes | e Il, temos:
b’ — b Ttos!A=a’— 2+ 2bc- cosA—b TtostA=sa’=b"+ & — 2bc- cosA

como queriamos demostrar.

De maneira semelhante é possivel obter as demais expressdes enunciadas.

Também é possivel realizar a demonstracao da lei dos cossenos para triangulos obtusan-
gulos e para triangulos retangulos de maneira analoga a apresentada.

Area de um triangulo

Toda linha poligonal fechada e simples é chamada poligono. Quando falamos em determinar
a area de um poligono, estamos levando em consideracao os seus lados e a sua regiao
interna.

O triangulo € um poligono que possui trés lados. Provavelmente vocé .
_ . _ > Em geometria, a palavra
ja aprendeu em anos anteriores que a area de um triangulo pode ser poligono pode ser utilizada

-h . tanto paraindicar uma
,em que b representa a medida figura composta apenas

. . ) por seus lados (contorno)
de um dos lados e h a medida correspondente a altura relativa a esse lado. quanto para indicar os

Agora, veremos uma maneira de calcular a area de um triangulo conhe- lados mais a regido interna
cendo a medida de dois lados e a medida do angulo formado por eles. a esse contorno.

\ J

obtida utilizando a expressao A =
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Dado um triangulo qualquer ABC, sua area é dada pelo semi-
produto das medidas de dois lados quaisquer pelo seno do angulo
formado por eles.

ab - senC
2

ac - senB
2

_ bc- senA
2

A=

Vamos demonstrar a validade dessas expressoes para triangulos acutangulos considerando
o triangulo ABC e uma de suas alturas.

llustracdes: Sergio Lima/ID/BR

No triangulo ABD, temos:

sen§=%:>h=c-sen§

Como a area do triangulo pode ser determinada por meio da expressao A = a-h , segue
que:
a-h _ a° (c- senB) ac - senB
A= = =A=
2 2 2

De maneira semelhante, é possivel obter as demais expressdes enunciadas.

Também é possivel realizar a demonstragao da area de um triangulo para triangulos
obtusangulos e para triangulos retangulos.

R6.(Unesp) Uma pessoa se encontra no ponto A de uma planicie, as margens de um rio e vé, do
outro lado do rio, o topo do mastro de uma bandeira, ponto B. Com o objetivo de determinar
a altura h do mastro, ela anda, em linha reta, 50 m para a direita do ponto em que se
encontrava e marca o ponto C. Sendo D o pé do mastro, avalia que os angulos BAC e BCD
valem 30° e o angulo ACB vale 105°, como mostra a figura.

Unesp/ID/BR/Fac-simile:ID/BR

A altura h do mastro da bandeira, em metros, é:
a) 125 b) 12,5V2 ¢) 250 d) 250V2 e) 350
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Para resolver este problema podemos aplicar a lei dos senos nos dois triangulos. Sendo assim,
no triangulo ABC temos:

50 __BC g V2 _55. 1 L pev5-505B0=25v3
sen45° sen30° 2 2
E no triangulo BCD, calculamos:
h 1 h
sen30° = =>—= =h=125V2
25vV2 2 25V2

Portanto, a alternativa correta é b.

R7.0 Triangulo Mineiro € uma das regides mais ricas de Minas Gerais, tendo sua economia
voltada para o agronegdcio. A regido tem como limites os rios Grande e Paranaiba e as
trés cidades mais populosas dessa regido sao Patos de Minas, Uberaba e Uberlandia.
Observe no mapa abaixo a localizagdo dessas cidades e o triangulo formado pelas linhas
retas que ligam cada uma delas.

[Mapa da regido do Tridngulo Mineiro (MG) — 2015 \
. = [#7°0 -

Fonte de pesquisa: IBGE. Disponivel em:
<www.cidades.ibge gov.br/xtras/
uf.php?lang&coduf=31&search=minas-gerais>.
Acesso em: 5 set. 2015.

Fonte de pesquisa: Anatel. Disponivel em:
N N <http://sistemas.anatel.gov.br/apoio_sitarweb/
0 30/ 60km_| Tabelas/Municipio/DistanciaDoisPontos/Tela.asp>.

2L A \ | —— Acesso em: 5 set. 2075.

Paula Radi/ASC Imagens

Tendo os dados da imagem, determine a distancia aproximada em linha reta de Uberaba a
Patos de Minas.

Para calcular a distancia em linha reta entre Uberaba e Patos de Minas vamos utilizar a lei dos
cossenos. Sendo x a distancia entre as cidades, temos:

X =191"+99° —2-191-99 - c0s80°

x* = 36481+ 9801 — 37818 - c0s80°

X = /46282 — 37818 - 01736

x= V39717 = x=199,29

Portanto, a distancia em linha reta entre Uberaba e Patos de Minas é aproximadamente
199,29 km.

Nao escreva no livro. 241
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R8.A prefeitura de certa cidade vai cons-
truir uma praga com um jardim em

um terreno com formato triangular
formado por trés ruas. Observe na
imagem ao lado o formato do terreno

em que sera construido o jardim, jun-
tamente com algumas medidas.

Sabendo que a empresa contratada
vai cobrar um valor de R$ 25,00 por
metro quadrado de jardim, responda:

wn
1]
=
=2
o
(V2]
()]
—
wn
()}
©
o]
A=
2
-
<t
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a) Qual é a area da regidao em que sera construido o jardim?

b) Qual sera o valor cobrado na construcdo desse jardim?

3 Resolugao
a) Sendo A a area da regido, temos:

sen35° = sen(180° — 35°) = senl45°

_ 52-25-senl45° _ 52-25- sen35° _ 1300-05 _ 74568

A
2 2

= 372,84

2 2

Portanto, a drea dessa regido é de aproximadamente 372,84 m”.

b) O valor V cobrado na construgao do jardim é dado por:
V =372,84-25=9321

Portanto, o valor cobrado serd R$ 9321,00.

R9.Em determinada fazenda, a agua é bombeada de
uma represa até uma caixa-d’‘agua. Dali, € bombeada
para uma casa e para um reservatério que serve de
bebedouro para animais. Observe ao lado um esquema
onde estao indicadas algumas medidas desse sistema.

a) Qual é a distancia aproximada, em linha reta, entre

casa

Sergio Lima/ID/BR

bebedouro represa

a represa de onde a agua € bombeada e a casa? de animais

b) Sabendo que a distancia em linha reta entre a casa e o bebedouro de animais é de 4,5 km,
calcule a2 medida o do angulo formado entre os caminhos da casa a caixa-d’agua e da

caixa-d'agua ao bebedouro de animais.

3) Resolucdo

a) Para calcular a distancia x entre a casa e a
represa vamos utilizar a lei dos cossenos.

X¥=3"+5-2-3-5-c0s130°
X'=9+25 30 |—cos(180° ~ 130°)
X*=34—-30- (—cos50°)

x=1/34 + 30 - 0,6428
x=1/53284=x=73

Portanto, a distancia em linha reta entre a
casa e a represa é de aproximadamente
73 km.

capitulo 710 Trigonometria

b) Vamos calcular a medida do angulo «
utilizando a lei dos cossenos:

45 =3"+2"—2-2-3-cosa
2025=9+ 4 — 12 - cosa
2025 — 13

—12
cosa = —0,6042
—cos(180° — o) = —0,6042
180° — o = 53°
o =127°

cosa =

Portanto, a medida do angulo é de
aproximadamente 127°.

N&o escreva no livro.



Atividades

17. Ferramentas \ Determine o valor de x. Considere

[ as medidas dos lados dos tridngulos em centimetros.
y
a)

C
70°
10
30°
A " B
b
) C
52
]
A X B
c) C
8 3 E
60° £
A 12 B 2

18. Dois engenheiros estdo realizando o estudo de
uma drea para a construcdo de uma ponte. O enge-
nheiro A estd de um lado do rio e o engenheiro B
estd do outro lado, a 100 m de onde a ponte sera
construida, como mostra o esquema.

Ronaldo Lucena/ASC Imagens

Qual serd o comprimento da ponte? (Considere

V2 =141)

Nao escreva no livro.

19. Definimos o diametro de uma circunferéncia como
qualquer corda que intersecta o centro da circunfe-
réncia. Considere a circunferéncia abaixo feita a par-
tir de um compasso com abertura de 30°. Sabendo
que o diametro da circunferéncia é 10 cm, determine
0 comprimento da haste desse compasso, desde a
ponta seca até o parafuso de fixacdo. (Considere
sen75° = 0,9659.)

Eduardo dos Santos/ASC Imagens

20. Em grupo \ Para determinar a distancia entre a

.‘ Terra e uma estrela pode-se utilizar o processo de

[ ) triangulacao, que é aplicado apenas para estrelas
relativamente préximas. Esse processo consiste em
registros fotograficos da estrela em diferentes pon-
tos de observagao. Esses registros devem ser reali-
zados num intervalo de tempo de seis meses, pois
este é o tempo necessario para a Terra completar
meia 6rbita em torno do Sol.

1@

estrela

A O

Terrano ~TTTee——o L eeee=mmT T Terra no
12 ponto de 20 ponto de
observacao observacéo
(apds 6 meses)

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

Para a compreensdo desse método de uma manei-
ra mais simples, posicionem um de seus dedos na
frente do rosto e fechem o olho direito. Em seguida
fechem apenas o olho esquerdo. Percebam que seu
dedo deslocou-se com relagdo ao plano de fundo.
Com base nessas informacgdes e conhecendo os
angulos a, B e a distancia entre o primeiro ponto
de observacdo e o segundo, qual relacdo trigono-
métrica vocés utilizariam para calcular a distancia
entre uma estrela e a Terra? Justifiquem.
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21. Os raios de luz emitidos pela lampada de um poste refletem em uma poca e também nos olhos
de uma pessoa, como mostra a imagem. (Considere senl5° = 0,259.)

.
159
N T 2
“ -~ )
N ~ @
N S E
| >~ S
N \\‘ (%3}
“ -~ <
N N =
N, ~ %
N, [e]
. 1200 45 . 2
N 7—"' ! 1,8m =
&
6m

Verifique a que distancia x da poca e a que distancia y da lampada do poste estdo posicionados os
olhos dessa pessoa.

22. A imagem abaixo representa o esquema de uma praga em forma de um quadrilatero. As lixei-
ras, representadas na imagem, estao nas extremidades da praca a uma distancia, uma da outra, de
aproximadamente 72,5 metros.

lixeira

lixeira

Sergio Lima/ASC Imagens

40 m

Utilizando uma calculadora e aproximando os senos, cossenos e raizes com duas casas deci-
mais, determine a area da praca.

23. (UFPB) A prefeitura de certa cidade vai construir, sobre
um rio que corta essa cidade, uma ponte que deve ser
reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens
opostas do rio. Para medir a distancia entre esses pontos,
um topégrafo localizou um terceiro ponto, C, distante
200 m do ponto A e na mesma margem do rio onde se
encontra o ponto A. Usando um teodolito (instrumento
de precisao para medir angulos horizontais e angulos
verticais, muito empregado em trabalhos topograficos),
o topégrafo observou que os angulos BCA e CAB mediam,
respectivamente, 30° e 105°, conforme ilustrado na figura
ao lado.

UFPB/Fac-simile: ID/BR

Com base nessas informacoes, é correto afirmar que a distancia, em metros, do ponto A ao
ponto B é de:

a) 200V2 b) 180Vv2 ¢) 1502 d) 100V2 e)50V2

244  capitulo 10 Trigonometria Ndo escreva no livro



24. Considere uma circunferéncia de centro O, raio re | 27. Sabendo que a &rea de um tridngulo ABC é igual a

uma corda ¢, como mostra a figura. Determine o 43 cm? 0 angulo em A mede 60° e a medida do
valor de c em funcdo de r. lado AB é 4 cm, calcule a medida do lado AC desse
triangulo.

28. A imagem abaixo é a representacdo da parede dos
fundos de uma loja.
O dono da loja vai mudar a cor dessa parede e para cal-
cular a quantidade de tinta necessaria precisa calcular
a sua area.

Sergio Lima/ID/BR

25. (UERJ) Considere uma placa retangular ABCD de acri-
lico, cuja diagonal AC mede 40 cm. Um estudante,
para construir um par de esquadros, fez dois cortes
retos nessa placa nas dire¢des AE e E de modo
que med(DﬁE)= 45° e med(BﬁC)= 30°, conforme 5m
ilustrado a seguir:

Sergio Lima/ID/BR

A B

. 10m
B Sabendo que, nessa representacao, a parede pode
£ ser separada em uma forma triangular e outra retan-
£ gular, determine sua area. (Considere V3 = 173)
D. 'E .C %

29. Observe a figura a seguir, na qual as medidas de
Apos isso, o estudante descartou a parte triangular comprimento sdo dadas em metros.
CAE, restando os dois esquadros.
Admitindo que a espessura do acrilico seja despre-
zivel e que \/§21,7, a area, em cm’, do triangulo
CAE equivale a:

a) 80 b) 100 ) 140 d) 180
26. Onofre construiu sua casa em um terreno triangular

e agora ele quer plantar grama no restante do terreno. B D
Veja a representacao da casa e do terreno.

Sergio Lima/ID/BR

(@)

Sabe-se que AB mede 34,3 m, BC mede 50 m, 0s
angulos x, entre AB e BC, e y, entre BC e AC, s3o tais
que senx=% e seny=%. Deseja-se construir
um segmento de reta paralelo a AC ligando os
pontos De E.

a) Determine a medida de AC.

b) Sabendo que BD =30 m, determine a distancia
entre os pontosDe E.

30. Elabore uma atividade que envolva area de um
triangulo. Troque com um colega para que ele resolva
Qual é a area livre para Onofre plantar grama? e, em seguida, corrija os calculos dele.

Rafael Luis Gaion/ASC Imagens

Nao escreva no livro. 245
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Sergio Lima/ID/BR

31. Em dezembro de 1891, em Massachusetts (EUA), Luther Halsey Gullick, diretor de um colégio,

pediu ao professor de educacao fisica James Naismith para criar um jogo que nao fosse violento
e pudesse ser executado em local fechado. Assim foi criado o esporte conhecido hoje como
basquetebol.

Até 2010, as areas das quadras de basquetebol préximas da cesta eram em formato de tra-
pézios isosceles e ap6s 2010, as areas restritivas passaram a ter formato de retangulo.

A fotografia abaixo é de uma quadra de basquetebol do modelo anterior a 2010.

8m

Jogadores disputando uma partida de basquetebol em cadeira de rodas durante os
Jogos Parapan-Americanos de 2007, na Barra da Tijuca, Rio de Janeiro (R]). A imagem
no centro da quadra refere-se ao simbolo dos Jogos Parapan-Americanos.

O inicio do jogo de basquetebol acontece no circulo central da quadra, onde dois jogadores se
posicionam e saltam para pegar a bola. Nas areas em azul préximas as cestas, chamadas
"areas restritivas”, um jogador oponente ndo pode permanecer por mais de 3 segundos
consecutivos enquanto sua equipe estiver no controle com a bola. Essas regras valem
também para os jogos de basquetebol paralimpicos, respeitando as devidas adequagdes
para o uso da cadeira de rodas.

Usando uma calculadora, determine quanto mede, em metros quadrados, a area restritiva total
da quadra de basquetebol.

32. Determine a area de cada triangulo. (Considere sen105° = 0,966.)
a) b) c)
B
B
B 30°

6cm 6cm %

£

60° aze  105° i

A C Al A g
10 cm 3cm A 5cm ¢ i

capitulo 10 Trigonometria

Nao escreva no livro.
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Verificando rota @
1. O que é uma sequéncia?
2. O que é uma progressao aritmética (PA)?

3. Para quais valores da razao r uma progressao aritmética é considerada:

° crescente? * decrescente? * constante?
4. O que é uma progressao geométrica (PG)?

5. Em uma PG, a razdo g pode assumir qualquer valor real? Se ndo, quais valores reais g pode
assumir?

6. Podemos representar trés termos consecutivos de uma PA de razdo r da seguinte
maneira: (x — XX+ r). Sendo assim, represente trés termos consecutivos de uma PG de
razdo g e cujo termo central seja x.

7. Para que a soma dos termos de uma PG infinita exista, a razdo g deve pertencer a qual
intervalo real?

8. Em Estatistica, o que é populagdo? E amostra?
9. Qual é a diferenca entre varidvel quantitativa e variavel qualitativa?
10. Qual é o objetivo da representacdo grafica em Estatistica?

11. No capitulo 9 foram apresentados alguns tipos de graficos: grafico de barras; grafico de linhas;
grafico de setores. Dé exemplos de situagdes nas quais cada um deles geralmente é utilizado.

12. Em qual situacdo a média ponderada é utilizada para determinar a média aritmética de um
conjunto de dados?

13. O que é a moda de um conjunto de dados?

14. Observe o triangulo retangulo ABC.
a) Qual razdo corresponde ao sena? E ao cosa?
b) As razdes sena e cosa sdo nimeros positivos maiores do que 1? Justifique.

¢) Qual razdo corresponde a tga? Esse valor pode ser iguala 1? Justifique.

A

Sergio Lima/ID/BR

B e

15. Ao lado estdao os valores do seno e do cosseno dos
angulos notaveis. Explique por que sen30°= cos60°, 30°
sen45° = cos45° e sen60° = cos30°.

60°

sen

16. A pagina de abertura da unidade 4 apresentou a mdsica
como assunto inicial, informando seus beneficios para cos
pessoas com necessidades especiais. Qual dos contetidos
trabalhados durante esta unidade se relaciona com este tema?

Nb N’§ &
N‘—l N‘&

N‘g N
w

N&o escreva no livro. 247




Ambliand Curva de Koch
m p Ian o Uma caracteristica dos fractais é a complexidade infinita, isto

2 é, a quantidade de detalhes é infinita e nunca conseguiriamos
fronteiras ° ;

representa-los completamente. Isso gera um aparente paradoxo,
pois apesar de obtermos uma figura cujo perimetro é infinito, ela
abrange uma area finita.

Paradoxo: pensamento, proposicdo ou argumento que desafia o
pensamento légico, aparentando contradicdo.

Fractal: estrutura geométrica na qual um padrao é repetido

FI 0 co d e n eve d e Ko c h tanto na parte quanto no todo, em qualquer escala.

O matematico polonés Helge von Koch (1870-1924) prop6s um fractal obtido a partir de
um triangulo equilatero: divide-se cada lado do triangulo em trés partes de medidas iguais,
removendo a parte do meio de cada lado e substituindo-a por dois lados de outro triangulo
equilatero, cuja medida do lado é igual ao comprimento do segmento removido. Com algu-
mas alteragdes recorrentes (iteracdes), o resultado é uma figura semelhante a um floco de
neve, chamada floco de neve de Koch.

VRV AERER

iteracao O iteracao 1 iteragao 2 iteragao 3 iteracao 4

Sergio Lima/ID/BR
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Sergio Lima/ID/BR

Para analisar o perimetro da figura, vamos considerar apenas o comprimento da linha
destacada nas imagens, denominada curva de Koch. O quadro representa as n primeiras
iteracdes dessa curva, considerando um segmento inicial de comprimento £.

Comprimento de

Quantidade de Comprimento total

EIEEED segmentos cada segmento da curva (u.c.)
(u.c)
0
0 1 ¢ -(5)
0 ( L)

ar?
u.:w|®
Rr?
wwyg,
Il
—
wla
~—
pugs

De fato, os termos do comprimento total da curva em cada iteracao representam os termos
de uma PG de razao %>1. Portanto, para infinitas itera¢cdes, o comprimento total da curva
de Koch ndo é finito e, consequentemente, o perimetro do floco de neve de Koch é infinito.

¥ Vocé conhece outros tipos de fractais? Cite-os.

5] Considerando o quadro apresentado, qual a quantidade de segmentos, o comprimento
de cada segmento e o comprimento total da curva de Koch na iteracao 5?

[d calcule o perimetro das figuras que representam as quatro primeiras iteracdes do floco
de neve de Koch, considerando £ =3 cm.

2] Como o paradoxo da curva de Koch, ha outros paradoxos matematicos, como o parado-
xo do hotel de Hilbert, o paradoxo de Aquiles e a tartaruga, entre outros. Realize uma
pesquisa a respeito e explique a um colega.

Alexandre Koyama/ASC Imagens

Nao escreva no livro. 249
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Fotomontagem de Z. Vitor Elorza criada com as fotografias Markus Gann, pockygallery e PopTika/Shutterstock.com/ID/BR

Tamanho aparente dos astros

* Que corpos celestes podem ser visualizados a olho nu
da Terra?

* Por que o Sol aparenta ser maior do que os demais cor-
pos celestes quando é observado do nosso planeta?

* Em sua opinido, a Lua aparenta ter o mesmo tamanho
do Sol? Por qué?

Ndo se sabe ao certo quando o ser humano comecou a estu-
dar os corpos celestes a fim de situa-los no espaco e no tem-
po, explicando sua origem, suas dimensdes e seus movimentos.
No entanto, é provavel que tanto os corpos celestes quanto os
fendmenos astrondmicos tenham despertado a curiosidade de
diversas civilizagdes por motivos associados a religiao e crenca.

Acredita-se que os babil6nios conheciam seis corpos celestes
importantes (além das estrelas fixas) — Sol, Lua, Vénus, Mercd-
rio, Marte e Jipiter. Contudo, como eles consideravam o nimero
sete sagrado, fizeram mais observagdes até descobrirem Satur-
no, 0 sétimo corpo celeste. Ja os gregos preocuparam-se com
questdes relacionadas ao tamanho real do Sol e da Lua, assim
como suas distancias em relacdo ao nosso planeta.

Ainda hoje, é interessante pensarmos nas dimensdes astrondmi-
cas. Como pontos tao pequenos no céu podem se referir a es-
trelas gigantescas? Esses pontinhos brilhantes que visualizamos
daqui da Terra aparentam ser pequenos porque estao muito
distantes daqui, bem mais longe do que o Sol, que se encontra
acercade 149 600 000 km. Por isso, temos a tendéncia de asso-
ciar o que vemos ao tamanho real desses corpos celestes.

Para compreendermos melhor, tomamos como medida o
diametro angular, que pode ser estimado usando a mao ou os
dedos.

No caso do Sol, o diametro angular ® mede, aproximadamente,
0,5°. Assim, dizemos que o Sol subtende um angulo de medida
0,5°.Conhecendo sua distancia d até a Terra é possivel determi-

nar seu diametro real D aproximado.
7 @

llustranet/ASC Imagens



Observe como podemos estimar posicoes relativas e tamanhos aparentes de corpos celestes.

|l Estimando distancias angulares com as maos
e 0s dedos (o braco deve estar esticado).

I Distancia angular de
8° entre duas estrelas.

llustranet/ASC Imagens

.

(W A seguir,sao propostas duas atividades. A primei- Com o brago esticado, utilizem a mao para
@ rasera para estimar o diametro real do Sol; a se- determinar distancias angulares entre as
7 gunda consiste em uma experiéncia de observagao estrelas da constelacdo Cruzeiro do Sul. O
£ do céu noturno para realizar medigoes. professor explicard como localizar essa
£ Sigam as orienta¢des do professor para a constelacao e entre quais estrelas deverdao
= formacao de grupos com os colegas. Provi- ser estimadas as distancias angulares. Da
= denciem com antecedéncia uma calculadora mesma maneira, mecam o diametro angular

cientifica. da Lua.

* De acordo com a imagem que representa o >Em sala de aula e com as medic6es reali-
diametro angular do Sol e utilizando seus zadas com os colegas do grupo, comparem
conhecimentos de trigonometria, calculem com os outros grupos as distancias angu-
um valor aproximado para o diametro real lares obtidas entre as estrelas do Cruzeiro
do Sol. Considerem d = 149600 000 km. do Sul.

* Esta medida pode ser considerada uma boa > Ha diferencas nas medicdes estimadas?
estimativa para o diametro do Sol? Por qué? Se tiver, justifiqguem por que isso ocorreu
Combinem com o professor os dias em que e proponham uma maneira mais precisa
vocés deverdo se encontrar no periodo de realizar as medigGes.
noturno, acompanhados de um adulto Calculem o diametro angular da Lua, saben-
responsavel, para realizarem as observagoes do que sua distancia em relacao a Terra é
e medic¢des. Escolham um local em que haja de, aproximadamente, 384000 km e que
boa visibilidade do céu, preferencialmente seu didmetro é de 3476 km. Confiram se o
mais afastado das luzes da cidade, e que seja resultado corresponde a um valor préximo

\ em uma noite sem nuvens. a0 obtido na medicao.
)
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» Calculadora cientifica

Observe um modelo de calculadora cientifica e a fungdo de algumas de suas teclas.

tecla de acesso a segunda
funcdo das demais teclas

SHIET ALpHA MODE CLR altera configuracdes da
calculadora
tecla de direcdo m Reg, cubo de um
namero/raiz clbica
m@ @
quadrado de um nimero = 9 ® potenciacio/radiciacdo

ab/c n 'E
raiz quadrada logaritmo decimal/

sin” D cos' E tan' F

poténcia de base 10

.ﬂm

calcula os valores m

de seno, cosseno e
wSEE (e
7 l 8 l l 9 l X l = l
INS

L)) () (&)

ojolala

Ran# DRG »

() ) @) ) (O

Eduardo dos Santos/ASC Imagens
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" Expressoes numeéricas

Ha modelos de calculadora cientifica que permitem a insercao de expressdes numéricas
de modo simples. O modelo que utilizaremos tem o visor dividido em duas partes: na parte
superior, pode-se visualizar a expressao numérica digitada e, na parte inferior, seu resultado.

expressao numérica
digitada

| 724-355x%2

resultado

Assim como na representacdo usual de expressées numéricas, podemos usar parénteses
para indicar as operagdes que sao calculadas primeiro. As operagdes aritméticas funda-
mentais (adicdo, subtracao, multiplicagdo e divisdo) sdo resolvidas na seguinte ordem nas
expressdes numéricas:

= Operag0es entre parénteses.

- I R
Operacoes de multiplicacao e divisdao, na ordem em que aparecem.

Operacoes de adicao e subtracdao, na ordem em que aparecem.

Veja um exemplo de calculo de expressdao numérica.

" Calcular 50:(9 - 4 — 16).

%
Digite a expressao seguida da tecla @ ou seja, pressione:

oot Dhoean o

ASC Imagens

SA+(9Xd4-16]

llustragdes: Eduardo dos Santos/

Nesse modelo de calculadora, é possivel editar a expressdo ap6s ela ter sido inserida. Para isso,
use a tecla de dire¢do para a direita ou para a esquerda para escolher o ponto de alteragao e, com

SHIFT INS

o comando , decida se os novos caracteres vao substituir os ja inseridos ou ndo.

A calculadora indica que 50 (9 -4 — 16) = 2,5. Faga os calculos em seu caderno para conferir esse
resultado.

Nao escreva no livro. 253
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Potenciacao e radiciacao

O modelo de calculadora que estamos utilizando possui
diferentes teclas para o calculo de poténcias e de raizes, como
as indicadas na pagina 252.

> Em alguns modelos
de calculadora

. cientifica, a "segunda

funcao” é acessada

por meio de uma tecla

chamada 2nd F.

Os simbolos acima das teclas . e . indicam a “segunda

SHIFT

fungdao” delas, as quais sao acessadas por meio da tecla

Veja os exemplos a seguir.

) Calcular 18°.
3)1* maneira: pressionar a tecla ﬂ

SSUM\

OEeE

3) 2* maneira: pressionar a tecla .

[SSUM; [S-VAR]

ool oo
NASLGACAD /

2

A tecla . msere 0 expoente 2 para o calculo do quadrado de um nimero. Quando se

utiliza a tecla . o0 expoente deve ser digitado apés o simbolo *

¥ calcular V/13.

Estudamos, no capitulo 6, que uma raiz n-ésima corresponde a uma poténcia com expoente
1

. 4 4 . . 2
racional, por exemplo, V13=13*. Observe duas maneiras de realizar esse calculo.
a1 s
3)1* maneira: calcular 13* por meio datecla .

@ \

ASC Imagens

13+(1+4)

S-SUM; V S-SUM; X %
D@L @= | B98828322

llustracdes: Eduardo dos Santos/

Nao escreva no livro.



-
3) 2* maneira: calcular V13 por meio da segunda funcdo da tecla .

X
SHIFT

ne  nes

€ O
4*[13

b o

Na 12 maneira, se ndo colocassemos parénteses, o resultado nao seria o esperado, pois a
expressao 1371+ 4, na calculadora, é interpretada como 13" 4,0 que resulta em 3,25.

X
Na 22 maneira, o nimero digitado antes do simbolo \[ corresponde ao indice do radical.
Lembre-se de que umaraizn-ésimanao exatade um ndmero natural € sempre um niimero
. . . 2 ) . . 4
irracional. Assim, o resultado desse calculo é aproximado, ou seja, V13 =1898828922.

“Logaritmos
Em uma calculadora cientifica nem sempre ha uma tecla para calcular diretamente um
logaritmo de base qualquer. Nesse modelo de calculadora, a tecla @ é utilizada para o

calculo de logaritmos decimais, cujo procedimento é exemplificado a seguir.

) Calcular log12.

-

Pressione:

10 (SSUMy (SVARy %

ASCImagens

llustragdes: Eduardo dos Santos/

Assim, log12 =1,079181246.

\

Para calcular logaritmos de outras bases, podemos usar a propriedade de mudancga de
loga

base, ja, | =
ase, ou seja, log,a iogb

a seguir.

,sendo a e b nimeros reais positivos e b # 1. Veja um exemplo

Nao escreva no livro. 255
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Calcular log_81.

Sabemos que log 81= Iog334 = 4. Para obter esse resultado na calculadora, podemos utilizar a

log 81
relagao log,81= |0gg3 , obtida por meio da propriedade de mudanca de base.
10* S-SUM; 10~ %
loa51+1o03a3
, log 81
Assim, log 81= =4
log 3

Razdes trigonométricas

Nas calculadoras cientificas, as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente sao geral-

nou

mente indicadas por “sin”, “cos” e “tan”, respectivamente. Antes de efetuar calculos envol-
vendo razdes trigonométricas, & importante verificar se a calculadora esta configurada para
trabalhar com angulos em graus. No modelo de calculadora que estamos utilizando, isso
é indicado pelo icone com a letra “D”, localizado na parte superior do visor. Outras op¢oes
possiveis sao “R” (radianos) e “G" (grados).

Podemos verificar se a calculadora esta configurada para angulos em graus utilizando os
angulos notaveis. Observe o exemplo.

Calcular o seno, 0 cosseno ou a tangente de alguns angulos notaveis.

Para conferir a configuracdo da calculadora em relagdo aos angulos, podemos calcular, por exemplo,

sen 30° cos 60° ou tg 45° pois sabemos que sen 30° = cos 60° = % e tg 45° =1.Para isso, pressione:

sin® D Rnd %

- [ED]ED

cos' E Rnd %

- [E[0D

tan” F %

@@@@ tands '

llustragdes: Eduardo dos
Santos/ASC Imagens

Nesses casos, os resultados foram os esperados.
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Ao realizar os calculos do exemplo anterior, se os resultados ndo forem os esperados,
significa que a calculadora provavelmente nao esta configurada para trabalhar com angulos
em graus. Para alterar essa configuracao, procedemos da seguinte maneira.

) Configurar a calculadora para angulos em graus.

P
MODE_CLR

Pressione a tecla O até que apareca no visor as opgdes de configuracdo “Deg”, "Rad” e "Gra”.

€ @ > Alguns procedimentos
Dea Rad Gra explicados nesta
| - secdo podem variar
! _ de acordo com o
modelo de calculadora
cientifica.

A opcao “Deg” corresponde a configuracdo para angulos em graus (em inglés, degree).
S-SUM

Para seleciona-la, basta digitar @

Apos se certificar de que a calculadora esta configurada para calculos com angulos em
graus, podemos utiliza-la para realizar o exemplo a seguir.

) Calcular sen 40°, cos 41° e tg 42°.

Pressione:

sin” D Rnd %

- @O0

cos' E S-SUM; %

@00

ASC Imagens

tan® F rS-VAR, %

@O

llustragdes: Eduardo dos Santos/

Compare os valores aproximados de sen 40°, de cos 41° e de tg 42°, calculados no exemplo,
com os valores correspondentes na tabela trigonométrica apresentada na pagina 231.

Nesses casos, os resultados foram os esperados.
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barra de
ferramentas

coluna A

linha1

célula A1
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M LibreOffice Calc

As planilhas eletrénicas sao compostas por linhas e colunas, e o encontro delas é deno-
minado célula. Além de organizar e apresentar informagdes de maneira objetiva e precisa,
essas planilhas manipulam os dados por meio de férmulas e calculos automatizados.

Em relacao ao Calc, trata-se de uma planilha eletronica que faz parte do pacote LibreOffice,
desenvolvido pela The Document Foundation, uma organizacao sem fins lucrativos.
O LibreOffice é um pacote gratuito de aplicagdes que inclui, além da planilha eletrénica,
editores de texto, de apresentacao, de desenho, de banco de dados e de férmulas cientifi-
cas e equacdes. Esse pacote pode ser obtido no site <http://linkte.me/fh66y> (acesso em:
20 abr. 2016). Para os procedimentos apresentados a seguir, utilizamos a versao
LibreOffice 4.4.5.2.

.l

X

Representacao decimal na planilha eletrdnica

No conjunto dos nimeros reais, sabemos que ha niimeros sem uma representa¢ao deci-
mal finita. Tanto as dizimas peridédicas como os nimeros irracionais possuem uma quan-
tidade infinita de casas decimais, mas a planilha eletrénica representa um ndmero sempre
com uma quantidade finita de casas decimais. Portanto, significa que, esses nimeros sao
representados apenas de forma aproximada.

Veja como podemos obter na planilha eletrdnica a representacao decimal de um valor

) , o
aproximado de cada um dos nimeros reais: EL V2em.

N&o escreva no livro
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3) 12 passo:

Digite nas células A1, A2 e A3 as férmulas a seguir, pressionando a tecla ENTER apds a insercdo de
cada uma delas.

<AL =1/3 <A2: =RAIZQ) <A3: =PI()

, ) ~ L 1 .
Os nimeros apresentados nas células A1, A2 e A3 sdo aproximagdes de 3 V2e r, respectivamente.

\

Na planilha eletrénica, uma férmula é iniciada com um sinal de igual (=), na qual é possi-
vel realizar operagdes de adicdo, subtracao, multiplicacio e divisdo com os caracteres +, —,
* e /, respectivamente. Também podemos usar varios comandos predefinidos, como RAIZ(),
para calcular a raiz quadrada de um ntmero, ou PI(), que retorna um valor aproximado de .

3) 2° passo:

Aumente a largura da coluna A. Para isso, clique e arraste para a direita a parte indicada na figura.

O

Acervo da produtora

Imagens: The Document Foundation/
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3) 32 passo:

Selecione as células A1, A2 e A3, ou seja, 0 intervalo de células A1: A3. Em seguida, adicione casas
decimais aos ndmeros clicando repetidamente no botio Adicionar casa decimal ( ).

A partir de certo ponto, aparecem apenas digitos zero. Em geral, isso indica que o limite de precisao
ja foi atingido, e o nimero exibido é a melhor aproximagao que se pode obter com esse programa.

Com os colegas, compare as aproximacdes de V2 e de r, obtidas no programa, com
as representagdes decimais desses nimeros dadas no capitulo 1.

Grafico de fungao

Existem diversos softwares, muitos deles gratuitos, que constroem representacao grafica
de uma funcdo a partir de sua lei de formacdo. Uma planilha eletronica, apesar de ndo ser
voltada ao ensino de conceitos matematicos, também é usada na construcao de alguns
graficos. ,

Observe como podemos construir o grafico dafuncaof: [—10,10]%]R dada porf(x) :x? -8

3) 1° passo:

Inicialmente, vamos construir um quadro com alguns valores de x e de f(x). Para isso, digite nas
células Al e B1as seguintes informacoes.

Al x B1: f(x)

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora
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3) 2° passo:

Insira alguns valores para x na coluna A, sendo —10 o valor minimo e 10 o valor maximo. Para isso,
proceda da seguinte maneira:

[ Digite os valores =10 e
—98 nas células A2 e A3,
respectivamente. Em seguida,
selecione essas células.

[ Clique e arraste a guia de
preenchimento automatico
para baixo até obter todos
os valores desejados.

A guia de preenchimento automatico é indicada por meio do quadradinho preto localizado no
canto inferior direito da selecdo atual, e geralmente é utilizada para estender determinados padroes
as células adjacentes.

Como a diferenca entre os dois valores iniciais é igual a 0,2, os valores obtidos com a guia de
preenchimento automatico seguem esse mesmo padrdo.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora
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3) 32 passo:

2
Na coluna B, precisamos calcular f(x) = XT —8 para os respectivos valores de x da coluna A. Na
célula B2 digite a formula - = (A2"2)/5 — 8,

que resulta no valor de f(x), sendo x o valor da célula A2, ou seja, x = —10.
O caractere " indica a operacdo de potenciacao.

Na linha de entrada, destacada na imagem, é possivel visualizar a férmula digitada.

3) 4° passo:

Com a célula B2 selecionada, clique e arraste a guia de preenchimento automatico para estender o
calculo da férmula para os demais valores de x.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora
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3) 52 passo:
Selecione as células com os valores de x e f(x), ou seja, o intervalo A1:B102. Em seguida, clique no

botdo Grafico ( ), localizado na barra de ferramentas. Na janela Assistente de graficos, escolha o

tipo de gréfico XY (Dispersdo) e a op¢do Somente linhas, como na figura abaixo. Por fim, clique em
Concluir.

3) 62 passo:

Obtém-se o grafico a seguir.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

O programa ainda permite configurar diversos elementos do grafico, como a escala dos
eixos, os intervalos a serem exibidos, entre outros. Altere algumas dessas configuracdes da
maneira que julgar mais conveniente.

“PA e PG na planilha eletronica

Em uma planilha eletrénica, podemos listar os primeiros termos de progressdes aritméticas
e geométricas com apenas alguns comandos, utilizando o recurso da guia de preenchimento
automatico.

Nao escreva no livro.
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Na pagina 193, foi apresentado um problema em que era preciso calcular a soma dos
termos da PG formada pelos faturamentos mensais esperados de umaempresaao longo de
36 meses. Observe parte do quadro construido na planilha eletrénica com os faturamentos
dos primeiros meses.

N

[>r No LibreOffice
Calc, os valores
monetarios sao
exibidos com um
ponto (.) como
separador de
milhar.

Na coluna A temos a PA (1,2, 3,4, ...,36) e na coluna B, os valores aproximados da PG, em
que a,=101000 e g =101. Veja a seguir como podemos construir esse quadro na planilha
eletrénica e, em seguida, obter o valor aproximado da soma dos 36 termos da PG.

3) 1° passo:

Digite os textos Més e Faturamento nas células Al e B, respectivamente. Em seguida, preencha a
linha abaixo com a informagdo do primeiro més, ou seja, digite 1 na célula A2 e R$ 101000,00 na
célula B2.

3) 2° passo:

Para usarmos o recurso da guia de preenchimento automatico, vamos calcular as informagdes do
segundo més, nas células A3 e B3, por meio das férmulas a seguir.

A3: =A2+1 B3: : =B2x101

Acervo da produtora

Imagens: The Document Foundation/
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3) 32 passo:

No passo anterior, a formula inserida na célula A3 tem como resultado o valor da célula de cima
adicionado a1, e a formula inserida na célula B3 resulta no valor da célula de cima multiplicado

por 101. Ao utilizar a guia de preenchimento automatico, esse padrao é mantido nas células
seguintes, o que produzira uma PA de razdo 1 na coluna A e uma PG de razdo 101 na coluna B. Entdo,
com o intervalo de células A3:B3 selecionado, clique e arraste a guia de preenchimento automatico
para baixo até obter 36 termos.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

Os valores do faturamento aparecem arredondados para duas casas decimais porque es-
tao no formato de valor monetario. E possivel exibir uma quantidade maior de casas deci-

mais clicando no botdo Adicionar casa decimal ( ).

3) 4° passo:
Para apresentar a soma dos faturamentos mensais, digite o texto Tot. na célula A38 e a formula
=SOMA(B2:B37) na célula B38. Essa férmula fornece a soma de todos os valores do intervalo de

células B2:B37, que resulta em R$ 4350 764,71.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

Ao inserir uma férmula, em vez de digitar as referéncias a células ou a intervalos de células,
pode-se utilizar as setas do teclado para seleciona-las. Na férmula da soma, por exemplo,

apds digitar  =SOMA( , basta selecionar o intervalo de células desejado e pressionar ENTER.
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,

Graficos estatisticos

Anteriormente, construimos um grafico na planilha eletrdnica para representar uma funcao.
De maneira semelhante, podemos construir varios tipos de graficos estatisticos. Esses graficos
sao gerados a partir de informacdes previamente organizadas na planilha eletrdnica.

Observe como podemos construir um grafico de barras verticais com as informagdes da
tabela a seguir.

Capital Preco
Belo Horizonte R$ 40884
Vitéria R$ 418,18
Salvador R$ 38471
Fortaleza R$ 386,30
Florianépolis R$ 44106
Campo Grande R$ 394,04

3) 12 passo:

Copie as informagdes da tabela para a planilha
eletrénica. Utilize as op¢des de formatagao

que preferir, como Negrito (

horizontalmente ( ), Moldar texto (

3) 2° passo:

), Centralizar

), etc.

Fonte de pesquisa:

DIEESE. Disponivel em:
<www.dieese.org br/analisecestabasica
/2016/201603cestabasica.pdf>.

Acesso em: 25 abr. 2016.

Selecione as informacgdes digitadas, ou seja, o intervalo de células A1: B8, e clique no botdo Grafico

(

). Abrird a janela Assistente de graficos.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora
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3) 3° passo:

Desejamos construir um grafico de barras verticais que, provavelmente, serd a opcdo selecionada
inicialmente em 1. Tipo de grafico. Entre outras configuragdes possiveis, podemos inserir um titulo
clicando na opcdo 4. Elementos do grafico. No campo Titulo, digite um titulo igual ao da tabela.
Em seguida, clique no botao Concluir.

3) 4° passo:

Mesmo com o grafico pronto, ainda é possivel alterar diversas configuragdes. Para isso, experimente
clicar duas vezes em diferentes regides da figura e editar as informacoes.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

Nao escreva no livro. 267




Medidas de tendéncia central

Uma planilha eletrénica possui diversas funcionalidades que auxiliam no tratamento de
informacdes estatisticas. A seguir, veremos como utilizar algumas dessas funcionalidades
para calcular as medidas de tendéncia central estudadas no capitulo 9: média aritmética,
mediana e moda.

Nesses exemplos, vamos utilizar o seguinte conjunto de dados.

Para os calculos dos exemplos a seguir, copie os valores desse conjunto de dados na colu-
na A, como na figura a seguir.

Média aritmética
Vamos mostrar duas maneiras de calcular a média aritmética.

3 12 maneira;

Como ha 8 valores nesse conjunto de dados, vamos calcular a soma deles por meio da funcao
SOMA() e dividir o resultado por 8. Entao, digite na célula A10 o texto Média aritmética (1) e, na

célula de baixo, digite a férmula - =SOMA(A1:A8)/8 .

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

A média aritmética obtida é 4,75.
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3) 22 maneira:

A funcio MEDIA() serve para calcular a média aritmética de um conjunto de dados. Digite na

célula B10 o texto Média aritmética (2) e, na célula de baixo, digite a formula - =MEDIA(A1: A8)

Novamente, o valor obtido para a média aritmética é 4,75.

Mediana

Vamos mostrar duas maneiras de calcular a mediana.

3 12 maneira:

Como ha uma quantidade par de valores, vamos organiza-los em ordem crescente e, em seguida,
calcular a média aritmética dos dois valores centrais. Proceda da seguinte maneira:

- Selecione o conjunto de dados, ou seja, o intervalo A1:A8, e clique no botdo Classificar em or-

dem crescente ( ).

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora
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Os valores centrais sdo os das células A4 e A5. Entdo, digite na célula A10 o texto Mediana (1) e,
na célula de baixo, digite a formula  =MEDIA(A4: A5) .

A mediana obtida é 4,5.

3) 22 maneira;

A funcdo MED() serve para calcular a mediana de um conjunto de dados. Digite na célula B10 o
texto Mediana (2) e, na célula de baixo, digite a formula . =MED(A1: A8) .

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

Novamente, o valor obtido para a mediana é 4,5.

Para calcular a mediana usando a funcdo MED( ), ndo é necessario organizar os dados em
ordem crescente ou em qualquer ordem especifica.

Moda

Vamos mostrar duas maneiras de obter a moda. Na primeira delas, no caso de haver
mais de uma moda, apenas a menor é exibida. Na outra maneira, todas as modas sao
identificadas.
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3 12 maneira:

A funcdo MODO() serve para obter a menor moda de um conjunto de dados. Com o conjunto de
dados inserido no intervalo de células A1: A8, digite na célula A10 o texto Moda (1) e, na célula de

baixo, digite a formula '=MODO(A1:A8) .

Apesar de o conjunto de dados ser bimodal, com modas 2 e 7, 0 valor exibido foi a menor delas, ou
seja, 0 nimero 2.

3) 22 maneira:

A funcdo MODO.MULT() serve para obter todas as modas de um conjunto de dados, porém, para
que todas elas sejam exibidas nesse programa, deve ser usada a férmula de matriz. Para isso, digite

tecle ENTER com as teclas SHIFT e CTRL pressionadas.

Imagens: The Document Foundation/Acervo da produtora

A caracteristica de uma férmula de matriz é que o seu resultado pode ocupar mais de uma célula. No
caso da férmula que utilizamos, foram obtidos dois valores porque o conjunto de dados é bimodal.

\

Nesse programa, toda férmula de matriz é exibida na linha de entrada entre chaves,
porém nao é possivel inserir uma férmula desse tipo digitando as chaves manualmente,
pelo teclado.
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Leitura e pesquisa

A seguir, apresentamos algumas sugestdes de leitura e pesquisa em livros e sites. Os livros
indicados abordam direta ou indiretamente os assuntos desenvolvidos no volume, e os sites
podem fornecer informacdes valiosas para enriquecer seus conhecimentos.

Boa leitura e uma étima pesquisal!

® Livros:

BARRELLA, Elaine Spisso; MARTINS, Laura Maria Runau (Orgs.).

A matemadtica nas profissées. Sao Paulo: Portal, 2010.

Esse livro apresenta diversas pesquisas e entrevistas de profissionais de variadas
areas que relatam como e para que utilizam a Matematica em suas profissoes.

BENTLEY, Peter.

O livro dos niimeros: uma histéria ilustrada da Matematica. Rio de Janeiro: Zahar, 2010.
Por meio de gravuras histéricas, fotos e pinturas, esse livro mostra a presenca da Ma-
tematica nas diversas areas. Com linguagem acessivel, o autor desvenda os segredos e
0s mistérios dessa area do conhecimento.

BERLINSKI, David.

O advento do algoritmo: a ideia que governa o mundo.

Traducdo de Leila Ferreira de Souza Mendes. Sao Paulo: Globo, 2002,

Em capitulos curtos, o autor desse livro apresenta como a Histéria, as Ciéncias e a
Matematica contribufram para o surgimento intrigante do algoritmo, antecipando
ferramentas para o surgimento da era digital.

CoLE, K. C. O Universo e a xicara de cha.

Traducdo de Elizabeth Leal. Rio de Janeiro: Record, 2006.

Nesse livro, é possivel enxergar a l6gica matemadtica que passa despercebida em situa-
¢Oes cotidianas. Com essa percepcao, o autor convida o leitor a melhorar sua aptidao e
lucidez para tomar importantes decisoes.

DEWDNEY, Alexander Keewatin.

20000 léguas matemdticas: um passeio pelo misterioso mundo dos ndmeros.
Traducdo de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro: Zahar, 2000 (Ciéncia & cultura).

O livro é uma odisseia pela Histéria da matematica, na busca de resposta para a questdo
“Por que tudo que existe, dos atomos ao préprio Universo, é regido por leis matematicas?”.
Além disso, traz aplicagdes claras para mostrar o surpreendente poder da Matematica.

DoxiADIs, Apostolos.

Tio Petros e a conjectura de Goldbach: um romance sobre os desafios de Matematica.
Traducdo de Cristiane Gomes de Riba. Sao Paulo: Editora 34, 2001.

O livro narra a histéria de Petros Papachristos, que enlouqueu depois de dedicar sua
vida para solucionar o enigma “Todo nimero inteiro par maior do que 2 pode ser repre-
sentado como a soma de dois nimeros primos.”. O problema, nomeado conjectura de
Goldbach, ainda hoje, depois de 250 anos, é um dos mais intrigantes da matematica.

ENZENSBERGER, Hans Magnus.

O diabo dos nimeros. Traducdo de Sérgio Tellaroli. S3o Paulo: Companhia das
Letras, 1997.

Nesse livro, um menino descobre, durante doze sonhos, que 0s nimeros nao sdo
monstros como ele imaginava, e o vilao da histéria é o medo que ele tem da Mate-
matica. Nessa narrativa, a Unica acdo diabdlica do personagem Teplotax| é desfazer a
ideia de que matematica é apenas para génios.



GaRrBl, Gilberto Geraldo.

A rainha das ciéncias: um passeio histérico pelo maravilhoso mundo da Mate-
matica. 4. ed. S3o Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

O livro relata de maneira simples e clara quatro milénios da Histéria da matematica,
sem preocupacgdo com a linguagem matematica das férmulas, pois podem ser enten-
didas no préprio contexto.

GuEeD), Denis.

O teorema do papagaio.

Traducdo de Eduardo Branddo. Sao Paulo: Companhia das Letras, 1999.

Nessa narrativa, o autor desafia a compreensao do pensamento matematico tanto
para os personagens da histéria, uma familia inusitada com seu papagaio, quanto para
o leitor. Em seu contexto, ele apresenta alguns personagens histéricos importantes
para a matematica, como Tales, Pitagoras, Fermat, Euler e Tartaglia.

MLoDINOW, Leonard.

A janela de Euclides: a histéria da geometria, das linhas paralelas ao hiperespaco.
Traducao de Enézio E. de Almeida Filho. S3o Paulo: Geragao Editorial, 2004.

De maneira clara e divertida, o livro mostra como a geometria intervém em tudo a
nossa volta, mostrando que ela faz parte da arte, da musica, da pintura, da escultura,
da arquitetura e até mesmo do corpo humano.

SINGH, Simon.

O dltimo teorema de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores
mentes do mundo durante 358 anos. 7. ed. Tradugao de Jorge Luiz Calife. Rio
de Janeiro: Record, 2000.

O livro conta a histéria de diversos matematicos que tentaram resolver o teorema
que Fermat deixou sem descrever a solucao. Nele também é apresentada a impor-
tancia desse teorema para o desenvolvimento da matematica e como ele confundiu e
frustrou mentes brilhantes por mais de 350 anos.

SMULLYAN, Raymond.

A dama ou o tigre? E outros problemas légicos. Tradu¢ao de Helena Martins.
Rio de Janeiro: Zahar, 2004.

O livro narra a historia ficticia de uma princesa que soluciona diversos problemas
I6gicos matematicos para que seu namorado nao fosse morto. Seu pai, um rei’semi-
barbaro, ap6s descobrir o romance ordenou que o rapaz fosse julgado emsuaarena,
onde deveria escolher entre duas portas que decidiriam seu destino:

SMULLYAN, Raymond.

Alice no pais dos enigmas: incriveis problemas l6gicos no pais das maravilhas.
Traducdo de Vera Ribeiro. Rio de Janeiro: Zahar, 2000.

O livro insere os personagens do original Alice no pais das maravilhas em situacoes de
jogos, problemas l6gicos e paradoxos, propondo enigmas que convidam o leitor a refletir
sobre avida e as dificuldades de saber o que é real ou ndo e diferenciar o certo do errado.

SMULLYAN, Raymond.

O enigma de Sherazade: e outros incriveis problemas das mil e uma noites a
I6gica moderna. Traducdo de Sérgio Flaksman. Rio de Janeiro: Zahar, 1998.
Nesse livro, a partir da milésima segunda noite, a jovem Sherazade desafia o sultdao com
charadas, enigmas matematicos e l6gicos, distraindo-o para nao ter sua cabe¢a decaptada.

STRATHERN, Paul.

Pitdgoras e seu teorema de 90 minutos. Tradugao de Marcus Penchel. Rio de
Janeiro: Zahar, 1998 (Cientistas em 90 minutos).

Pitagoras, considerado o primeiro génio da cultura ocidental, é apresentado nesse
livro por meio de textos divertidos, citacoes e cronologia que integram um panorama
de sua vida, suas descobertas e excentricidades.

-
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SzipIRo, George.

Avida secreta dos nimeros: 50 deliciosas crénicas sobre como trabalham e
pensam os matematicos. Traducdo de J. R. Souza. Rio de Janeiro: Difel, 2008.
O livro mostra por meio de particularidades curiosas como a matematica afeta os
mais diversos aspectos de nossas vidas, que vao do direito até a botanica. Ele busca

desmistificar a Matematica como uma “ciéncia inatingivel” e apresentar os prazeres
que ela pode proporcionar no dia a dia de qualquer pessoa.

TAHAN, Malba.

Os ntimeros governam o mundo: folclore da Matematica. Rio de Janeiro:
Ediouro, 1998.

O livro apresenta simbologias, mistérios e algumas origens misticas envolvendo os
nlimeros, com base na citacdo de Pitagoras de que “os nimeros governam o mundo”.

TAHAN, Malba.

O homem que calculava. 40. ed. Rio de Janeiro: Record, 1995.

O livro narra a histéria de um sabio calculista persa que, durante suas viagens, resolve
problemas e enigmas aparentemente sem solugao. As respostas que ele encontra para
os problemas deixam os expectadores maravilhados.

@ Sites

Todos os sites foram acessados em: 30 abr. 2016.

Arte & Matematica. Disponivel em: <http://linkte.me/e19di>.
O site traz explicacées sobre conceitos mateméticos de acordo com periodos e/ou
temas, associando-os a arte em geral.

Banco Internacional de Objetos Educacionais.

Disponivel em: <http://linkte.me/jgfz7>.

O site contém audios, experimentos praticos, animagoes, videos e softwares educacio-
nais de diversos contetidos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

Brasil Escola. Disponivel em: <http://linkte.me/vj7c1>.
O site falasobre o que é a matematica e para que ela é utilizada. Em uma coluna deno-
minada “canais. da matematica”, ha umasérie de temas, com explicacdes e exercicios.

ENEM. Disponivel em: <http://linkte.me/q28ny>.
Nesse site é possivel acessar as provas e os gabaritos do ENEM de anos anteriores,
além de obter informacgdes a respeito de resultados do candidato.

Olimpiada Brasileira de Matematica. Disponivel em: <http://linkte.me/c39d3>.
Nesse site é possivel acessar as provas e os gabaritos da OBM de anos anteriores.
Também ha tépicos sobre como se preparar para as competi¢des, quem sio 0s orga-
nizadores, o calendario das provas, os regulamentos, entre outros.

Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas.

Disponivel em: <http://linkte.me/dpola>.

Nesse site & possivel acessar as provas e as solugdes, o banco de questoes, as aposti-
las e os videos. Também ha tépicos sobre as escolas inscritas, as cerimdnias nacionais
de premiacao, o calendario, os regulamentos, as dlvidas sobre o regulamento e a
competicdo, entre outros.

Recursos educacionais multimidia para a matematica do ensino médio.
Disponivel em: <http://linkte.me/q5rik>.

O site possui experimentos, videos, dudios e softwares que podem ser acessados
tanto por essas categorias quanto por temas especificos.



Gabarito
L
capitulo @ Conjuntos 14. Z;A ? 2'4}
A—C=
1. a)Resposta pessoal. (B~ )UA= [14,16,24,32,40)
b)Resposta pessoal. 4)C = {2 8}
¢)C=1{13,5791,1) ©w
d)0={1,2,3,5,6,10,15,30) 15.2){-33] ¢){-3-2-102
b){—3-10,2 dY{-2-10
2. a)Possiveis respostas: ){ 10, } ){ - }
16. a)ltem I

1) p= {x|x é inteiro negativo e x > —10}
b) ® Possiveis respostas: trapézio; losango.

) o= {4y|y énaturale5 sy = 10} * Possivel resposta: trapézio.

b) Os conjuntos P e Q sao finitos. ° Possivel resposta: quadrado.

4.2)A={01234,56| 17. Alternativa b.
b)B={1,-2,4,-8 16} 18. a)n(B)=6 b)n(B — A)=3 c)n(Anc)=0
c)C={-5-4,-3-2-1}

)0={-2-10123] 19.2)axA={(-2-2).(-21), (1-2). (1)}

5. 2)333¢ A 333¢ B b)BxA={(1,-2),(11),(3-2),(31), (4 -2), (41)}
b)80&A;80€B 20. a)33 clientes. b)R$ 99165,00
c)55€A;55€8 21. Alternativa b.

d) V225 & A V225€8 22. Alternativa c.
99 €A, 99¢ 8B
e) ¢ 23. 18 pessoas.
f)7&A7&B
24. Alternativa e.
6. a)Falsa.
b)Verdadeira. 26. a)NGmero inteiro: 2. Possiveis respostas para um ndmero
3 8 11
= — .
c)Falsa. raciona B3

d)Verdadeira. b ) Ndmero inteiro: —5. Possiveis respostas para um ndmero

51 9 21

7. ) (1)), (3} (14} 19). (4.}, (149} acional 3635
o2} (4. (6} (8) (24} (26} 28] (o) (e o8],y oL L

{246}, {248}, {2.6,8},{4,6,8}, (24,68} 4"
28. Possiveis respostas:

8. a)Falsa. ¢ ) Falsa. e ) Falsa. 2)Q CRouRY @

b) Verdadeira. d)Verdadeira. f ) Falsa. b)QZZ ouZCQ
9. Alternativa b. ¢)NZZ ouZ ¢N
10. a)ANBNC d)Z'CQouQ ¢

b)(ANB)U (ANC)U (BN C) ¢)QUQCRouRCQUE

¢)(ANB)U(ANC) 29. a)3elementos; 01 e 2. ¢ ) Infinitos elementos.
1. 16 familias. b)5 elementos: —2, —1, d) Infinitos elementos.

0,7e2.

12. a) 48 pessoas.

. . 88
b)9 pessoas. 30. a)5;1004; ETH
15 .
)15 pessoas b)—4;5;1004; (-2); 2

1. a)BUC={-1036791}

0)ANE = (67) ¢)—4 5 24751004 155; (~2);
A)(cnajuBs={-103671) d) V2w

d)BN(cuA)={0,61] 31 a)h= 5

e)A-C= {4’”} b)Respostas esperadas: Q° ou R.

f)C—(BUA)={9} c)sim.
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32.2) 22 b)o )2l
33.2)0,84

b)13,586

c)166

34. Alternativa e.
35. x=T11

36. a)Aos conjuntos N, Z, Q e R.
b)O conjunto N.

¢ )Nio.

37. A= [—5,—2];B={xelR]xs21};C={xelR]—2<x<0};
D=]—2,0[;E={xelR]x> o};F=]o,+oc[

39. a)3, 4e5 c)0,1e2
b)6,7,8,9,10 d)—4, —3e -2

40. Alternativa a.

41. a)AUB=|-=6ANB=]-12]
b)AUB=[05[ANB=[1,4]
<)AUB=|V2m;AnB=[23]

d)AUB l, [AmB—[—4]

|

42. a)A—C= {erR| 8<xs5}
b)A-B= {XE]R| 8<x<3}
<)B-— C={x€lR|3<x<50ux>7}
d)B*A:{xE]R|x>7}

43. a)coeficientes: a=1,b =0, c = —4; incégnita: x
b)coeficientes: a =1, b =5, c = 0; incognita: y
¢ ) coeficientes: a =2, b= —4, c = —6; incégnita: x

d) coeficientes: a =2, b= —5, ¢ = 2; incognita: z

44. a)s={-3]
b)s= {2}

- [3)
{5+\ﬁ}
s={s}

45.2)s={x € R|x>18}

b)s= {XE]R|X<O,}
c)S={xE]R|x<—11}
>3]

6

-2
)

{
f)5= {erR|x< —4
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46.
47.
48.

49.
50.
51

53. m
54.

55.
56.
57.

a)5+2+x<3+5xx>1 b)1kg
Alternativa d.

a)6+5x+(6—x):(1+2x)+4x+5+3;x:%;18m

b)4(y—2):2<%+1>+2-7;y:8;24m
a-ll, b-1; ¢
a)k<4 b)k=4 k>4
a)A, = 2x*+50x

b)Para x, =10, a base possui 30 cm e a altura 20 cm.

Para x, =15, a base possui 20 cm e a altura 30 cm.

. a)Verdadeira.

b)Falsa.

¢ ) Verdadeira.

=14oum=2

a)s={-83}

b)s={-10,2}

c)S=0

or-{4
® Conjunto solugao unitdrio: item d;
® conjunto solugao vazio: item c.

196 m?

a )6 trabalhadores. b)R$1800,00

Alternativa a.

capitulo @3 Funcées

1

a)Variavel dependente: salario da vendedora (S); variavel

independente: valor total arrecadado (v). S(v)=0,lv

b)Variavel dependente: valor gasto com ligacdes locais (V);
varidvel independente: quantidade de minutos utilizados

com ligagdes locais (f). V(t) = 0,30t

¢ ) Variavel dependente: quantidade de tinta (T); variavel in-
dependente: area da parede a ser pintada (g). T(a) = 100a

. a)y(x)=18x

b)® 5 potes: R$ 90,00
® 6 potes: R$ 108,00
® 8 potes: R$ 144,00
® 9 potes: R$ 162,00

La)V(X) =X +6xX+12x + 8

b)e v(1)=27 m
V(13)=3375 m?,
* V(52)=157464 m?,
° V(41)=79507 m?
(

c¢)sim. v(0)=8
d)S= {xElR|x> —2}



12.

13.

14.

15.
16.
18.
19.

20.

21.
22,

23.

. Alternativa c.

. a)Varidvel dependente: quantia a ser paga pelo proprietério

ao recuperar o automdvel guinchado (P); variavel inde-
pendente: tempo de permanéncia do automdvel no patio
do Detran (g).

b)R$ 128178
¢ )36 dias

. Itens a, c.

. Alternativa c.
10.
1.

im(f)={0,1,4,9,16}

a)Falsa.
b)Falsa.
¢ ) Verdadeira.
d)Falsa.

a)A=R
b)A={xE]R|X¢ —3}
c)A:{xelR|x>4}
d)A=R

P: 3° quadrante; Q: 1° quadrante; R: 42 quadrante;
S:2¢ quadrante

Os pontos C(1,—2) E(1,0) e J(—4,0).
B(-10,1)e ((-2,7)
Alternativa a.

o(f) = |-G m(r) = =11

a)R$ 21,90
b)50m
¢ ) Gréafico lll.

Alternativa d.

Possiveis respostas:
a)crescente: [74, O] e [3, 4]; decrescente: [O, 3];

constante: [4,6]
b) crescente: [0,2], constante: [~4,0]
¢ )crescente: 3,0}, decrescente: [0,3]
d)crescente: [~2,3]

a)le —1sdo zeros da funcio f.
b)2 é zero da fun¢do g.
¢)—2,0e 2 sdo zeros da funcdo h.

d)Nenhum elemento de D é zero da funcao p.

24.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.

34.

35.

36.

a)E injetora e sobrejetora, logo é bijetora.
b)E injetora mas nio é sobrejetora, logo nio é bijetora.

¢ )E injetora e sobrejetora, logo é bijetora.

. a)E injetora e sobrejetora, logo é bijetora.

b)E sobrejetora, mas nao é injetora, logo ndo é bijetora.

c)E injetora, mas ndo é sobrejetora, logo ndo é bijetora.

a) Falsa.
b) Verdadeira.
¢ ) Verdadeira.
d)Falsa.

a)E injetora e sobrejetora, logo é bijetora.
b)E sobrejetora, mas ndo é injetora, logo ndo é bijetora.
¢ ) E injetora, mas nio é sobrejetora, logo nio é bijetora.

d)Ndo é injetora e nem sobrejetora, logo nio é bijetora.

Alternativa e.
a)g(flx))=—x+5x—4
b)f(g(x)) =% —3x+4
<)f(f(10)) =10
d)g(f(10)) = —54

a)gx)=—2x+5

b)f(X)=%x—2

a)g(x)=2x;p(q)=40q

b) (p ° q)(x)= 80x

¢ )R$ 320,00

a ) Nao é bijetora, pois ndo é sobrejetora.
b)Nao é bijetora, pois ndo é injetora.

¢ )Afuncdo fe g é bijetora.
a)L(q(t))=1250¢ — 75t — 10

b)R$ 30 865,00

Alternativa b.

capitulo €) Funcio afim

1

2.

As leis de formacdo Il e lll ndo podem ser escritas na forma
f(x)=ax+ b, coma, bER.

b)I: decrescente; IV: decrescente.
a)q(t)=10 000 — 5t

b)p(g)=325q
c)c(m)=60+12m
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

278

. a)v(t)=16t

¢ ) Aproximadamente em

b)D(v)= [0, 12] 10 segundos.

. a)6 km: R$ 21,00; 10 km: R$ 32,00

b)p(q)=45+275g

. Alternativa e.

. a)empresa A: 800000 + 220 000x;

empesa B: 400 000 + 240 000x
b)empresa A:
® 10 km: R$ 3000 000,00
® 5 km: R$ 1900 000,00
® 70 km: R$ 16 200 000,00
empresa B:
® 10 km: R$ 2800 000,00
* 5km:R$1600000,00
® 70 km: R$ 17200 000,00.
¢ )Sim. R$ 5200000,00.
d)A empresa A.

. a)v(q)=500+0,35q

b)*® 70 km: R$ 524,50
® 150 km: R$ 552,50

* 10 km: R$ 503,50
° 65 km: R$ 522,75

. crescente: a; decrescente: ¢, d; constante: b.

. a)zero da fungdo f: —3; ordenada do ponto de interseccao

do grafico de f com o eixo Oy: 3
b)zero da funcio g: %; ordenada do ponto de interseccao
do gréfico de g com o eixo Oy: 1

¢ )zero da fungéo h: 12; ordenada do ponto de intersec¢ao do
grafico de h com o eixo Oy: —8

d)zero da fungdo m: 6; ordenada do ponto de interseccdo do
grafico de m com o eixo Oy: 12

b)eixo Ox: (—2,0), (6,0); eixo Oy: (0,4)
¢ ) Possiveis respostas: crescente: [73,0]; decrescente: [4,8];
constante: [0,4]

a)compra: c(x) = 3,2094x; venda: c(x) = 3,2088x

b)Crescentes.
Sim.

0,08x, se x = 139912

0,09x%, se 139913 =< x =< 2331,88
a)f(x)=

0,11x, se 2331,89 < x < 4663,75
513,01, se x > 4663,75

b)Para R$ 1550,89: R$ 139,58: Para R$ 890,13; R$ 71,21;
Para R$ 3340,56: R$ 367,46; Para R$ 6133,03: R$ 513,01.

b)px)= —2x—1

a)n(x)= 3

fix +4
3
Alternativa c.

a)Aproximadamente 531872 t.
b)Sim.
)26

17.
18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

a) f(x)=150x b)12 meses.

a)s )0

w

a)f(x)=6,5x

b)R$ 650,00

c)a=6,5

a)f(x)>0 para x>%; f(x)=0 para x:%; f(x)<0 para
x<%

b)f(x)> 0 para x> —2; f(x) =0 para x = —2; f(x)<0 para
X< -2

¢ )f(x)>0 para x < —4; f(x)=0 para x = —4; f(x) <0 para
x> —4

d)f(x)>0 para x> —6; f(x) =0 para x = —6; f(x) <0 para
x<—6

a)Crescente.
b)x=—4

d)f(x)>0 para x> —4; f(x) =0 para x = —4; f(x)<O0 para
x<—4

a)S:{xelR|—4<xs5}
b)s={xER|x=3]

c)s= xelR\—4<xs9}

b)s={xelR|1sxs3}
c)s:{xelR|—3<x<1}
d)s={xcR|2<x=3]

a)7 b)a=

a1
2
a)S={x€]R|xs720ux>4}

{XE]R‘—2<X$%}

c)s:{xelR|x<50ux>13}

b)S

d)S:{XER|*4<X<*1OUX>2}

a)R$1488,00 b)R$1260,00 ¢ )R$1227,00

3 anos.
7% ao ano.
a)rry=3x+2
b)s:y:ixf1
2
1 13

ty=—x+-—
Aty X+



30.

31.
32.

33.

34.

35.

a)fl) = f—t+100 g(t)= f%t+80
b)bateria A; 200 min; bateria A,: 240 min
x=3y=3

Possiveis respostas:

a){—x+yi0

x: preco da bermuda
y: preco da camisa
2y + 3x =230
){y + 4x =240

b) preco da bermuda R$ 50,00; preco da camisa R$ 40,00

a)75 pontos.

b) Acertou 13 questes e errou ou nao respondeu 12 questdes.

capitulo @ Funcio modular

1

. a)D(f)

a)9
b)5
)2
d)9

d)s={-14,14}

Lf0)=3 )= uf( -2 ) -ofls)- 22

4x+3,sex>fi
4

b)f(x) =

—4x — 3, sex < ——

Hlw

<)D(f)=R;Im(f)=R

=R Im(f) =R,
b)D(h)=R;Im(h
(

)=
¢)D(g)=Relm(g) = {XE]R|x>1}

. Alternativa b.

7
8.

Alternativa c.

Alternativa a.

capitulo @ Funcio quadratica

1. a)Nao é funcdo quadratica.
b)E funcio quadratica.
¢ )Nio é funcdo quadrética.
d)E funcdo quadratica.

2. a)a=1b=—-4ec=38
b)a=2b=-3ec=5
c)a=1b=—-6ec=3
d)a=-1,b=10ec=—25

3. a)keR
b)kERek#2
c)keER"
d)kERek# —5

4. a)64
b)34
€)175
d)119

5. f(x)=x*—2x—15;zeros: x,=5e x,= —3.

. a)As fungbes g e g.

b)As funcées fe h.
c)Asfuncdespet.

. a)9 e 11: soma 20

b)f(x)=x*—20x + 99

8. f(x)=x*+17x— 84

8. 2)A(= XA
b)x=3m
c)A=39m?

10. a)x, =2, x,= —2
b)N&o possui zero.
)X =6x,=2
d)x,=5x,=—4

1. Alternativa a.

12. Alternativa a.

13. k=7, raizes:3 e 6.

14. a)f(x)=(x — 2)Z -1

b)fx)= —2(x — 2) +2
c)f(x):f<x+i> + 22

X
d)fx) = —————
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15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.
27.

28.

29.

280

a)f(x)=x*+ 4x+ 43
b)f(x)= —5x*+ 20x — 8
¢ ) f(x) =2 — 28x
d)f(x)=3x—6x—1

Alternativa c.
Alternativa a.

a) v(0,0); eixo de simetria: x = 0

b)V(1,1); eixo de simetria: x =1

a) Concavidade voltada para baixo.
b)Concavidade voltada para cima.
¢ ) Concavidade voltada para cima.

d) Concavidade voltada para baixo.

a) O médulo do coeficiente a.

b)Maior abertura: grafico da funcio p(x):sz; menor
abertura: grafico da funcao f(x) = 10x

Alternativa e.

Possivel resposta: maior abertura: g(x)= —x% menor aber-
tura: g(x) = —5x%
2 2
g(x)=(x=3) +2,h(x)= (x +3) -2
a)ym= -3 k=-2
b)Vv,(0,0) v (3,2) v,(-3. —2)
¢ ) Os valores m e k correspondem, respectivamente, ao X, e
aoy,

f(=3)=4f(2)=9

a) 0 gréfico de g corresponde ao gréfico de f transladado
horizontalmente uma unidade para a direita e o grafico de
h corresponde ao grafico de ftransladado horizontalmen-
te uma unidade para a esquerda.

b) O grafico de g corresponde ao gréfico de p transladado
verticalmente duas unidades para cima e o grafico de r
corresponde ao grafico de p transladado verticalmente
trés unidades para baixo.

¢)g(x) = (x = 1); h(x) = (x + 1)’ qx) =
rx)=—x*—3

- X+ 2

a)f(x)=x—8x+18
b)f(x) :%xz +6x+14
) f(x)=2¢

a)Vv(1,-2)
b)V,(-5,0)
c)Vv,(-1,9)
d)V (3,-2)

P

30.

31

32.

33.

34.
35.

36.
37.

38.

39.

40.
41.

a)Falsa.
b)Falsa.
¢ ) Verdadeira.
d)Falsa.

a)Concavidade voltada para cima: f e h.
Concavidade voltada para baixo: g e p.

b)f: ndo possui zero; V, = %%
gx,=—V3ex,= V3 v,(0,3)
hix,=4ex,=—6; vh<1, 7%)
p:x,=x,=5e Vp(S,O)

¢ )Grafico de f: ndo intersecta o eixo Ox e intersecta o eixo Oy

m (0,1); grafico de g: intersecta o eixo Ox em (*\@,0)

e <\@O) e o eixo Oy em (0,3); grafico de h: intersecta o
eixo Oxem (—6,0)e (4,0) e o eixo Oy em (0, —12), grafico

de p: intersecta o eixo Ox em (5,0) e o eixo Oy em (0, —5).

) 1+ (-3)
BN
3+3

b = =3
)X, 5
=2
T T T
d)x = 4 + 28 -6

v 2
a)Em um ponto.

b)Em dois pontos.
¢ )Em nenhum ponto.

d)Em dois pontos.
(5.7 61)

a)im(f)= {yE]R‘yS ——}
b)im(g)={yER|y=
c)im(h)={y €R|y =0}
d)im(p)={y €R|y =<5}

g
h

Alternativa d.

a)a<0;A>0 c)a>0;A=0
b)a>0;A<0 d)a<0;A=0

Admite valor maximo: item ¢; admitem valor minimo: itens a,

bed.

A funcao f possui valor minimo quando k > f% e valor ma-
ximo quando k < 3

Alternativa b.
a)f(x)>0 para x<—5 e x>—1; f(x)=0 para x=—5 e
x=—1f(x)<0para —5<x< —1

b)g(x)>0 para —1<x<2; g(x)=0 para x=—1e x=2;
gix)<Oparax<-—-Tex>2

¢ )h(x)>0 paratodo x €R
d)p(x)=0parax=1,p(x)<0 parax #1



42. a)° 1sap6s o lancamento: 75 m. 9. %

® 2sapbs o lancamento: 140 m. 10. Alternativa a

b)320 m '
1. 10
c)16s
5 12. Alternativa c.
43. k<= .
3 13.a)4-10
44. a)13 clientes. b)s5,348 - 10°
b) 26 clientes. c)4-10°
45. a)S={x ER|x=< —loux =3} d)56-10°
b)s= {x c ]R| —E<x<-loux> 1} 14. Sdo exponenciais as fungdes dos itens a, ¢, d, e.
c)S:{xe]R‘—\[st$\[Zoux>3} 15.a)11
b)—
d)s={xeR|-2=x<1 16
1
e)S={xE]R’x=O} )~
45.5={XE]R|1<X<2} d)%
V23
e) :
capitulo @ Funcio exponencial 16 Alternativa d.

1. a)81 17. Alternativa c.
b)64 18. D(f)={123}; ((f) = {2.4,8}; fx)=2""
c)125
d)144 19. crescente: a, ¢, f; decrescente: b, d, e
e)343 20. Alternativa d.
f)1000000 21. Os graficos 1 e lll.

5

2. 2)2 23. Gréfico Ill.

b)2”
, 24. Alternativa c.
c)2 1
d)2” 25.a)x:7
3
1 b)x=—

3 9% 10

c)x=4

4. Alternativa a.
-1 d)x=

1
5.a)3*31<¥L> k3 3
4. __1®._)(4 16
o e e {(2)

3
T
b)47 4 2 4% 4
b)x=Ty=25={(12)}

6. a)4
27. Alternativa b.
b)243
1 1
o e 5= (4]
) 8. a)x 5 S 5
d)0 b)x=-2;5={-2}
7. 2)2 c)x,=—%;x2=1;5={— ;1}
b)27
Q)5 29. A(1,7)
d)—15 30. A equagdo apresenta duas solugdes reais.
8. Aproximadamente 2000 000 graos. 31. Alternativa c.
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32.

33.

34,
35.
36.

37.

38.

39.

40.

1.

42.

43.

d)s={xER|x=<6}

a)s={xeR|x<2}

b)s:{erR|x>1}
{XEIR|X< 71}

1
X=——
5}

d)S={xE]R

Alternativa d.
Alternativa a.

a)x=15
b)102 dia

a-lll
b-1
v
d-ll
a)R$110000,00
b)R$ 27500,00
a)R$ 4158,04
b)R$ 4 435,43
a )12 més: R$1005,00; 22 més: R$ 1110,53; 32 més: R$ 1216,58
b)R$ 1218,09
a)p(t)=1900- (1,03)
b)2020: aproximadamente 938 bilhdes de délares; 2035:
aproximadamente 1532 bilhdes de délares
a)Resposta pessoal.
b)Aplicacdo A: aproximadamente R$ 3 943,89
Aplicagao B: aproximadamente R$ 3932,60
Aplicacdo C: aproximadamente R$ 3920,00

O investidor teria 0 maior montante com a aplicacdo A.

Alternativa c.

capitulo @ Funcio logaritmica

1

282

a%%
1

c)-3

d)-8

. ®0 ponto A corresponde ao log 13.
3

® O ponto B corresponde ao log 4.
® O ponto C corresponde ao log10.
© O ponto D corresponde ao log,49.

© O ponto E corresponde ao log,64.

10.

1.
12.
13.

14.

.a)2

_15
b) >
c)7

La)x>—1

b)—-3<x<1

c)x>0ex¢%

d)x>3

. Alternativa e.

. a)log,40

b)logz<%>

c)logﬁ<;>

d)log32805

. a)Aproximadamente 1,38.

b)Aproximadamente 1,653.
¢ ) Aproximadamente 1,176.

d)Aproximadamente 0,778.

. Aproximadamente 0,391.

log9
log5
log7
log3
log3
log2

a)

b)

<)

a) Aproximadamente 3,907
b)Aproximadamente 3,169.
¢ ) Aproximadamente 1,893.

d)Aproximadamente 2,047.

Alternativa b.
Alternativa a.

a) Chile: aproximadamente 9,5; Estados Unidos: aproximada-
mente 9,2; Haiti: aproximadamente 7; Indonésia: aproxi-
madamente 9,1

b) Chile, Estados Unidos e Indonésia.

a)f '(x)= X;Z
b)f '(x)=x+4
Of 'x)=8-"
d)f 0= \/7
) 0=
OF 0=—=+6



16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.

24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

a-llI; b-11; c-1V; d-1

x>
2

a)A:{xE]R

b)A=

—_——

c)A=

—_

d)A={x€ER

a)s

b)2

c)3

d)6

e)-1

f)a
Alternativa d.
Alternativa a.

a)Crescente.
b)Decrescente.
¢ ) Decrescente.

d)Crescente.

a)Crescente.

xE]R|x<5}

xElR|x>4eX¢5}

3

XxX>lex #—=—

b)Descrescente.

Alternativa c.

a)s:{so}
b)s= {10}
c)s={17}
d)s={s}
a)S={5}
b)S={227}

1
0)s={4)
a)5={xelR|1<x<3}
b)S={xER|x=2}
c)S={xER i<x<%}
d)s={xER|x>2}
a)S=<{x€ER x>%}
b)S={xelR]8<x<24}
c)S—{xelR x>%}
d)S:{XEIR 1<x§%}

Alternativa c.

t=171h

)

capitulo @ Sequéncias e progressoes

1

a)3,4,56e7
b)3,579eT
€)8,16,32,64 e 128

1
d)l,—
n.

1.1
34 "5

.a)a, =ncomnEN

b)a, = 4n, com n EN*

c)a,=2n—2 comn€EN

3.45
4. 3)10
b)s
c )%
d)96
e)32
f)4
n(n+1
5.a)a, = %
b)36 pontos.
€)1,3,6,10,15,21,28 e 36
6. a)27 tridngulos.
b)a,=3"
7. Alternativa d.
8. a)4 discos: 15; 5 discos: 31
b)a,=2"—1,comnEN
9. As sequéncias dos itens a, ¢, e.
10. a)r=4; crescente
b)r= —8; decrescente
¢ )r=0; constante
d)r=7; crescente
e)r= %; crescente
1. 5,16,27,38,49 e 60
12. 48 cm
13. 190
14. 12
15. 2
16. 7
17. 179 mdltiplos.
18. 6 meios.
19. Alternativa b.

283




20. Alternativa c. 39. a)3

21 a)x+(n—1)y b)—-
2
b)x = R$48,00; y = R$72,00 :
¢ )R$1848,00 40. a=-80=-20,=——
22. a)215 41. a,=81
b)540 42. a)(65,130,260,520)
c)80
d)120 b) <%,—3,18>
23. a)x=3;5,=50 c)<10001100110‘1,+>
b)x=2;5,=20 0
C)x=9;5,=48 43. 52 UA

d)x=-1, 5= 10 44. a)inicio da segunda semana: 500 insetos; inicio da quarta

24. 5,.=1700 semana: 2000 insetos

25. 61 termos. b) (250,500,1000,2000,4000,8000); a_ = 250-2"""

26. R$1480,00
45. Alternativa e.

27. n*+n
46. Alternativa e.
28. n?
29, Alternativa d. 47. Aproximadamente R$ 262350,94.
30. a)210 alunos. 48.p =p, -(107) | comi<n<24
b)12 fileiras.

49. a)Representam uma PG.
31. a)11semanas.

b)Nio representam uma PG.

b)500 m
32, a) (14 30 46 62 ) ¢ )Representam uma PG.
b)a =14+ (n—1)-16 d)Representam uma PG.
33. Alternativa b. 50. 30

34. 0, =20 =T {00 =2x—1 51. 0,=N,- (096) , comn € Nel<n =20

35. a)10 , , ,
2 2
b) - i (ak+1) - (ak'q> - (Gk> q=as (ak'q )Zak'c’m
5
¢)-2 53. 03203:>a]+2r:aw-q2:>
a, +2r 2 2 2r 2r
d)-1 = =q¢=qg=1+"=q9g= t4/1+ =
) a, qg=9 a, =4 \ a,
e)3 54. a)341
f)% b)255
c)3600
36. a)Paraq=2:x=1ean=3~2M. d)A
Parag=—2x=-5ea =(-3)-(-2) . 16
55. a)1093
b)x=7;a =2
- b)£
¢)x=9a,=(-3) <%> 16
c)5456
37. 125,25,51, - e — 0u125,—25,5, —1, e ——
1222 75 ) 2 b 55 d)s13
38. 11termos. e)8191
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56.
57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.

68.
69.

70.

7.

72.

73.

(47,235,1175,5 875,29 375,146 875)

a) 81 pontos.
b)121 pontos.

n=7
q = i
2
Os valores sdo aproximadamente: R$ 1100,00, R$ 1232,00,

R$ 1379,84, R$ 1545,42, R$1730,87 e R$ 1938,58.

Alternativa d.
a)24

5
b)T

80
c) 3

64
d)~-

¢)-50000
49

9 cm
a)os
5
b)=>
) 9
Alternativa c.
13
2)g
34
b)2>
) 99
53

g

R$ 378,00

b) Os valores na coluna Quantidade de novos galhos formam
uma PG. Os valores nas colunas Tempo e Altura formam
uma PA.

¢ )PA na coluna Tempo: r=1
PA na coluna Altura: r =40
PG na coluna Quantidade de novos galhos: g =2

d)64 galhos; 280 cm

q=27

a)i' 1.1
4' 128" 4096
1

b)—

)32

a)D(f)=N;Im(f)={1,8,64,...8,...}; f(t) = &
b)g=8

a=>5

74. Alternativa b.

75. a)i u.a.
125

3
b)—=u.a.
)Zua

76. | )Falsa.
1) Falsa.
I1) Verdadeira.

capitulo ) Estatistica

1. a)Populacao.
b)Amostra.
¢ ) Amostra.
d)Populacio.

2. a)Qualitativa ordinal.
b) Quantitativa discreta.
¢ ) Qualitativa nominal.

d)Quantitativa continua.

3. a)Jaquetas, camisetas, vestidos, calcas.

b)Qualitativa nominal.

4. a)Nome, telefone, ano/série, turma, titulo do livro, autor do
livro, data do empréstimo, data da devolugao.

b)Quantitativa discreta: telefone; quantitativa continua:
data do empréstimo e data da devolugao; qualitativa no-
minal: nome, titulo do livro, autor do livro; qualitativa or-
dinal: ano/série, turma.

5. Quantitativa discreta: idade, nivel de satisfacdao do atendi-
mento; qualitativa nominal: local de trabalho, preferéncia
de comida; qualitativa ordinal: hordrio que frequenta o
restaurante.

6. a)Universo estatistico: 400 alunos do cursinho; amostra:
150 alunos que responderam ao questionario.

b)3 variaveis: curso de graduacao, oficio e local de trabalho;
qualitativa nominal.

¢ ) Possiveis respostas: professor, advogado, administrador,
educador fisico.
7. a)CGréafico de barras.
b)Quantidade de brasileiros por cor ou raca no ano de 2010.
¢ )Branca e parda.
8. a)Falsa.
b)Falsa.
¢ ) Verdadeira.
d)Falsa.

e ) Verdadeira.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

a)Gréfico de setores. Ele é mais adequado para representar
a porcentagem e permite observar o todo e as partes.

b)45,5 kg

Resposta pessoal.

a)Marcia.
b)Janeiro e fevereiro.

¢ ) Maio.

a)Cavalo e lobo.

b) Aproximadamente 200 vezes.
¢ )Resposta pessoal.

64,70 e 73.

149600000 km

8,2 pontos.

Mo =1,62; Mo =175
Alternativa e.

Alternativa e.

19

X = 231,33, Md = 214; Amodal,
Alternativa d.

Cada gémeo tem 10 anos.

24. Alternativa a.

capitulo () Trigonometria

1. x=6y=8
2. x=6
3. x=36,y=54,z=90

. ABmede 9 cm;B_Cmede15 cm
. 40m

. 25m

7. a)Nao é triangulo retangulo.

b)E tridngulo retangulo.

¢ )Nao é triangulo retangulo.

8. a)h=12cm
b)m=3cm;a=15cm
c)n=18um=32uh=24u

9. Alternativa d.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31

32.

a)a=12m;b=6V3m
b)a=2492m; b=1823m
c)a=1261m;b=535m
a) Aproximadamente 52,7 m.
b)Aproximadamente 75,2 m.
2)0,866

b)0,9205

¢ ) Aproximadamente 1,2349.
a)Xx=60°

b)Nao, pois o angulo de inclinagdo nio esta entre 70,5° e
75,5°.

a)31059 m
b)Aproximadamente 803,7 m.
bl =7,05; 21 =14,

30,16 m

a)x=1879 cm
b)x=5cm
c)x=10,58 cm

131Tm
Aproximadamente 9,7 cm.

Resposta esperada: Como os angulos a e 3 e a distancia en-
tre os pontos de observacdo sao conhecidos, podemos apli-
car a lei dos senos.

x=6,26 m,y=20,95m
Aproximadamente 1034,6 m*
Alternativa d.

c=rV2 - V2

Alternativa c.

(210v2 - 80)m’

4cm

Aproximadamente 75,95 m*
a)77175 m

b)46,305 m

Resposta pessoal.
Aproximadamente 69,88 m*
a)15Vv3cm?

b)9 cm?

¢ ) Aproximadamente 12,075V2 cm?.



Todos os sites foram acessados em: 5 abr. 2076.

- Cefet-MG - Centro Federal de Educagao Tecnolégica de
Minas Gerais
<http://linkte.me/e4dv4>.

- Enem/Inep - Exame Nacional do Ensino Médio/Instituto
Nacional de Estudo e Pesquisa
<http://linkte.me/qwkgv>.

- EPCAr - Escola Preparatéria de Cadetes do Ar
<http://linkte.me/b24ka>.

- EsPCEx - Escola Preparatéria de Cadetes do Exército
<http://linkte.me/nrg66>.

- ESPM-SP - Escola Superior de Propaganda e Marketing de
Sao Paulo
<http://linkte.me/j94zz>.

- ESPM-R] - Escola Superior de Propaganda e Marketing do
Rio de Janeiro
<http://linkte.me/j94zz>.

- Feevale - Universidade Feevale
<http://linkte.me/q0435>.

- FGV-SP - Fundacao Getulio Vargas
<http://linkte.me/z3178>.

- Fuvest — Fundacdo Universitaria para o Vestibular
<http://linkte.me/t26mh>.

- IFSC - Instituto Federal de Santa Catarina
<http://linkte.me/fjzt0>.

- IFSP — Instituto Federal de Sao Paulo
<http://linkte.me/y88p7>.

+ PUC-PR - Pontificia Universidade Catélica do Parana
<http://linkte.me/I7e33>.

- PUC-R] - Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro
<http://linkte.me/i393k>.

- Udesc — Universidade do Estado de Santa Catarina
<http://linkte.me/utn7e>.

- UEA - Universidade do Estado do Amazonas
<http://linkte.me/w7299>.

- Uece - Universidade Estadual do Ceara

- UEL - Universidade Estadual de Londrina

<http://linkte.me/qdxx7>.

Siglas

<http://linkte.me/v5v396>.

- Uepa - Universidade do Estado do Para

<http://linkte.me/cf194>.

- Uerj — Universidade do Estado do Rio de Janeiro

<http://linkte.me/kOpe4>.

- UFES - Universidade Federal do Espirito Santo

<http://linkte.me/ms87s>.

- UFG - Universidade Federal de Goias

<http://linkte.me/nslqg>.

- UFPB - Universidade Federal da Paraiba

<http://linkte.me/r7k67>.

- UFPR - Universidade Federal do Parana

<http://linkte.me/fv181>.

- UFRGS - Universidade Federal do Rio Grande do Sul

<http://linkte.me/u4603>.

- UFRN - Universidade Federal do Rio Grande do Norte

<http://linkte.me/pr5c7>.

- UFSM - Universidade Federal de Santa Maria

<http://linkte.me/qv8ra>.

- Unesp — Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita

Filho"
<http://linkte.me/000e0>.

- Unicamp - Universidade Estadual de Campinas

<http://linkte.me/g431m>.

- Unifor — Universidade de Fortaleza

<http://linkte.me/q61j8>.

- UPE - Universidade de Pernambuco

<http://linkte.me/z0256>.

- UPF - Universidade de Passo Fundo - Rio Grande do Sul

<http://linkte.me/rl8dg>.
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